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Ozywienie w matematyce szkolnej*

W ostatnich 30 latach mozna bylo dostrzec w Stanach Zjednoczonych, a
takze w wielu innych krajach, rosngce wysitki dla uczynienia ,,matmy”
blizsza dzieci szkolnych; coraz lepiej widzi si¢ tez trudnosci, jakie napotykaja
one w uczeniu si¢ matematyki. Presja ekonomiczno-polityczna kazala w
calym Swiecie zwrociC wigksza uwage na te problemy, ale jednoczesnie
utrudnia ona szukanie umiarkowanych i zdrowych rozwigzan. Wzrasta row-
niez $wiadomos¢, ze trudnosci w nauce ciagna si¢ dalej w szkolach srednich,
co wida¢ np. przy rachunku rézniczkowym. Lokalnie odnotowa¢ mozna
sukcesy i czasem udaje si¢ uzyska¢ wigksze zaangazowanie dzieci i lepsze
zrozuthienie materiatu, czasem za§ uzyskuje si¢ lepsze wyniki testow, w
niewielkim stopniu $wiadczace o rzeczywistej poprawie. Nie zmienia to
jednak calosci obrazu. Wzrasta takze liczba osOb i grup zaangazowanych w
poprawianie nauczania na rdzne sposoby, a w Stanach Zjednoczonych
powotano komitety na wysokim szczeblu dla bardziej catoSciowego zaatako-
wania problemu. (') Mozna wiec mie¢ nadziej¢, ze w korncu ujrzymy rzeczywi-
ste zmiany na lepsze.

T¢ nadziej¢ chcialbym wesprzec. Jednakze problem tak oporny jak ten
wymaga powaznego i uporczywego zaangazowania, trudnego do uzyskania w
przypadku przedmiotu o niclatwej do uchwycenia zlozonosci. Powstaly jed-
nak prace, ktore wydobywaja prosta w zasadzie, cho¢ subtelng nature
problemu. Wymienmy trzy, pochodzace z trzeciego $wiata: D’Ambrosio [1],
Nebres [9] i Gerdes [6]. Te dzialanita musimy kontynuowad.

Korzenie problemu tkwia w lekcjach matematyki, to tam oczekuje si¢

* Tlumaczenie powielonego maszynopisu Coming alive in school mathematics and beyond,
dokonane przez Agnieszk¢ Wojciechowska (przyp. red.).

(') Po raz pierwszy w historii Stanéw Zjednoczonych powotano Mathematics Education
Board. Przewodniczaca zostata prof. Shirley A. Hill (University of Missouri w Kansas City).
Peiny sklad tej komisji mozna znalezé w Notices of the American Mathematical Society z
listopada 1985 r. (przyp. red.).
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postepu ku dojrzalosci. Co powinno si¢ sklada¢ na taki postgp i jak
przeci¢tna klasa odbiega od tego idealu?

Odpowiedz na pierwsze pytanie zalezy od celow uczenia si¢ matematyki.
Matematyczny sposOb rozumowania staje si¢ coraz wazniejszy w wielu
dziedzinach, totez podstawowa potrzeba uczniow jest przyswojenie i rozwoj
takiego myslenia. Dodatkowo powinni oni umie¢ kontrolowa¢ wlasng prace,
dostrzega¢ zwiazki z innymi aspektami przedmiotu, a takze sprawnie porozu-
miewac¢ si¢ z kolegami i innymi osobami w tych sprawach. Dlatego:

(1) Podstawowym celem uczenia si¢ matematyki powinien byé rozwdj
naturalnej umiejetnosci rozumowania, szczegoélnie tam, gdzie potrzebna jest
precyzja myslenia. Rozwoj ten musi obejmowaé myslenie tworcze i krytyczne,
pelna kontrole nad wlasna praca, $wiadomos$é zwiazkow z pokrewnymi
zagadnieniami oraz umiej¢tnos¢ komunikowania si¢. Mowiac po prostu,
dana osoba musi przyjmowac pelna odpowiedzialnos¢ za swojg prace.

W przeci¢inej klasie uwaga uczniéw skierowana jest jednak gdzie indziej.

(2) Na szkolnych lekcjach matematyki zazwyczaj celem ucznia jest zapa-
migtanie poszczegolnych wzorcéw myslenia wprawdzie wzigtych z rozumo-
wania, ale przy calkowitym pominig¢ciu samego rozumowania. W ten sposob’
zatraca si¢ istote rzeczy.

Uczniowie, dostlownie, staraja si¢ zazwyczaj zapamigtac ciagi stow, nie
zastanawiajac si¢ nawet, czy znacza one cokolwiek. Oczywiscie jest to
calkowicie bezuzyteczne. -

Gdy matematycy uktadaja programy nauczania, zakladaja oczywiscie, iz
praca w szkole bgdzie prowadzona ze zrozumieniem. Dlaczego szkotla tak
dalece nie spetnia tego warunku? Czy nie to wilasnie jest przyczyna ogdlnego
niepowodzenia? Czemu nikt tego nie zauwaza, nawet najwyzsze gremia? Pyta-
nia te wymagaja pilnej odpowiedzi.

Z kolei, obserwujac nauczanie, stwierdzamy, co nastgpuje. Nauczanie
podajace, czyli prezentowanie materialu, ma silny wplyw negatywny. Zmusza
stuchacza do $ledzenia stow i mysli nauczyciela, a nie swoich whasnych.
Tak wiec, jesli sluchacz nie ma czasu i swobody, aby przemysle¢ to, co
zostalo powiedziane, i porownaé z dotychczasowa swoja wiedza i doswiad-
czeniem, to zrozumienie szybko zniknie, o ile w ogodle si¢ pojawito.

Wiemy, jak czesto studenci bezmyslnie notuja wyklady, probg zrozumie-
nia odkladajac na pdzniej. W szkole nie jest to mozliwe i wobec tego
nadmiernie podajace nauczanie z pewnoscia zablokuje wszelkie rozumienie
przedmiotu. ’

Tak ostre opinie dobrze bedzie poprze¢ dowodami niepowodzen szkoly.
Przytocz¢ kilka przykladow z krajowych ocen wynikéw nauczania (NAEP
[8]), szerzej dyskutowanych w [11]. Dziewigcio- i trzynastolatkom zadano
¢wiczenie 2
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Dobry wynik otrzymato odpowiednio 90%, i 98°/,. Przy sformulowaniu:
»Jaka jest suma liczb 21 i 54” poprawne wyniki spadly do 69°/, i 91%,.

Nasuwa si¢ tu podstawowe pytanie: Dlaczego ci, ktoérzy nie poradzili
sobie z forma stowna, po prostu nie przepisali zadania w formie ,stupka” i
nie wykonali dodawania? Czy nie potrafili tego zrobié, czy tez nie wiedzieli, ze
jest to mozliwe 1 dozwolone? Gdyby we wczesniejszej nauce wychodzili oni
od sensu, zadanie staloby si¢ niemal trywialne. Jakakolwiek jest tego przy-
czyna, doswiadczenie szkolne utrudnia uczniom wykorzystywanie wlasnych
mozliwosci do rozwigzywania zadan sformulowanych w nietypowy sposob.

Tylko 17%/, dziewieciolatkéw poradzito sobie z poleceniem ,,Odejmij 298
od 313”. Czyzby w tym wieku nie mogly po prostu odliczy¢ od 298 do 300 i
doda¢ 13? Przy minimalnej wprawie w rachunku pamigciowym jest to
trywialne. Znowu winne jest doswiadczenie szkolne.

W obecnych czasach nasilaja si¢ apele o rozwigzywanie zadan (problem
solving). Ja postgpujd dzieci? W odpowiedzi na pytanie ,jak dluga jest droga
wokot prostokatnego klombu dlugiego na 10, a szerokiego na 6 stop?”
wiekszos¢ dzieci zardwno 9- jak i 13-letnich po prostu albo dodawala, albo
mnozyta te dwie liczby. Jest to wymowne $wiadectwo nastawienia dzieci. W
szkole, niezaleznie od pytania, po prostu zgaduje si¢, jakiej operacji uzyé
(prawdopodobnie z pomoca zewng¢trznych poszlak).

Nie ma watpliwosci co do tego, ze dzieci te pracuja bez zrozumienia. Na
lekcjach matematyki marnujg tylko czas.

Jaka wigc jest ta szkolna matematyka? Poznanie prawdy mogloby
wstrzasna¢ matematykami. (Duzy procent dorostych méwi: ,,nigdy nie umia-
lem matmy”. Na takie wyznanie moéglbym odpowiedzie¢, ze wyraza ono
odczucie stuszne, ale z innego powodu: zostaliScie wprowadzeni w blad
sztucznym jezykiem matematyki i nigdy nie mieliscie okazji widzie¢ ani
uprawia¢ prawdziwe] matematyki, ktora jest latwa i zabawna.)

Dla matematyka kilka pierwszych lat szkolnej matematyki to nic innego
jak nauka czterech operacji na liczbach naturalnych, zazwyczaj ograniczo-
nych do przypadkow, gdy wynik jest rowniez liczba naturalng. Jest to bardzo
skromny zakres. Jednak, aby ,uczyni¢ go latwiejszym” (dla tych biednych
dzieci, ktore ,nie potrafia mysle¢”), material we wszystkich podrecznikach
jest ,pocigty na cienkie plasterki”. Tak wigc odejmowanie to mnoéstwo
tematow: liczby mniejsze od dziesigciu, jedna z nich wigksza od dziesieciu,
bez ,,pozyczania”, z ,pozyczaniem”, to samo z liczbami o wiecej niz dwdch
cyfrach, ale bez zer w odjemnej itd. W kazdym z nich mamy odrebny zbidr
regul (por. [11]). W rezultacie tego rozczlonkowania, wiele dzieci wysyla si¢
na zajecia wyrOwnawcze z etykietka ,,opdznionych”, ,,powolnych” itp.

Chcialbym zilustrowaé ten problem przykladem utamkow. Przez kilka lat
uczy si¢ tego, powtarza i1 uczy od nowa, a kazdy nastgpny nauczyciel zaczyna
ten proces od poczatku. Wreszcie pojawia si¢ ,nowy temat”: liczhy mieszane
— 1 nauczanie zaczyna si¢ od nowa, wlokgc si¢ bez konca. (Co to jest liczba
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mieszana? Na przyklad 22) Wszystko to opiera si¢ na nieporozumieniu,
ktore miesza w glowach uczniom: Ulamek dwie trzecie jest zaciemniong
czedcia prostokata, ale jest on réwniez zaciemniona czgscig ciastka. (Ale czy
ciastko jest prostokatem?) W podre¢cznikach, a wigc i w szkole, nigdy nie
dopuszcza si¢ zapisu 2P (P oznacza caly prostokat), wolno pisaé tylko 2.

Szamotanine z liczbami mieszanymi obserwowalem po raz pierwszy w
1967 roku w klasie piatej, gdzie ,,wzorowy nauczyciel” uczyl, jak wykonac
odejmowanie 64— 3%. (Oczywiscie, 3 podano dla ulatwienia, nie chodzito tu o
znaczenie.) Dla porownania zapytalem wieczorem dziewczynke z czwartej
klasy, ktéra nie uczyla sie jeszcze ulamkéw, ile to moze byé 63— 23.
Odpowiedziala od razu: odejmijmy %, zostaje 6, odejmijmy nastepne # to
bedzie 53, trzeba odjaé jeszcze 2 i pozostanie 33. Gdy mysli si¢ ze zrozumie-
niem, wszystko jest oczywiste 1 reguly nie sa potrzebne.

W ogoéle widac, ze matematyka szkolna jest bardzo zlozonym przedmio-
tem. Pelno w niej przypadkéw i podprzypadkow, a kazdy z wlasnym
zestawem regul, ktore nalezy wtloczy¢ w dzieci. Jest to jak seria szczepien
aplikowanych jedno po drugim, z ktérych kazde splywa i wysycha, ale
pozostawia po sobie odrobing trucizny (niechgci do matematyki). Wiemy tez,
ze wiekszos$¢ ludzi (w kazdym wieku) uzywa w zyciu codziennym witasnych
metod, a nie tych wyuczonych w szkole (por. [3]).

Wyglada to tak, jakbysmy calkowicie stracili wiar¢ w nasze dzieci.
Pomimo ich wspanialego uczenia si¢, gdy byly calkiem male, oczekujemy
(zwhaszcza u tych ,niezdolnych”) mozolnego brnigcia przez matme w poczat-
kowych klasach szkoly. Wywieramy wiec coraz wigkszy nacisk zaré6wno na
nauczycieli, jak i ucznidw, nasilajac szamotaning z regulami, zniech¢cajacymi
ich coraz bardzie;.

Sadze, ze obecna sytuacja jest najgorsza w calej historii Stanéw Zjedno-
czonych. Myslenie tworcze wymaga pewnego spokoju umystu, ktory jest
obecnie trudno dostepny. Problem zostal zagmatwany przez zmieniajace si¢
poglady na szkol¢ i na matematyke w ostatnim trzydziestoleciu, ktore teraz
pobieznie naszkicujg.

Zamierzeniem ,nowej matematyki” bylo doprowadzenie do mocnego 1
glebokiego zrozumienia matematyki poprzez jej jednolitg strukturg. Udalo si¢
to czeSciowo na poziomie szkoly S$redniej, ale przy przejsciu na poziom
podstawowy, zderzenie teorii z praktyka doprowadzilo do czgéciowego chao-
su. W tym czasie zaczal dominowa¢ behawioryzm i szybko rozprzestrzenito
si¢ zadanie podporzadkowania calej szkolnej pracy jego metodom. Dolaczy!
si¢ do tego przemyst komputerowy, probujac wregcz cale nauczanie uczyni¢
,odpornym na nauczyciela” (teacher-proof). Z kolei, z poczatku stabo styszal-
ne, rozeszlo si¢ po calym kraju wolanie o ,,powrét do podstaw”.

Diabelska mikstura, jaka powstala z tych wszystkich pogladéow, ma
jeszcze wiele lokalnych odmian. Wydaje sig, ze glownym skutkiem tego
wszystkiego jest po prostu to, Zze rozmaite zlozone sily nacieraja silniej niz
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przedtem na szkoly, nauczycieli, uczniow. Jednak 1 te naciski maja w Stanach
Zjednoczonych drugorzedne znaczenie. Wobec trudnosdci finansowych po-
szczegOlne stany zorganizowaly systemy oceny wynikéw majace dostarczyé
danych niezbednych dla uzyskania funduszy z zasobdéw federalnych. W
zwigzku z tym pojawila si¢ mania poroéwnywania; wynaleziono sposoby
takiego rozszerzenia testow, aby bylo mozliwe uszeregowanie (niewazne czy
sensowne) wszystkich stanow, a moze i1 szkol. Pilnowanie kazdego ucznia i
kazdego nauczyciela staje si¢ coraz scislejsze.

Wszystkie te naciski na klas¢ szkolna sa bardzo silne, jednakze musimy
si¢ im przeciwstawi¢ najlepiej jak umiemy. Proby zanalizowania ich sa
bardzo trudne, ale wazne jest, aby zorientowac si¢, jakie sa mozliwosci
zmniejszenia ich efektow w aktualnej sytuacji szkoty.

Wielkim ciosem dla bardzo wielu uczniéw majacych trudnosci z matema-
tyka bylo rozpowszechnienie w Stanach Zjednoczonych w 1983 r. raportu
»Narod w niebezpieczenstwie” (przygotowanego przez U. S. National Com-
mission on Excellence). Wzywal on do zwigkszenia nadzoru nauczycieli nad
uczniami 1 zwigkszenia ilosci zajg¢ matematycznych dla wszystkich uczniow,
zaréwrno gorszych, jak 1 lepszych. Wynikaja stad postulaty przedluzenia dnia
1 roku szkolnego oraz znacznego zwigkszenia pracy domowej. Raport zaowo-
cowal podjeciem przez poszczegdlne stany dziatan w wyznaczonym kierunku.
Bezposrednim skutkiem dla stabych ucznidéw, nie rozumiejacych, o co chodzi
w matematyce, jest — oczywisScie — wepchnigcie ich w jeszcze glebszy kryzys.

Chciatbym skupi¢ si¢ na posrednich tego skutkach dla problemu uczenia
si¢ 1 nauczania. Zilustruje to o$miosekundowy fragment zwyczajnej (dla
nauczycieli) lekcji. ,, Alfred, co teraz nalezy zrobi¢?” (sekunda ciszy). ,,Edyta?”
(znowu sekunda ciszy). ,,W porzadku. Dzieci, oto dwanascie ¢wiczen na
jutro.”

Co tutaj widzimy? Nauczyciel kontroluje uczniow tak, jak tylko jest to
mozliwe, zgodnie z obecnymi zadaniami i oczekiwaniami. Dlatego robiona
jest najkrétsza mozliwa przerwa na odpowiedZ ucznia. Wreszcie, aby upew-
ni¢ si¢, ze uczniowie cigzko pracuja (poniewaz uwaza si¢, ze taka praca, jesli
trwa dostatecznie dlugo, prowadzi do nauczenia si¢), zadaje si¢ uczniom wiele
zadan domowych.

A jak to wptywa na dzieci? Efekty sa wielorakie. Po pierwsze, dzieci sa
coraz bardziej napigte i nieszczgsliwe, sa u progu rezygnacji. Dalej, probujac
odpowiedzie¢ na pytanie, uczniowie skupiaja si¢ na dokladnym powtarzaniu
stow nauczyciela, a znaczna cz¢$¢ zadan domowych robia zgadujac po
prostu, co ma by¢ napisane. Ponadto, co gorsze, bardziej rygorystycznie
wdrazani sa oni do minimalizowania myslenia o wszystkim, co wiaze si¢ z
praca szkolng. To jest half-think before you speak (or write).

Tak wigc naciski te ogodlnie, a w matematyce szkolnej w szczegdlnosci,
przyczyniaja si¢ do produkowania pokolenia pot-myslacego. Skoro podsta-
wowym wymaganiem jest trzymanie si¢ mysli nauczyciela, nie swoich wlas-
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nych, to kazdy mysli o tym, czego od niego oczekuja, a nie o tym, do czego
mogltby dojsé.

Tekst wspomnianego raportu zaczyna si¢ od stow: Nasz narod jest w
niebezpieczenstwie. Nasza, niegdy$ niepodwazalna przewaga w handlu, produk-
cji przemyslowej, nauce i postepie technicznym jest obecnie przelamywana przez
konkurentéow na calym S$wiecie. Glownym skutkiem tego raportu bedzie
prawdopodobnie dalsze ograniczenie rozwoju uczniow.

Pomyst: pracuj ciezej, a nauczysz sie wiecej i nasz narod wzmocni sie jest
pierwszorzednym przykladem pol-myslenia. Jednak postgpujemy zgodnie z
nim przez wigkszo$¢ naszego zycia. Sam siebie przylapuje na tym podczas
pisania tego artykutu, jednakze zdarza si¢ to rzadziej niz dawniej.

Poswigcilem zbyt wiele czasu na omdwienie negatywnych aspektow na-
uczania szkolnego. Czemu nie przeskoczy¢ od razu do dobrej roboty? No
dobrze, wezmy ,.trudny” temat, choéby te utamki, o ktérych dopiero co byla
mowa.

Mamy tu batonik (dlugi, waski prostokat), ktory trzy dziewczynki chca
podzieli¢ migdzy siebie. Jak znajda one miejsce rozcigcia? Majac swobodg
odkrywania, poprobuja one wielu sposobow. Bardzo szybko zaczna w tym
celu robi¢ znaczki na kawalku papieru przesuwanego wzdiuz batonu. I tak
odkryja dla siebie linijk¢!

Znalazly pewng dlugos¢ odrobing za krétka dla tego batonu, chcac wigc
ja rozciagnaé. Zrobceie to z gumki! Drzialajgc, biora kawalek gumy i aby
zrobi¢ na niej znaczki w rownych odstepach, rozciagaja ja na liniowanym
papierze. Teraz rozciagaja ja wzdluz batonu. Mogloby si¢ okazaé, ze gumki
nie da si¢ dostatecznie naciagnac, gdyz znaczki sa zbyt blisko siebie. Jednak
bawiac si¢ dalej spostrzegaja one, ze moga zrobi¢ szes¢ rownych przedzialow
— kazda dziewczynka moze mie¢ dwa! I tak widzq one, ze 2/6 = 1/3 (w
naszym zapisie). Rozumiejq one to, co nazywamy ,ulamkami réwnowazny-
mi”, a co jest rzadko naprawde rozumiane w szkole.

Nadal si¢ bawiac, dziewczynki chca znalezé jedna trzecia z 10 cali. Jest to
troch¢ wigcej niz 3 cale. Probuja utrzymaé pierwszy znak dokladnie na
poczatku i obserwuja dwa nastgpne, przy 2 i 6 calach. Przy rozciaganiu
gumki, pierwszy z nich wedruje na 3, drugi na 9. No tak, trzy razy trzy jest
dziewig¢. Nastepnie idzie para 4 1 12 — no, ale my chcemy otrzymacé 10.
Poniewaz 10 lezy w jednej trzeciej drogi migdzy 9 a 12, musimy wigc drugi
znaczek umiesci¢ w odleglosci jednej trzeciej miedzy 3 i 4. A wiec jest to 33
cala. Jaka rado§¢ w grupie, gdy zostalo to odkryte!

Stajac si¢ ekspertami, zaczynaja one dzieli¢ 100 centymetrow na czesci.
Potowki i ¢wiartki ida gtadko, tak jak dzielenie dolara. Czesci trzecie sa
znoéw zabawne i mile. Polowa 25 jest 123, mamy wiec 6sme czesci.

Ciotka Kasia widzi, jak si¢ bawia, i wyprobowuje: ,,Pokazcie, gdzie leza
te ulamki: 3, %, 2, 3, %, 4" ,One sa zbyt latwe!” moéwia dziewczynki,
pokazujac od razu wlasciwe miejsca.
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Zauwazmy, ze w badaniu NAEP [8] wszystkie trzy grupy wiekowe
poproszono o ustawienie tych ulamkow wedlug wielkosci. Odpowiednie
procenty poprawnych odpowiedzi wynosity 0%, 2%, i 129/,.

Historyjka, ktora opowiedzialem, nie jest czysta fantazja, ale mieszaning
sposoboéw zabawy i poszukiwan, jakie widzialem u wielu dzieci.

»Ale to nigdy nie mogloby si¢ zdarzy¢ w normalnej klasie”. Tego nie da
si¢ udowodni¢. Przeciwnie, bylo wiele klas, w ktéorych majac swobode
robiono wiele przyjemnych rzeczy. Wspomng tylko eksperyment Benezeta,
nadinspektora szk6t w Manchester (stan New Hampshire) przeprowadzony
na przetomie lat dwudziestych i trzydziestych. Zauwazyl on, ze dzieci, i to we
wszystkich klasach, zatrzymuja si¢ w rozwoju z powodu niepowodzen w
arytmetyce i slabej sprawnosci jezykowej. W klasach eksperymentalnych
wprowadzil on wigc swobodne dyskusje dla ¢wiczenia j¢zyka, a dla arytmety-
ki — ocenianie dltugosci przed jej zmierzeniem itp. Cala formaina arytmetyka
zostala usunigta az do 5 klasy. Te eksperymentalne klasy szybko si¢ ozywily.
Co wigce), dzieci (gtdwnie imigrantow) przeskoczyly uczniow zwyklych klas
zarowno w rozumowaniach stownych, jak 1 arytmetycznych. Raport Benezeta
[2] jest lektura pigkna i inspirujaca. A jak przygotowal nauczycieli? Przepro-
wadzil z nimi kilka rozméw — to wszystko.

Widzielismy, jakie spustoszenie uczynito w szkotach podstawowych lekce-
wazenie niedostatecznego doswiadczenia dzieci. Pod kierunkiem Benezeta,
dzieci nie zaczynaly formalnej arytmetyki przed klasa szosta. Jednakze w tej
klasie dogonily one inne dzieci, pozostajac daleko w przodzie w umiejetnosci
rozwigzywania zadan matematycznych.

Obecnie zaczynamy rozpoznawaé¢ podobne, cho¢ moze mniej rozpow-
szechnione, trudnosci w nauczaniu rachunku rdézniczkowego. Wiemy, ze
uczenie si¢ tego przedmiotu polega zwykle na przyswajaniu formulek i uwaza
si¢, ze uczniOw trzeba nauczyd, jak z nich korzystaé. Co wigcej, wiadomo z
gory, ze jesli zapytac ich, co to jest pochodna, nieomal na pewno uslyszy si¢
nonsensy. Jednakze tkwi w tym roéwniez nieudolno$é¢ w formulowaniu po
angielsku mysli o pewnym stopniu zlozonosci. Wigkszo$¢ ucznidw nigdy nie
miala okazji wypowiadania w mowie lub pismie mysli, z wyjatkiem najprost-
szych. Pol-my$l nigdy nie urosta w ciag myslowy. Swobodne dyskusje
pobudzane przez Benezeta owocowaly rozwojem w tym kierunku. Jednym z
uzywanych przez niego sprawdzianéw bylo pytanie o wyjasnienie (W jezyku
potocznym) zwiazku migdzy warto$ciami dwoch ulamkéw o tym samym
liczniku. Zachecam do jego szerokiego wyprobowania.

Zastgpienie wykladu przez poszukiwanie jest jednakowo wazne na kaz-
dym poziomie. Przy odejmowaniu 18 od 42, polecenie ,pozycz jeden od
czworki” jest dla wigkszo$ci dzieci zaklgciem magicznym, przy rézniczkowa-

niu \/; podobnie jest z regula ,,pomnoz licznik i mianownik przez ./x+ A4x

+/x”
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Z drugiej strony, konkretyzacja roznicy 42-18 za pomoca przedmiotow
i pozwolenie dzieciom na zbadanie, ile to jest, zabiera wprawdzie znacznie
wigcej czasu w danym momencie, ale owocuje zrozumieniem nigdy nie osiaga-
nym przez wigkszos¢ dzieci (por. [11]). Szukajac odpowiadajacego manipulo-
waniu przedmiotami przykladu dla funkcji y = \/)_c, mozemy wybra¢ dlugos¢
boku i pole kwadratu. Pozwalajac uczniom bawi¢ si¢ nimi, umozliwia si¢ im
dostrzezenie sensu symboli 4y i Ax oraz znalezienie zwiazku mlgdzy nimi.
Odkrywanie sensu wyrazen jest istota rzeczy.

Chcialbym z kolei powiedzie¢ co$ o watphwych praktykach matematy-
kow, stwarzajacych czasem prawdziwe problemy w nauczaniu. Nie zamie-
rzam przy tym wylicza¢ bledow, ale wskaza¢ obszary, na ktérych tatwo o
nieostroznosc.

Gdy do szkét podstawowych wprowadzono nowa matematyke, znalazty

sie¢ w niej podstawowe fakty, takie jak prawo przemiennosci dodawania.
Jednak nikt nie zapytal, jakiego systemu dotyczy to prawo? Matematycy
znali dodawanie, jako operacj¢ o dwoch argumentach: pierwszym i drugim.
Dzieci jednak wiedza, ze zbiory rzeczy mozna ukladaé dowolnie, bez zadnego
tadu. Co wiecej, w ksiazkach dla przedszkoli korzystano z tego, pokazujac
dzieciom zbiory i pary zbioréw w dowolnych polozeniach przy rachowaniu.
Tak wigc dzieci uczono prawa przemiennosci, z ktorym nie bylo co poczac,
po czesci dlatego, ze w ich do$wiadczeniu zabraklo par uporzadkowa-
nych. Jak mozemy latami i§¢ naprzéd, widzac obojetnos¢ dzieci 1 nawet nie
zauwazajac sprzeczno$ci, przed jakimi je stawiamy?

Znacznie gorzej szto z wyrazeniami 'w rodzaju [J-7 = 4, ktérych oczy-
wiscie dzieci nie mogly rozszyfrowaé. Nauczyciele byli wigc zmuszeni ttuma-
czyé, ze ,znak réwnosci oznacza tu...”, co dla dzieci bylo czystym betkotem.
Znak nie oznacza. Dzieci wiedza, ze 3+ 95 jest rozkazem zrobienia czegos, a
wiec powiedzenie, ze jesi to nazwa liczby, jest jak stwierdzenie, iz ,,pol6z t¢
ksiazk¢ obok tamtej” jest nazwa ksiazki.

Wickszos¢ matematykow nie definiowalaby terminu ,zmienna”. Z drugicj
strony, nie oponuja oni, gdy robia to inni i gdy uczy si¢ tego ich dzieci. Jest
to wiec przyjmowane jako zgoda $§wiata matematycznego na takie postgpo-
wanie. Gdyby uczen zapytal na lekcji algebry: ,wiem, jak pomnozy¢ liczbg
przez liczbe, ale jak mnozy si¢ przez literg, ktoéra oznacza...”, nie mozna
bytoby sensownie odpowiedziec.

Stowo ,,rOwnanie” uzywane jest na wiele sposobow, cz¢sto nieformalnie, a
wigc takze nie moze by¢ zdefiniowane. Za kazdym razem, gdy pisze si¢ znak
rownosci, powinno si¢ czytelnikowi wyjasni¢, z czym ma on do czynienia:
stwierdzeniem, pytaniem, czym$ do popatrzenia, czy czymkolwiek innym (o
ile piszacy sam wie). Uczniowie maja, i to stusznie, powazne kiopoty ze
zrozumieniem, gdy w podreczniku algebry pisze si¢ rOwnania tak, jakby zapis
ten znaczyl co$§ sam przez siebie (w co wierza niektorzy profesjonalisci).

To sa glowne powody, dla ktorych na algebrze zatamuje sie wielu
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uczniow, co nie jest ich wina. Moim zdaniem, jest to najgorszy pod tym
wzgledem przedmiot w szkolnej matematyce.

Dyskusje o programach nauczania 1 podobnych sprawach sq bez sensu,
jesli pomija si¢ ich stosunek do uczniow. Bledny, na przyklad, jest panujacy
poglad, iz ,ulamki sa zbyt trudne dla dzieci i sg teraz mniej wazne dzigki
kalkulatorom, trzeba wigc wyrzuci¢ sporg ich cz¢sé ze szkoly”. Bledny przez
to, iz dzieci nie mialy do czynienia z ulamkami, ale z pewnymi zbiorami
regul, ktére wydaja si¢ zmienia¢ z dnia na dzien. Tak wiec komentarze
matematykow nie majg tu zastosowania. Jak widzielismy wyzej, same utamki
sa wazne, 1 pouczajace, 1 latwe.

W koncu pytanie ,co mozemy usungé, aby uzyska¢ miejsce na nowy
material” nie ma sensu, dopoki prawie caly czas spedzany przez dzieci na
lekcjach matematyki jest zmarnowany. Mozna zdoby¢ tak wiele czasuy, ile si¢
chce, usuwajac obecne nauczanie. (Przypomne, ze to wiasnie zrobil Benezet.)

Wierze, ze powyzsze uwagi stosuja si¢ tez do badan w dydaktyce mate-
matyki. W tym kraju badania te przeprowadzane sg glownie w warunkach
szkolnych, na przyklad polegaja one na poréwnywaniu rdéznych metod
nauczama. Kiedy jednak wigkszos¢ dzieci poszukuje chwilowych regut gry
albo zgaduje, jaka operacj¢ wykonac, to trudno jest moéwi¢ o nauczaniu w
zwyklym sensie tego stowa. Co wigcej, dzieci rozwiazuja zestawy problemoéw,
jak to widywalem, metoda chybil-trafil, troche myslac o niektorych z nich,
wcale — o innych. Statystyczne badanie takiego materialu prawie na pewno
nie ma sensu.

Studia przypadkow, ktore si¢ obecnie podejmuje, sa znacznie sensow-
niejsze. W tych badaniach, jak sadzg, nie dostrzega si¢ jednak tego, ze dla
wydobycia ukrytych zdolnosci ucznia wazne jest, aby kontakt z nim byt
naprawde scisty. Ma on bowiem wyrobione silne nawyki, szczeg6lnie odpo-
wiadania tak, jak sadzi, Zze si¢ od niego oczekuje. Moga one by¢ ostabione
jedynie wowczas, gdy uczen czuje rzeczywista akceptacje i wie, ze moze
probowac zachowac si¢ inaczej. Aby to osiggnaé, potrzebne jest prawdziwe
dwustronne porozumienie. Jesli na przyktad pytania pochodza jedynie od
prowadzacego badanie, to wowczas nie ma mowy o prawdziwym kontakcie.
Calodzienne nieformalne sesje daja zazwyczaj wystarczajaco wiele czasu do
myslenia. Ponizszy przyklad pokazuje, gdzie mogy powstawac trudnosci.

Oto tzw. ,problem studentéw i profesoréw™ [4]: Napisz rownanie odpo-

" wiadajqce stwierdzeniu: W tym uniwersytecie jest szes¢ razy wiecej studentow
niz profesorow. Oznacz przez S liczbe studentow i przez P — liczbe profesorow.
Bezposrednie zadanie ,napisz rownanie” zbija z tropu. Tylko niewieclu
ucznidw rzeczywiscie czuje, na czym polegaja réwnania i jak si¢ je stosuje.
WspominalisSmy o tym wyzej. W tym wypadku uzytek nie jest oczywisty,
wigc i sens jest trudny do uchwycenia i wydaje si¢ naciagany. Dlatego
»napisz rownanie” w sposOb naturalny redukuje si¢ do ,,polacz znakiem
rownosci” i pojawia si¢ 6S = P. Jednak prosze poprébowaé oznaczen NS i

9 — Wiadomosci Matematvczne XX VII
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NP lub Ng i Np zamiast S i P, a poprawa wynikéw moze by¢ ogromna.

Czeka na nas ogromne i wazne pole dzialania: Do czego sa zdolni
uczniowie, jeSli da im si¢ szans¢ poszukiwan, badania sytuacji? Bardzo
potrzebujemy ukazania tych zdolnosci. Mozna im pomoc!

Oto podstawowe pytanie, ktére chcialbym postawié¢ srodowisku mate-
matycznemu. Czy we wlasciwy sposob podchodzimy nie tylko do ucznidow
czy studentow, ale i do zawodoéw — w szczegdlno$ci do naszej wlasnej
profesji? Nie jesteSmy w pelni doceniani i ma to swoje istotne powody.
Mozemy zamknaé si¢, zaglebi¢ si¢ w badaniach naukowych. Jest to dobre,
jesli chce si¢ tam pozostaé. Jednakze studenci nie sa do tego dos¢ dojrzali,
ani nie jest to dla nich bezpieczne, jesli nie maja si¢ z tym zwiaza¢ na trwale.

Zaréwno w szkole, jak i na uniwersytecie, ponosimy wobec uczniow
gleboka odpowiedzialnosé za ich dojrzewanie i rozwdéj ich poczucia odpowie-
dzialnosci. My sami pracujemy ci¢zko — czytamy 1 poprawiamy setki prac
kontrolnych. Stuzac jednak uczniom, réwnocze$nie oddajemy im 1 sobie zig
przystuge. Naszym przestaniem jest, iz prawda plynie jedynie od nas, totez
uczniowie nie moga byé pewni swojej wiedzy i czuja si¢ catkowicie zalezni od
naszej oceny. Jednakze istnieje znacznie lepsza metoda nauczania. Stworzmy
im mozliwo$¢ uwaznej pracy. Postepy moga wynikac z takiej pracy, ktéra nie
bedzie odbierana jako wymierzona przeciwko uczniom. Solidno$¢ wiedzy
moze byé testowana samodzielnie (por. [10] i [11]): jesli wyniki sa dobre,
mozna powiedzieé ,to juz umiem” i przejs¢ do nastgpnego tematu (cofajac si¢
do poprzednich w razie potrzeby). Takie podejécie jest korzystne dla wszyst-
kich. .

Co mozna powiedzie¢ o obecnym procesie nauczania? Czy funkcjonuje
on lepiej na uczelni niz w szkole? Oczywiscie uwaza sig, ze studenci sa juz
dobrze przygotowani do $ledzenia i przyswajania wykladanego im materiatu
(o ile jest on starannie przedstawiony, z wystarczajacymi pauzami i omowie-
niami). Jednakze naprawdg¢ nieliczni studenci osiggneli ten stopien dojrzatos-
ci, totez nadal mamy do czynienia z wylapywaniem z wykladu formulek z
pominigciem istoty rzeczy i rozumowan kryjacych si¢ za nimi. Znoéw pracujg
»Sifami nauczyciela”, a nie wlasnymi. Wkuwaja regule rézniczkowania \/;, a
niektorzy z nich potrafia odtworzy¢ jej dowdd. Maja jednak metne poczucie
sensu tego wszystkiego, pomimo mowy, jaka wyglosilimy na ten temat.

Wykladowcy przedmiotéw Scistych z Ameryki Poludniowej pytali mnie,
co robi¢, gdy studenci ,rozumieja zapis y = ax+b, ale nie X = Xxo+ 01"
Oczywiscie, ,,rozumie¢” znaczy tu tyle, co umie¢ wykona¢ pewne rzeczy, np.
wznalez¢ punkt przecigcia wykresu z osig x-OW”. Alez oni moga nie umieC
nawet tego, gdy uczyli sic z m w miejscu a. Naturalna odpowiedz brzmi:
»Przeciez nie powinni oni wybiera¢ tego wykladu”. Moja reakcja jest opo-
wiadanie o Beth, dziewczynie, ktora niewiele uczac si¢ matematyki, zachowa-
ta do niej glgboka niechgé na reszt¢ zycia. W ubieglym roku powiedzialem
do niej ,Beth, najmlodsze dzieci w rodzinie chca rozmawiaé o 2, 3, 4
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dolarach, nastgpne o 30, 40 dolarach. Polozmy jedynk¢ tutaj, a milion tam
(na przeciwnym koncu lady). Jakie liczby umiescitaby$ pomiedzy tymi tak,
aby kazda grupa rownie wyraznie wiedziala, o czym moéwi?”

Po chwili zabawy ona wskazata miejsca dla liczb 1, 10, 100, ... rozklada-
jac je w rownych odstgpach. Potem probowala umiescic¢ 2, 3, ..., 9, skracajac
odstegpy w miar¢ zblizania si¢ do 10. Zobaczywszy jednak przed soba 100,
zorientowala si¢ ona, ze 11 musi by¢ bardzo blisko 10, wigc przysunegla tez 9
blizej 10. (W naszym jezyku mowiac, chciala ona mieé ciagla pierwsza
pochodng.) Wkroétce znalazla lepsze miejsce dla 2 w stosunku do 1 i zaraz
umiescita 20 w tej samej odleglosci za 10. W tym momencie wykrzyknatem,
ze skonstruowala ona funkcj¢ wykladnicza i znalazla jej pochodna.

Wtedy wlasnie uprzytomnilem sobie, ze w ciagu dwudziestu lat nauczania
analizy, zaledwie u kilku studentow spotkalem rzeczywiste wyczucie pojec,
ktore Beth odkryla dla siebie. Moje nowe (niewielkie) doswiadczenie mowi,
ze wigkszos¢ dorostych zapytana o to, o co pytalem Beth, niezaleznie od
posiadanej wiedzy bedzie postepowalo podobnie do Beth (ktérej zajelo to
okoto 20 minut). Benezet zlikwidowal formalne nauczanie matematyki do
klasy piatej. Wedlug mnie, mozna by je rownie dobrze zawiesi¢ w calej szkole
sredniej (cho¢ nie proponuj¢ tego jako rozwiazania naszych problemdw).

Prawdopodobnie najistotniejsze jest to, ze pozwalajac doj$¢ do glosu
naturalnym zdolnosciom czlowieka, wraz ze wszystkimi zwigzkami pomig¢dzy
szeroko rozproszonymi elementami, mozna doj$¢ do wielkich rzeczy. W
pamigci Beth ozyly dziecigce mysli o centach i dziesigciocentowkach i o tym,
jak linia, o ktérej myslala, z miedzianej staje si¢ srebrng itd. W strukturze
calosci, rzeczy wiaza si¢ ze soba, staja si¢ realne i sensowne, i podobne do
innych rzeczy. Usuwanie przez nas wszystkich ubocznych watkéw z ,,czystej
matematyki” odziera ja ze wszystkiego, co mogloby byé uchwytne dla

umystu nie nawyklego dla abstrakgiji.
A oto przyklad badania, ktére byloby naturalne w dobrym ksztalcacym

Srodowisku. Kwadrat ma bok s i pole 4. Przypus¢my, Zze zwigkszamy go
nieco: bok wzrasta o 4s, a pole 0 44. Jak poréwnaé te sytuacje? Zabawiajac
si¢ nimi, mozna nalozy¢ oba kwadraty na siebie i zauwazy¢ dodatkowy
pasek wzdtuz dwoch bokow. Widaé, ze jego pole rowne jest 2sds+(4s)’.
Przy malym 4s jest w przyblizeniu 44 = 2s4s.

Nastepnym krokiem jest pokazanie tego na rozne sposoby, skad w koncu
wyptywa pojecie funkcji i funkcji odwrotnej oraz zwiazek pomiedzy ich
pochodnymi. Bardzo wazne jest to, 2e zrozumienie sytuacji jest pierwotne, a
J&j wlasnosci dobrze uchwycone. Oznaczenia i jezyk opisu, wraz z obszernymi
oméwieniami ucznia, przychodza pozniej. Symboliczny opis z kolei interpretu-
je si¢ odwolujac do tego, co wczesniej bylo zrozumiane, a uczer panuje nad
caloscia. Prosze zauwazy¢ wlasciwa kolejnoéé nauczania, gdzie symbole i
»Pojecia” pojawiaja si¢ na koncu zamiast na poczatku.

Obecny stan matematyki jest bardzo dobry, ale tylko dla nielicznych.
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Jako przedmiot powszechnego uzytku jest ona moim zdaniem w stanie
bardzo kiepskim. Musimy widzie¢ problemy innych 1 porozumiewaé si¢ z nimi
na ich temat. Dominacja badan naukowych i odrzucanic odpowiedzialnosci
za nauczanie nie prowadzi to tego. Zresztag nie tylko nasz zawod ma te
ktopoty (p. [7]).

Uwazam, Ze ksztalcenie matematyczne 1 w dziedzinach pokrewnych wy-
maga gruntownej odnowy. Dla tego celu najwazniejsze jest prawdziwe zaan-
gazowanie coraz wigkszych grup. W ostatnich czasach pozyteczna okazala sie
budowa sieci roéznego rodzaju. Jesh ustalone sa szerokie, wazne cele, to
wowczas zblizamy si¢ do nich poprzez realizacj¢ bardziej bezposrednich
zadan. Problem polega na zachowaniu priorytetu zasadniczych celow i
uczciwym stawieniu czola wszystkim tym nieprzyjemnym faktom, ktoére
sprawiaja nam klopoty. :

Zaréwno w Stanach Zjednoczonych, jak 1 w wielu innych krajach obser-
wuje si¢ rosnace zaangazowanie. Jakim zasadom jest ono podporzadkowane?
Mozna budowac takie zasady w marszu, wynikaja one z prawdziwych celow.
Na pewno rozwdj, najogélniej rozumiany, jest podstawowa potrzebg. Niech
porozumienie i wspolpraca beda podstawowa sita napedowy. Giéwng pomoc
w rozszerzaniu ruchu widz¢ w akceptacji i szacunku dla siebie i innych (grup
jak réwniez pojedynczych ludzi).

Kiedy mlode pedy wyrastaja z ziemi, delikatne podlewanie i pielggnacja
pozwoli im przebi¢ si¢ przez chwasty. Przymuszanie ich do szybszego rozwo-
ju zabija je. Niech, w miar¢ ich rozposcierania si¢ i wzrostu, wszystkie rosliny
spokojnie wspolzyja ze soba. Jesli wyrywa si¢ czy $cina chwasty, spadaja one
na kwitnace rosliny, rowniez powodujac $mierc. Jesh jednak cala rodzina zyje
w spokoju, niektore pedy koncza swoéj czas, gdy inne zaczynaja kwitnac i
ziemia si¢ ozywia. Réwniez nauczyciele moga wyprébowywaé¢ nowe metody
i trwad, jesli si¢ ich delikatnie zacheci. Miejmy nadziej¢, ze nasza wlasna
ziemia przetrwa.
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Miscellanca

Kto nie zna naukowego wykladu, nie potrafi odréznié¢ blednych ulatwien™

metodycznych od ulatwien dopuszczalnych i potrzebnych, a co wazniejsza, moze
sie zgubi¢ w roznych sztucznych sposobach, zamiast szukaé tych momentow,
ktore, po odpowiednim ich przedstawieniu dzieciom, majg istotng wartosé
zaréwno metodyczng, jak naukowq. Juk moze jasno przedstawic¢ rzecz ten, kto
sam nie odrozinia tego, co zastuguje na wiekszq uwage, od tego, co jest tylko
podrzednym szczegolem?

Lucjan Zarzecki(')

(") Z ksiazki: Nauczanie matematyki poczqtkowej, cze$é 1: Liczba calkowita, wydanie trzecie

Uzupetnione 1 powigkszone, Wydawnictwo M. Arcta w Warszawie, Poznan 1919, str. 31.



