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Recenzje

Marek Kordos, Podstawy geometrii rzutowej i rzutowo-metrycznej, Biblio-
teka Matematyczna tom 57, Panstwowe Wydawnictwo Naukowe, Warszawa
1984, str. 152, naktad 7750+ 250 egz., cena zt 120.—, ISBN 83-01-04926-X.

Wydaje si¢, ze zamiarem autora bylto
zapelnienie pewnej istotnej luki w polskim
pi$miennictwie matematycznym, poswieco-
nym geometrii rzutowej. Ponadto chodzito

zapewne o zaznajomienie polskiego czytelni-

ka z teoria plaszczyzn rzutowo-metrycznych
1 pewna oryginalna jej aksjomatyka.

M. Kordos postuguje si¢ jednak dosé
wyrafinowanym formalizmem, ktéry moze
bardzo ograniczy¢ krag odbiorcéw recenzo-
wanej ksiazki. Juz na pierwszej stronie wstg-
pu razi¢ moga dywagacje na temat wyzszo$-
ct formalizacji dwusortowej nad jednosorto-
wa, czytelnik znuzy si¢ predko potrzeba
ciaglego rozszyfrowywania starannie sforma-
lizowanego tekstu, nietypowa terminologia i
symbolikg (przy braku wykazu symboli),
bardzo ograniczonym kontaktem z zywym
stowem autora.

Ksiazki poswigcone podstawom geome-
trii rzutowej mozna na ogot czytaé od $todka,
po pobieznym przewertowaniu partii poczat-
kowych. Ta ksiazka — z wymienionych wy-
7e) wzgledow — jest znacznie trudniejsza w
czytaniu.

Pierwsza czes¢ ksiazki, po$wigcona pod-
stawom geometrii rzutowej zawiera materiat
na ogdl dobrze znany. Autor ma ambicje,
aby teoriom uzyskiwanym przez kolejne do-
laczanie aksjomatow geometrii rzutowe;j
nadawac¢ odrgbne nazwy, w zwiazku z czym
pojawiaja si¢ kolejno: teoria konfiguracji,
teoria konfiguracji rzutowych 1 potem dopie-

ro geometria rzutowa (rozdz. 1-3). Niektore
propozycje terminologiczne (np. druga z wy-
mienionych wyzZej) sa dos¢ kontrowersyjne,
jednakze mozna si¢ z nimi pogodzic.

Szkoda, Zze autor przechodzac w roz-
dzialach 4 i 5 do postulatu Desargues’a nie
uwzglednit z réwna skrupulatnoscig stab-
szych jego wersji, co byloby okazja do poin-
formowania czytelnika o stale aktualnej kla-
syfikacji Lenza-Barlottiego.

Wprowadzajac pokrewne tej problema-
tyce kolineacje centralne (ktore nazywa pers-
pektywicznymi) zaktada a priori, Ze kolinea-
cja posiada zaréwno oS, jak i o$rodek. Szko-
da, ze pomija elementarny dowéd faktu, iz z
istnienia osi wynika istnienie osrodka (i od-
wrotnie), gdyz czytelnik moze tego w ogéle nie
dostrzec. No i tu wlasnie nasuwalaby sie
wzmianka o zwiazku miedzy istnieniem koli-
neacji centralnej a lokalng realizowalnoscia
postulatu Desargues’a.

M. Kordos nazywa sztucznymi wszyst-
kie znane metody sprawdzania, ze anality-
czna plaszczyzna rzutowa (nad ciatem) jest
desarguesowa i stwierdza, ze w tym punkcie
podstaw geometrii rzutowej jest chyba luka.
Luka wystepuje co najwyzej w cytowanej
przez Eiego bibliografii, gdyz gdyby opari si¢
np. na ksiazce A. Heytinga, Axiomatic pro-
jective geometry, Amsterdam 1963, mialby
do dyspozycji prosty i naturalny dowod tego
faktu. Niezupetnie si¢ to zgadza z jego
zapewnieniem z przedmowy, Ze staral si¢
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wykorzysta¢ wszystko co najlepsze w do-
tychczasowej literaturze na ten temat. Cyto-
wana przez niego literatura jest zbyt uboga,
zawiera przede wszystkim pozycje z lat pigé-
dziesigtych.

Wyktadowi podstaw geometrii rzutowej
po$wigca autor siedem rozdzialow ksigzki.
W rozdzialach 6 i 7 omawia plaszczyzny
fano-pappusowe i pappusowe, stusznie opie-
rajyc si¢ na dobrym opracowaniu R. Harts-
horne’a.

Pewne usterki w wykladzie podstaw
geometrii rzutowej sa W znacznej mierze zre-
kompensowane przez zrgczne i autentycznie
nowatorskie rozwinigcie teorii tzw. czworo-
katnych széstek punktow. (Takie szostki wy-
cinane sg przez dowolna prosta na sze$ciu
bokach czworoboku zupelnego, w pewnych
sytuacjach redukuja si¢ one do czwoérek har-
monicznych.) Konsekwentnie rozwijana teo-
ria czworokatowych széstek punktéw oka-
zuje si¢ bardzo przydatna do jednolitego
opisu dzialan w ciele, wprowadzenia wspol-
rzednych i rozstrzygnigcia problemu repre-
zentacji. )

Material ten zostal w pomyslowy spo-
sob wykorzystany w drugiej czesci ksiazki,
dotyczacej geometrii rzutowo-metrycznych
(rozdz. 8 1 9). '

Zanim przejde do ombwienia tej drugiej
czesci, poswiece nieco wiecej uwagi samemu
przedmiotowi geometrii rzutowo-metrycznej,
gdyz jego opis podany we wstgpie przez
autora wydaje mi si¢ raczej dyskusyjny.

Nicktdrzy matematycy uwazajg, ze
przedmiot ten obejmuje tylko takie plaszczy-
zny. metryczne, ktore mozna skonstruowaé z
pewnego zbioru punktéw plaszczyzny rzuto-
wej z zachowaniem jego struktury liniowej, a
wige tak jak rozwiazuje si¢ czwarty problem
Hilberta. Wymogom tym odpowiadajg w
szczegolnosci plaszczyzny klasyczne: euklide-
sowa, hiperboliczna i eliptyczna. :

F. Bachmann proponuje nieco inne ujg-
cie, oparte na liniowych przestrzeniach orto-
gonalnych z dwuliniowym funkcjonalem sy-
metrycznym. Znane jest przejscie od 3-wy-
miarowej przestrzeni liniowej do plaszczyzny
rzutowej przyporzadkowujace 1-wymiaro-
wym podprzestrzeniom proste rzutowe, a 2-
wymiarowym podprzestrzeniom punkty rzu-

towe. Gdy punktem wyjscia jest przestrzen
limowa ortogonalna, ustalony funkcjonat in-
dukuje prostopadio$é prostych rzutowych i
wyroznia rodzing prostych izotropowych (by¢
moze pustg).

Plaszczyzna rzutowo-metryczna w sen-
sic Bachmanna to plaszczyzna rzutowa z
ortogonalnosciy indukowany w ten sposob
przez dowolnie zadany funkcjonat.

I tak np. w przypadku geometrii hiper-
bolicznej i ciata liczb rzeczywistych, kiedy to
funkcjonatowi mozna przyporzadkowaé for-
me

xi+xi—x3
zbidr prostych izotropowych tworzy obwied-
ni¢ pewnej stozkowej wlasciwej, a zbidr tych
punktoéw, przez ktore nic przechodzi zadna
prosta izotropowa, jest wnetrzem tej stozko-
wej. To wla$nie wnetrze wraz z odpowiednio
»poobcinanymi” prostymi i prostopadloscia
tworzy plaszczyzne metryczna (hiperboli-
czng) ze wzgledu na metryke, ktéra w tym
przypadku mozna okreslié. Podobnie mozna
uczyni¢ z plaszczyznami eliptyczna i euklide-

. sowa, dobierajac formy kwadratowe rzutowo

roéwnowazne formom

x24+x3+x3 lub  xI+x3.

Jezeli usuniemy punkty incydentne z prosty-
mi izotropowymi, uzyskamy dobrze znane "
ptaszczyzny metryczne.

Nieco inaczej zachowuje si¢ plaszczyzna
Minkowskiego, badana w podobny sposob
przez H. Wolffa i zwigzana z forma

x?—x2.

W tym przypadku przez dowolny punkt pla-
szczyzny rzutowej przechodzi co majmniej
jedna prosta izotropowa. Trudno tu wigc
moéwi¢ o mozliwosci lokalnego cho¢by wpro-
wadzenia metryki i trudno zadaé, aby uzy-
skana na tej drodze plaszczyzna metryczna
odpowiadata  znanej skadinad rzeczywistej
plaszczyznie Minkowskiego. Chyba ze sie
rozwaza ,metryke formainag”, indukowang
przez funkcjonal niekoniecznie dodatnio ok-
reslony, ktora jest jednak dosé odlegla od
czwartego problemu Hilberta.

M. Kordos po bardzo lakonicznej wz-
miance o czwartym problemie Hilberta i uie-
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ciu Bachmanna, dochodzi w niezrozumiaty
dla mnie sposdb do wniosku, ze na kazdej z
czterech rozwazanych plaszczyzn (trzech kla-
sycznych i Minkowskiego) prostopadiosé
pozwala na zdefiniowanie metryki. (Tak
przynajmniej nalezy chyba rozumie¢ jego
bardzo niejasng wypowiedz.) Jego kilkuna-
stowierszowy opis plaszczyzn rzutowo-me-
trycznych $wiadczy o tym, ze potraktowal
czytelnika dos$¢ niefrasobliwie.

Mimo niezbyt fortunnego przedstawie-
nia genezy problematyki, sama teoria pla-
szczyzn rzutowo-metrycznych rozwijana jest
w drugiej czedci ksiazki z prawdziwg wirtuo-
zerig (rozdz. 8 i 9). Sam pomysl konstruowa-
nia tej teorii na gruncie aksjomatyki geome-
tr.ii rzutowej jest nowatorski, a oparte na
nim rozwigzanie bardzo zreczne.

Poszukujac wspélnej aksjomatyki dla
czterech geometrii rzutowo-metrycznych, au-
tor obiera bardzo naturalny uklad pojec
pierwotnych, zlozony ze zbioru punktow,
zbioru prostych, relacji incydencji i prosto-
padtosci.

Interesuja go nie tyle same plaszczyzny
»~metryczne”  (euklidesowa, hiperboliczna
itd.), co ich rzutowe rozszerzenia. I tak np.
do zbioru punktow ,modelu Kleina”, odpo-
wiadajacego wnetrzu  stozkowej dolacza
punkty z brzegu stozkowej oraz punkty ze-
wngtrzne, stosownie przediuzajac prostopad-
fos¢. W ten sposob otrzymuje tzw. peing
plaszczyzne  hiperboliczna, ktdrej zbidr
punktow pokrywa sig¢ ze zbiorem punktow
calej plaszczyzny rzutowej. Podobnie poste-
puje z pozostalymi trzema plaszczyznami.

Dzigki takiemu podejsciu za zasadnicza
czgs$¢ aksjomatyki, skonstruowanej przez sie-
bie ,,petnej geometrii czteroabsolutnej”, moze
przyja¢, zanalizowana w pierwszej czesci
ksiazki, aksjomatyke incydencyjnej geometrii
rzutowej.

Po rozstrzygnigciu problemu reprezen-
tacji analitycznej dla samej plaszczyzny rzu-
towej, wprowadza dodatkowo pojecie pro-
stopadtosci i dolacza nowe aksjomaty,
wspOlne dla czterech geometrii. Nastepnie
pokazuje, jak za pomocg kilku dodatkowych
aksjomatéw mozna scharakteryzowaé kazda
z tych geometrii z osobna. Czyni to korzy-
stajac z dwoch tylko warunkdow oraz ich

negacji. Dla uzyskanych geometrii rzutowo-
-metrycznych przedstawia pelna charaktery-
zacj¢ ich algebraicznych modeli.

Wykorzystujac czworokatowe szostki
punktéw, autor w pomystowy sposob pola-
czyt przypadek ogoélny, odpowiadajacy geo-
metrii eliptycznej i hiperbolicznej, kiedy pro-
stopadtos¢ zadawana jest poprzez korelacje
biegunowe wzglgdem stozkowej, z przypad-
kiem szczegdélnym, odpowiadajacym geome-
trii euklidesowej i Minkowskiego, kiedy pro-
stopadlos¢ zadawana jest poprzez automor-
fizm inwolucyjny pewnej prostej.

Jest to z pewnoscia pierwsza wspdlna
aksjomatyka rzutowych rozszerzen czterech
waznych geometrii, zbudowana w prosty i
elegancki sposob na bazie znanej aksjomaty-
ki rzutowej.

Godne uznania sa rowniez dodatki po-
Swigcone geometrii eliptycznej, zmierzajace
do przedstawienia tej geometrii jako pew-

nej algebry.

Jak juz wspomnialam na poczatku re-
cenzji, pewne opory budzi strona formalna
kstazki ze wzgledu na udziwniong terminolo-
gi¢ i symbolike.

I tak np. razi konsekwentne uzywanie
terminu ,,dezargowa” (przez z) zamiast ,desa-
rguesowa” lub ,,desarguesowska”, co nie wy-
daje si¢ zgodne z duchem jezyka polskiego.

Niecelowe jest rowniez zast¢gpowanie
nowymi symbolami pewnych symboli majq-
cych dlugoletnig tradycj¢ i ugruntowanych w
literaturze przedmiotu. (Dotyczy to w szcze-
goélnosci wprowadzonego przez autora dziw-
nego symbolu, opartego na motywie pod-
wojnej kreski lub catki podwadjnej, uzytego
do oznaczania przeksztalcen perspektywi-
cznych 1 rzutowych (por. str. 37)).

W calej ksiazce (a zwlaszcza w czeSci
pierwszej) odczuwa si¢ brak pogladowych
komentarzy, ktore moglyby ulatwié¢ wczyty-
wanie si¢ w trudny formalizm. (Komentarze
takie okazaly si¢ bardzo pomocne w podob-
nie sformalizowanej, lecz znacznie latwiejszej
w czytaniu, cytowanej przez autora ksigzce

" W. Szmielew.) Autor bardzo oszczednie uzy-

wa tekstu niesformalizowanego, chociaz —
jak mi skadinad wiadomo — potrafi znako-
micie operowa¢ zywym slowem i konkret-
nym argumentem.
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Czy recenzowana ksiazka wypelnia wigc
istotng luke w polskiej literaturze naukowe;j,
po$wigconej geometrii rzutowej i rzutowo-
-metrycznej?

W znacznej mierze tak, mimo wyrafino-
wanego formalizmu, ktéry nie sprzyja popu-
laryzacji geometrii i stwarza sztuczne bariery
jezykowe. (Stwarzanie tego rodzaju formal-
nych barier wydaje si¢ niewlasciwe, zwla-
szcza w obecnym okresie, gdy geometria
przezywa swoOj renesans i to przede wszyst-
kim dzieki odkrywaniu jej glgbokich powia-

zan z innymi dziedzinami matematyki, od

" algebry po kombinatoryke.)

Po us$cisleniu kilku nie najszczgsliw-
szych sformutowan i ewentualnym wlaszeniu
pogladowych komentarzy bylaby to jednak
dobra, a moze nawet bardzo dobra ksiazka,
gdyz atrakcyjno$¢ problematyki i oryginalne
propozycje rozwiazan w znacznym stopniu
rekompensujg uciazliwy formalizm.

Hanna M akowiecka

Laurent Schwartz, Metody matematyczne w fizyce, z jez. francuskiego thuma-
czyl Tadeusz Trajdos, Panstwowe Wydawnictwo Naukowe, Warszawa 1984,
str. 337, naklad 2800+ 200 egz. cena zt 220.—, ISBN 83-01-04361-X.

Omawiana ksiazka L. Schwartza zaslu-
guje niewatpliwie na miano klasycznej. Wy-
dana w roku 1961 (recenzowane tlumaczenie
oparte jest na drugim, nie rézniacym si¢
istotnic od pierwszego, wydaniu) byla pier-
wsza ksiazka zawierajaca elementarny wy-
klad teorii dystrybucji adresowany do fizy-
kow. Przez dluiszy czas ksiazka Schwartza
byta, miedzy innymi ze wzgledu na dostep-
nos$é tlumaczenia rosyjskiego, podstawg edu-
kacji studentéw fizyki w zakresie teorii dy-
strybucji. Gdyby wiec ttumaczenie jej ukaza-
lo si¢ 20 lat temu, powitano by je z entuzjaz-
mem i prawdopodobnie bez stowa krytyki.

W migdzyczasie pojawily si¢ konkuren-
cyjne pozycje, w tym dostepne réwniez na
naszym rynku (np. Analiza Maurina, rosyj-
skie Rownania fizyki matematycznej Wladi-
mirowa). Powstaje wigc pytanie, czy, majac
na uwadze bardzo ograniczone mozliwosci
PWN, dokonano wlasciwego wyboru. Mam
tutaj duze watpliwosci. Moim zdaniem pozy-
cja o podobnej zawartosci i objgtoéci, a zna-
cznie bardziej odpowiadajaca wspdlczesnym
wymaganiom jest wspomniana ksiazka Wia-
dimirowa. Co wigcej, wydany przez PWN
Zbior zadan z fizyki matematycznej (ttuma-
czenie z rosyjskiego) byl opracowany jako jej
uzupetnienie!

Wroémy jednak do ksiazki Schwartza.
Jak juz wspomnialem, jest to pozycja klasy-
czna, wielce zastuzona, wigc na specjalnych

»

prawach. Jej krytyka z perspektywy prawie

25 lat bylaby nietaktem. Z obowiazku recen-
zenta omowie zawarto$¢ ksiazki jedynie z
drobnymi uwagami.

Polowa objetosci ksiazki (pigé rozdzia-
tow) poswigcona jest wykladowi teorii dy-
strybucji. Po wprowadzeniu w rozdziale dru-
gim podstawowych poje¢ teorii (brakuje tu
szerszego omowienia zbieznosci w sensie dy-
strybucji, zwlaszcza bardzo waznych dla fi-
zyka wzordéw Sochockiego) omawiany jest
splot (rozdzial trzeci).

Dwa nastgpne rozdzialy poswigcone sa
szeregom i przeksztalceniom Fouriera. Autor
reprezentuje tu punkt widzenia, ze dla fizyka
bardziej naturalna jest transformata Fourie-
ra na S' niz na R Dla zwartosci wykiadu
1 z punktu widzenia teorit dystrybucji wlas-
ciwsza wydaje si¢ kolejnos¢ odwrotna.

W rozdziale széstym omowione jest
przeksztalceniec Laplace’a z zastosowaniem
do rachunku’ symbolicznego. Rozdzial siod-
my zawiera klasyczny (tzn. taki, jaki mozna
znalez¢ w ksiazkach Couranta, Johna itp)
wyklad teorii rownania falowego i rownania
przewodnictwa ‘cieplnego. Wypracowany w
poprzednich rozdzialach aparat wykorzysty-
wany jest w sposOb minimalny. Wielka szko-

da. Dwa krotkie, ostatnie rozdziaty poswie-

cone sa funkcjom Eulera i Bessela.
Rozdzial pierwszy jest skroconym wy-
kladem teorii szeregdéw i calki Lebesgue’a,



