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Zastosowania twierdzen o punkcie stalym
w teorii gier i ekonomii matematycznej*

1. Bardzo czg¢sto spotykalem si¢ z zainteresowaniem ze strony kolegow
matematykow tematem zawartym w tytule. Moi rozméwcy na ogdl wiedzieli
o tym, Ze teoria punktu stalego jest jednym z podstawowych narzedzi
ekonomii matematycznej, ale chcieli dowiedzie¢ si¢ jeszcze czego$ konkretne-
go, poznaé jaki§ przyklad zastosowania twierdzen o punkcie stalym.

Niniejszy artykul stanowi probe podjecia tego tematu. Ze wzgledu na
jego obszernosé, ogranicze si¢ do jednego, mozliwie prostego przykladu.
Przyklad ten bedzie zawieral elementy typowe dla réznych modeli, a metoda
dowodu istnienia rownowagi, ktora pokrotce przedstawig (jej zreby pochodza
jeszcze od Arrowa i Debreu [1954]), jest bardzo charakterystyczna i jej rozne
fragmenty pojawiaja si¢ czesto w dowodach do dzis. Przyklad wybralem w
ten sposob, aby obeymowal zaré6wno pewnego typu gry, jak i proste modele
ekonomiczne.

Czytelnikowi zainteresowanemu blizej tematem, a ktory nie moze sobie
pozwoli¢ na glgbsze studia w tym zakresie, bardzo polecam przejrzenie
informatora Handbook of Mathematical Economics pod redakcja Arrowa i
Intrilligatora [1981], a w szczegdlnosci rozdzialow napisanych przez Debreu,
Scarfa i Dierkera (niestety, ksiazka ta jest trudno dost¢gpna w Polsce).

2. Sposrod twierdzen o punkcie stalym w teorii gier i matematycznej
ekonomii najczesciej stosuje si¢ twierdzenie Kakutaniego [1941]. Czasem
wystarcza klasyczne twierdzenie Brouwera [1912]; czasem, kiedy model jest
bardziej ogdlny, uzywa si¢ twierdzenia Ky Fana [1952] i Glicksberga [1952];
inne twierdzenia o punkcie stalym sa uzywane rzadziej, chociaz czesto stosuje
si¢ rozne algorytmy dochodzenia do punktu stalego.

Przypomng teraz sformulowanie pierwszego z tych twierdzen, z ktdrego
bede dalej korzystat:

———

* Artykul oparty na wykladzie habilitacyjnym autora, wygloszonym 19 czerwca 1985.
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TwierDZENIE KAKUTANIEGO. JesSli X jest niepustym zwartym wypukiym
podzbiorem przestrzeni euklidesowej, a relacia R = X? jest domknieta i ma
niepuste wypukle przekroje R(x) := {y| xRy}, to dla pewnego x, jest xoRx,
(czyli xq € R(xy)).

3. Zaczng od bardzo prostego przypadku, ktérego nie mozna jeszcze
nazwaé ani gra, ani modelem ekonomicznym. Jednak juz tutaj da si¢
wprowadzi¢ nietrywialne pojecie rOwnowagi.

Przez ukiad bede rozumial trojke: zbior X i1 dwie relaqe ¢ Y=X*oVW
zakladam, Ze jest przeciwzwrotna, tzn. zaden element nie jest w relacji sam ze
soba. Uklad interpretujemy w nastepujacy sposéb: elementy zbioru X to
stany ukladu; wyobrazamy sobie, ze kto$ steruje ukltadem zgodnie z relacja

- &; x®y oznacza, ze uklad moze przejs¢ ze stanu x do stanu y, a wigc @(x) to
zbior tych standéw, do ktorych mozna przeprowadzi¢ uklad ze stanu x. Z
kolei x¥y oznacza, Zze stan y jest bardziej pozadany od stanu x (dla tego
kogos, kto steruje ukiadem).

4. Niemal zawsze rownowage w grze lub modelu ekonomicznym rozumie
si¢ jako stan, ktory spelnia dwa warunki: dopuszczalnosci i stabilnosci.
Tlumaczac te warunki na jezyk naszego ukladu otrzymamy nastepujaca de-
finicje:

Réwnowagq ukladu (X, @, V) jest taki stan xo, ze xo €P(x,) oraz

P(xo) N ¥ (xo) = .

Pierwszy warunek definicji odpowiada dopuszczalnosci, a drugi — stabilnos-
ci; mozna krotko powiedzie¢, ze jesli jaki§ stan jest osiggalny ze stanu
roOwnowagi x,, to nie jest od niego lepszy. A wigc, jesli uklad jest w stanie
réwnowagi x,, to nasz hipotetyczny gracz nie bedzie tego stanu zmienial; po
pierwsze, nie jest do tego zmuszany przez @, a po drugie — i tak nie moze
poprawi¢ swojej sytuacji.

5. Przy pewnych zaloZeniach, w tak okres§lonym ukladzie istnieje réwno-
 waga. Ogranicze si¢ do przypadku, kiedy zbiér stanéw jest zawarty w
przestrzeni euklidesowej. Zalozenie to mozna znacznie ostabi¢ kosztem pew-
nych komplikacji w dowodzie, ale teraz nie zalezy mi na zwigkszaniu
ogodlnosci.

Twierpzenie 1. Jesli (a) X jest niepustym zwartym i wypuklym podzbiorem
przestrzeni euklidesowej, (b) relacja @ jest domknieta i dolnie pélciggla, a
wszystkie przekroje @ (x) sq niepuste i wypukle, i (c) relacja ¥ jest otwarta i ma
wypukle przekroje ¥ (x), to uklad (X, @, ¥) ma rownowage.

Przez dolng polcigglosé relacji @ rozumiem, jak zwykle, ze zbior

{x| x®y dla pewnego yeG}
jest otwarty dla kazdego zbioru otwartego G < X.
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Podam teraz dowod tego twierdzenia, oczywiscie skorzystam przy tym z
twierdzenia Kakutaniego.

Zauwazmy, ze istnieje ciagla funkcja f: X2 — R,, ktérej no$nikiem jest
¥ i ktora jest quasi-wklesta w drugiej wspoOlrzednej, tzn. taka, ze dla
dowolnych xe X i re R zbior

W fx, ) =)
jest wypukly. Taka funkcja jest na przyklad
f(x, y):=dist((x, y), R*\P).
Bierzemy pod uwage relacje F < X? okre$lona wzorem:
(x, y)e F <y maksymalizuje wartos¢ f(x, y) na zbiorze ®(x).

Ze znanego twierdzenia, ktore mozna znalezé na przyklad w ksiazce Berge’a
[1959], wynika Zze F jest relacja domknieta. Ze zwartosci poszczegdinych
@ (x) i ciaglosci f wynika, Zze przekroje F(x) sa niepuste, a z quasi-wklgstosci
f(x,) — ze sa wypukle.

Zreasumujmy: relacja F jest domknigta i ma niepuste wypukle przekroje,
a X jest niepustym zwartym i wypuklym podzbiorem przestrzeni euklideso-
wej. Sa wigc spelnione zalozenia twierdzenia Kakutaniego; wnosimy stad, ze
istnieje x, takie, ze xqe F(xg).

Udowodnie, ze x, jest rownowaga ukladu. Z definicji, xo€ @(x,). Przy-
pusémy, ze pewne y nalezy do @ (x,) N ¥(x,). Poniewaz ¥ jest nosnikiem f
wiec f(xo, ¥) > 0. Poniewaz x, e F(x,), czyli x, maksymalizuje wartos§¢ funk-
Gji f(xo, ') na zbiorze @(x,), wiec f(xg, Xo) = f(xo, y), skad wynika, Ze
f(xg, Xo) > 0. Poniewaz ¥ jest nosnikiem f, wigc xo€ ¥ (xo), cO jest sprze-
czne z warunkiem przeciwzwrotnosci Y. A wigc P (xo) N ¥ (xo) = @, co
koniczy dowdd.

6. Poprzednio rozpatrywany uklad, chociaz nietrywialny, jest o tyle mato
ciekawy z punktu widzenia zastosowan, ze opisuje mozliwosci i preferencje
tylko jednej osoby. Teraz chcialbym si¢ zaja¢ przypadkiem ogélnym, w
ktéorym wystgpuje n takich osob.

Przeniesienia poprzednich definicji nie mozna jednak dokona¢ w sposob
mechaniczny, tzn. przyjaé, ze w zbiorze stanéw X operuja gracze i = 1, ..., n
opisani w ten sposOb co poprzednio relacjami &; i ¥;. Co prawda, przy
analogicznych, jak poprzednio, zalozeniach, dla kazdego gracza i bgdzie w tej
sytuacji istniala indywidualna rownowaga xj, jednak trudno znalezé warun-
ki, ktore gwarantowalyby istnienie stanu bedacego rownowaga jednoczesnie
ze wzgledu na wszystkich graczy.

Postapmy wigc inaczej i zaldzmy, ze kazdy gracz i ma swoj zbior X,
ktorego elementy beda nazywane jego strategiami;, elementy produktu
X, x...xX, sa stanami gry, a relacje &, i ¥; beda respektowaé pro-
duktowa strukture zbioru standéw.
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7. Formalnie, n-osobowa gra z ograniczeniami to uklad sktadajacy si¢ ze
zbioréw X,, ..., X, 1 relacji '

¢l’ 'I’l EXXXI,...,¢,,, ‘I’"QXXX”, gdZie X=X1><...XX,,;

zakladamy, ze x;¢ ¥;(x) dla wszystkich x =(x;, ..., x,)€X, i=1,..., n

Relacje @; i ¥, sa, odpowiednio, relacjq ograniczajqcq 1 relacjq preferencji
gracza i.

Jesli £ed;(x), to oznacza to, ze gracz i moze Zmieni¢ stan gry x =
= (X1, ---s Xj» -+ X,) DA StaAn (x;, ..., &, ..., x,); jesli & e ¥;(x), to rozumiemy,
ze gracz i woli stan (xq, ..., ¢, ..., x,) od stanu (x,, ..., X;, ..., X,). Jak wiec
widaé, kazdy gracz moze operowaé tylko na swojej wspolrzednej, natomiast
obserwacje preferencji gracza i ogranicza si¢ do sytuacji, kiedy porOwnywane
stany roznig si¢ tylko na wspoéirzednej i.

Zauwazmy, ze gra jednoosobowa to dokladnie to samo co uklad zdefinio-
wany poprzednio w punkcie 3.

8. Réwnowaga gry (X;, ®;, ¥}l i=1, ..., n) nazywamy taki stan x, =
=(Xoy1, ---» Xon) € X, 2ze dla wszystkich i spelnione sa warunki

Xoi€P;(xy) oraz  D;(xp) N W;(x0) = D.

Interpretacja pojecia rownowagi jest taka sama, jak w przypadku réwnowagi
ukladu: jest to wigc taki stan, ktérego zaden gracz nie musi, ani nie chce
zmieniac.

9. Twierdzenie 1 przenosi si¢ na przypadek gier n-osobowych w nastgpu-
jacy sposob:

TwierDzeENIE 2. Jesli, dla i=1,...,n, (a) X; jest niepustym zwartym i
wypuklym podzbiorem przestrzeni euklidesowej, (b) relacja ®; jest domknieta i
dolnie polciqgla, a wszystkie przekroje ®,(x) sq niepuste i wypukle, i (c) relacja
¥, jest otwarta i ma wypukle przekroje ¥;(x), to gra n-osobowa (X;, ¥;, ¥,
i= 1, ..., n) ma rownowage.

W dowodzie twierdzenia 2 postgpuje si¢ podobnie jak w dowodzie
twierdzenia 1 z tg rdznica, Ze odr¢bnie zajmuje si¢ kazdym graczem. Dla
gracza i konstruuje sig, w ten sam sSposéb co poprzednio, relacje F; <
< X; x X;. Bierze si¢ potem pod uwagg relacj¢ produktowa F < X x X taka,
ze dla kazdego x€X,

F(x) =F{(x)x...xF,(x).

Z twierdzenia Kakutaniego wnioskuje si¢ o istnieniu x,e X takiego, ze
xo€ F(xo), a nastgpnie dowodzi sig, ze x, jest rOwnowaga rozpatrywanej gry.
Czytelnik, jesli zechce, bez trudu odtworzy szczegoly dowodu.
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10. Teraz przejd¢ juz do przedstawienia pewnego prostego modelu eko-
nomicznego. Modele tego typu nazywaja si¢ modelami czystej wymiany
towarowej. Zaczng od wprowadzenia pewne] terminologii: liczby 1, ..., k
beda numerami rozpatrywanych towaréw, w zwiazku z tym elementy R%
bedziemy interpretowac jako wiqzki towarowe: (&, &,, ..., E,) to wiazka
skladajaca si¢ z £; jednostek pierwszego towaru, &, jednostek drugiego
towaru itd. Uklady cen to elementy sympleksu standardowego 4 < R% ; przy
p=(p1, P2, .-, )€ A, p; interpretujemy jako cen¢ jednostki pierwszego
towaru, p, to cena jednostki drugiego towaru itd. Warunek ) p; = 1 bardzo

upraszcza dowody; mozna go wprowadzi¢ ze wzgledu na je:inorodnoéé (ze
wzgledu na p) wszystkich rozpatrywanych nieréwnosci. Warrosé wiazki towa-
rowej ¢ mierzona w cenach p to oczywiscie iloczyn skalarny p-&.

W wymianie biorg udzial osoby oznaczone liczbami 1, ..., n. Przez
alokacje rozumie si¢ funkcje x przyporzadkowujaca kazdej osobie i pewna
wiazke towarowa x'.

Pelny opis gospodarki wymiennej otrzymujemy specyfikujac, dla i=
=1, ..., n, zbiéor C; = R, przeciwzwrotna relacj¢ <; < C; xC; oraz wektor
o' €C;; nazywamy je, odpowiednio, zbiorem konsumpcyjnym, relacjq preferen-
¢ji i zapasem poczgtkowym Pana i.

Funkcjonowanie gospodarki wyobrazamy sobie w nastepujacy sposob.
Pan i przychodzi na rynek z wiazka towarowa «'. Jezeli na rynku obowiazu-
ja ceny p, to w drodze sprzedazy moze on uzyskaé p-«' jednostek pieniedzy.
Za te kwote moze kupi¢ inna wiazke towarowa nalezaca do jego zbioru
konsumpcyjnego C;. Bedzie si¢ przy tym staral o wiazke¢ jak najlepsza w
sensie relacji <.

11. Réwnowaga (rynkowa) w gospodarce wymiennej (C;, <;, &' i <n)
jest to para: uklad cen p, i alokacja x, takie, ze:

(a) Z xh < Z o'

(nier6wno$¢ ma zachodzi¢ na wszystkich wspotrzednych),

(b) xbeC, oraz po-xh<po-w dla wszystkich i,

(c) nie istnieje j ani ¢ €C; takie, Zze po-¢ < po-w’ oraz x) <;¢&.

Rownowaga jest wigc stanem gospodarki 0 nastepujacej wlasnosci: kazdy
zachowuje si¢ racjonalnie, biorac pod uwagg tylko swoje wlasne preferencje i
mozliwosci budzetowe, a jednak okazuje si¢ potem, ze dla wszystkich wystar-
cza towardw.

Gdyby w definicji rownowagi zalozy¢ wiecej:

@) T xh = Yo
i i
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zamiast (a) (tak si¢ czesto przyjmuje; przy pewnych stabych zalozeniach obie
definicje sa rownowazne), to w réwnowadze kazdy znalaztby nabywcow na
wszystkie swoje towary.

12. Twierdzenie 3, ktore sformuluje nizej, ma wyrazny sens ekonomiczny;
w szczegolnosci dotyczy to poszczegdlnych zalozen. Domknigtosé, ograniczo-
nosé¢ i wypuklosé zbioru konsumpcyjnego, otwartos¢ relacji preferencji, wy-
puklo$é jej przekrojéw — to warunki znane, dyskutowane i czasem kwestio-
nowane w literaturze ekonomicznej. Warunek (c) budzi zawsze opory ze
strony ekonomistow. Mozna go uniknaé, wprowadzajac inne zalozenia i
uzupelniajac dowdd nowymi elementami, ale tym pobocznym (dla matematy-
ka) zagadnieniem nie warto si¢ chyba zajmowaé¢ w tym miejscu.

TwierDpzeNie 3. Jesli, dla i=1, ..., n, (a) zbior konsumpcyjny C; jest
zwarty i wypukly, (b) relacja preferencji <; jest otwarta i ma wypukle przekroje
P.:={yl x<;y} oraz (c) o'eIlntC;, to gospodarka wymienna (C;, <;, o'|
i=1,...,n ma réwnowage.

Dla dowodu twierdzenia 3 konstruuje si¢ pomocnicza gre (n+ 1)-osobowa
4,Cy,y...,Cp; @4, by, ..., D, Yo, ¥y, ..., ),
w ktorej, dla wszystkich (p, x)ed xC, x... xC,,
Do(p, x):= 4,
&;(p, x):=1{teC| pé<po} dlai=1, .., n
Yo(p, x):= {qe 4 q'Z,_(x"—w") >p-Zi(X‘—w‘)}, \

P.(p, x):={eC| X <&} dlai=1,...,n.

W grze pomocniczej wystepuja wigc jako gracze wszystkie osoby biorace
udzial w wymianie towarowej, a dodatkowo — jeszcze jeden gracz, ktory
reprezentuje mechanizm rynkowy. Zbiorem strategii tego gracza jest zbioOr
wszystkich cen; moze je on dowolnie zmienia¢, przy tym preferuje takie ‘ceny,
ktére oceniaja wyzej wartosé nadwyzki popytu nad podaza. Pozostali gracze
moga poruszaé sie w zakresie swoich zbioréow konsumpcyjnych przy zacho-
waniu ograniczen budzetowych p-¢ < p-@'; ich relacje preferencji w pomoc-
niczej grze sa odbiciem relacji preferencji w wyjsciowym modelu.

Dowodazi sig, zreszta bardzo pracowicie, ze przy zalozeniach twierdzenia 3
pomocnicza gra (n+ 1)-osobowa spelnia zalozenia twierdzenia 2. Tg¢ cze$é
dowodu, jako malo ciekawa, poming, uznajac istnienie réwnowagi (po, Xo)
pomocniczej gry za udowodnione.

Na koniec udowodnig, ze (py, Xo) jest réwniez réwnowaga rynkowa
wyjsciowej gospodarki wymiennej. Z konstrukcji wynika natychmiast, Ze
spelnione sa warunki (b) i (c) rownowagi rynkowej. Dla dowodu warunku (a)
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zsumujemy nieréwnosci
Po-Xo < po-®

stronami po i. Otrzymamy w ten sposob nieréwno$é

PO'Z(X'B—CU‘) <0

i
Z definicji rownowagi wynika, ze dla wszystkich ge4

q-2 (xo— ') < po 3, (xo— ),

a wiec w konsekwencji, dla wszystkich gqe4, q'Z () —w) £ 0. Wynika
stad, ze Z(x0 < 0 (na wszystkich wspolrzqdnych) a wiec Zxo Y o,
co dowod21 warunku (a).

12. Czytelnikowi nalezy si¢ teraz par¢ uwag bibliograficznych. Sam po-
myst sprowadzenia modelu ekonomicznego do gry n-osobowej 1 przeniesienia
rébwnowagi w grze na rOwnowage rynkowa pochodzi, jak juz wspomniatem,
od Arrowa i1 Debreu [1954].

Twierdzenie 1 jest oczywiscie szczegdlnym przypadkiem twierdzenia 2;
sadzg¢, ze przedstawienie najpierw przypadku szczegdlnego pozwolilo na
lepsze wyeksponowanie miejsca, w ktorym stosuje si¢ twierdzenie o punkcie
stalym.

Pojecie gry n-osobowej i istnienie rOwnowagi w sensie punktu 8 wiaze si¢
z nazwiskiem Nasha [1950]. Przypadek z ograniczeniami pierwszy zbadat
Debreu [1952]. Przytoczone tu dowody twierdzen 1 i 2 pochodza z pracy
Shafera i Sonnenscheina [1975]; ich zasluga polegala na zastgpieniu wczes-
niej uzywanych funkcji uzytecznosci relacjami preferencji.

Model wymiany przedstawiony w punkcie 10 to uogdlnienie szczegélnego
przypadku modelu Arrowa i Debreu [1954], ktérzy zajmowali sie lacznym
schematem wymiany i produkcji. Ze wzglgdu na swa relatywna prostote i
dydaktyczna uzytecznosé, model czystej wymiany jest od lat sze§¢dziesigtych
(McKenzie [1959]) szczegolnie czesto przytaczany, opisywany 1 badany. Jego
obszerna analiz¢ mozna znalezé w podrgczniku Rosenmiillera [1981].

13. Chcialbym zakonczy¢ ten artykut kilkoma uwagami merytory-
cznymi, a wiec dotyczacymi samego stosowania twierdzen o punkcie stalym i
innych $rodkéw dowodowych w badaniach gier i modeli ekonomicznych.

Pierwsza matematycznie $cisla definicj¢ rOwnowagi ekonomicznej podat
Leon Walras [1874]; jego rozwazaniom nie towarzyszyl jednak formalny
dowdd istnienia. Pierwszy dowdd istnienia rownowagi w zmodyfikowanym
modelu Walrasa podal Abraham Wald [1935], ktory postuzyt si¢ twierdze-
niem Brouwera. Dowédd ten uproscili po wojnie m.in. Kuhn [1956] i
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Dorfman, Samuelson i Solow [1958], ale majac juz do dyspozycji twierdzenie
Kakutaniego i teori¢ dualnosci w programowaniu liniowym. '

Wczesniej, bo juz w 1928 r., von Neumann podal definicj¢ gier dwuosobo-
wych o sumie zerowej i udowodnil istnienie rownowagi (pary strategii
mieszanych w rownowadze). Jego dowdd byl bardzo skomplikowany i opie-
ral si¢ na twierdzeniu Brouwera. Znacznie prostszy dowod podal pdiniej
Ville [1938], ktéremu wystarczyly same tylko twierdzenia o oddzielaniu.

W 1937 r. von Neumann skonstruowal model rozwijajgce) si¢ gospodarki,
zwany dzisiaj modelem von Neumanna, i udowodnil, Z¢ ma on réwnowage
ekonomiczng. W tym dowodzie postuzy! si¢ znalezionym przez siebie uogol-
nieniem twierdzenia Brouwera (mowa o tym nawet w tytule jego pracy
[1937]), ktoére brzmi nastgpujaco:

TwiERDZENIE VON NEUMANNA. Jesli X i Y sq niepustymi zwartymi i wypu-
klymi podzbiorami przestrzeni euklidesowych, a relacje F, G = X xY sq dom-
kniete i maja, dla wszystkich xe X i yeY, niepuste i wypukle przekroje F(x) i
G '(y), to FNG #0Q.

Twierdzenie von Neumanna jest rOwnowazne cztery lata pdzniejszemu
twierdzeniu Kakutaniego w tym sensie, Zze kazde z nich wynika natychmiast z
drugiego.

Po wojnie dowody istnienia rownowagi w modelu von Neumanna zna-
cznie uproszczono, np. Lo$ podat w 1971 r. dowdd, w ktdrym korzysta si¢
tylko z twierdzenia o oddzielaniu.

Twierdzenie Kakutaniego z 1941 roku zostalo w 1952 roku uogolmone
niezaleznie przez Ky Fana i Glicksberga na przypadek zwartych wypuktych
podzbioréw przestrzeni lokalnie wypuklych, zreszta w zwiazku z potrzeba
uogolnienia twierdzeni o istnieniu roOwnowag w grach n-osobowych.

W latach czterdziestych powstaly tez inne silne srodki dowodowe: teoria
programowania liniowego (Kantorowicz, Koopmans, Dantzig) oraz teoria
gier, ktora teraz stala si¢ samodzielna dyscyplina (klasyczna dzi§ monografia
von Neumanna i Morgensterna [1944]).

W latach piecdziesiatych powstaly pierwsze modele ekonomiczne tzw.
ogélnej réwnowagi, czyli modele tego typu, co model opisany w 11, na ogol
wzbogacone jeszcze o inne elementy, np. produkcj¢ towaréw. Po dowodach
istnienia roéwnowagi .rynkowej powielajacych pomyst Arrowa i Debreu
[1954], takich jak dowdd podany w 12, pojawilo si¢ jeszcze wiele innych.
Najciekawszy i najczesciej potem powtarzany pomysl to zastosowanie lematu
Gale’a [1955] i Nikaido [1965]:

LeEMAT GALEA-NIkKAIDO. Jesli S jest niepustym zwartym i wypuklym pod-
zbiorem przestrzeni euklidesowej, a relacia F <4 xS (4 oznacza sympleks
standardowy w tej przestrzeni) jest domknieta, ma niepuste wypukle przekroje
F(p) i spelnia warunek (nazywany przez ekonomistow Prawem Walrasa)

z<0 dla wszystkich ped i z€eF(p),
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to dla pewnego poe A istnieje zoe F(py) o wszystkich wspolrzednych niedodat-
nich.

Lematu Gale’a—Nikaido dowodzi si¢ rowniez za pomoca twierdzenia
Kakutaniego. Takie dowody mozna znalezé np. w ksiazkach Debreu [1959]
czy Nikaido [1968]. .

Aby udowodnié¢ twierdzenie 3 za pomoca lematu Gale’a—Nikaido, kons-
truuje si¢ tzw. funkcje nadwyzki popytu (nad podaza). Jest to wlasciwie relacja
F cAxR%, taka ze dla kaidego ped, F(p) sklada sie z wszystkich
wektorow postaci y'+...+y" gdzie ', dla i=1,...,n jest optymalna
wiazka towarowa (w sensie relacji <;) w zbiorze

{€eC|| po & < po-'}.

Dowod twierdzenia 3 sprowadza si¢ teraz do udowodnienia, ze relacja F
spetnia zalozenia lematu Gale’a—Nikaido (oczywiscie trzeba najpierw okresli¢
S cR%).

W ciagu ostatniego ¢wieréwiecza powstalo mnéstwo nowych modeli
ekonomicznych, w tym i modeli ogdlnej rownowagi. Nowe modele powstaja
zwykle przez wprowadzenie nowego czynnika, np. edukacji, sily roboczej,
plac, sztucznego ograniczania cen, racjonowania konsumpcji itd. Najwazniejsza
innowacja bylo, przynajmniej z technicznego punktu widzenia, wprowadzenie
niezaleznie przez Aumanna [1964] i Vinda [1964], modeli z continuum
uczestnikOw (obszerny opis takich modeli mozna znalezé w ksigzce Hilden-
branda [1974]). Do dzisiaj jednak obie metody dowodu istnienia réwnowag:
metoda pochodzaca od Arrowa i Debreu [1954] oraz ta, ktdra odwoluje sie do
lematu Gale’a~Nikaido, sg stosowane bardzo czesto.

14. A oto angielskie wersje kilku uzywanych przeze mnie termindéw:

funkcja nadwyzki popytu:= excess demand function,

gospodarka wymienna : = exchange economy,

ogoélna réwnowaga : = general equilibrium,

Prawo Walrasa := Walras Law,

réwnowaga rynkowa : = competitive equilibrium,

roéwnowaga (w grze n-osobowej):= Nash equilibrium,

uczestnik gospodarki, wymiany := agent, trader,

wiazka towarowa := commodity bundle,

zapas poczatkowy := initial endowment.

Na koniec podam jeszcze dane bibliograficzne cytowanych przeze mnie
artykutdw 1 ksigzek.
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