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części, zdumiewa na koniec prostotą pomysłu układu klawiatur fortepia­
nów, umożliwiających wykonywanie zarówno utworów klasycznych napisa­
nych w tradycyjnej notacji, jak i nowych, jeszcze nie skomponowanych, 
opartych na skalach złożonych z 19 i 31 stopni. Wydaje się, że artykuł ten 
jest niedościgłym wzorem popularyzacji połączonej z twórczością.

Warto dodać, że badania nad matematyczną teorią skal muzycznych 
zainicjowane przez Profesora Mikusińskiego znalazły swoich kontynuatorów 
za granicą, w szczególności w Japonii.

Muzyka należała zawsze do wielkich pasji Profesora. Innymi były technika 
i zamiłowanie do majsterkowania, datujące się od wczesnej młodości. Mając 
10 lat skonstruował w pudełku od zapałek radio kryształkowe, a później 
produkował papier fotograficzny wykorzystując opracowaną przez siebie 
technologię. Miał zawsze mnóstwo pomysłów praktycznych, których mógłby 
mu pozazdrościć niejeden inżynier. Jednym z nich była kostka — geometry­
czna łamigłówka, bardzo trudna do ułożenia (wiedzą o tym niektórzy 
ówcześni studenci Uniwersytetu Wrocławskiego zmagający się z oporną 
układanką na dwadzieścia lat przed pojawieniem się kostki Rubika).

Inne jeszcze hobby Profesora Mikusińskiego to języki. Znał ich kilka, 
niektórymi władał biegle. Ale największą troskę przywiązywał zawsze do 
czystości, poprawności i szeroko rozumianej kultury języka polskiego.

Nigdy nie cieszył się dobrym zdrowiem, ale nawet najcięższe choroby i 
przeciwności losu nie były w stanie odciągnąć go od matematyki. Potrafił 
pracować i myśleć o niej w każdych warunkach: w szpitalu, w sanatorium, a 
nawet w więzieniu (zrodziła się tu jedna z jego prac).

Profesor Mikusiński zawsze był wrażliwy na uroki przyrody i świata. W 
matematyce jest to również widoczne. Kierując się smakiem estety poszuki­
wał zawsze rozwiązań prostych i pięknych.

W ł a d y sł a w  K ie r a t  (Katowice)

O algebraicznej teorii Mikusińskiego równań różniczkowych

Chociaż w badaniach równań różniczkowych posługujemy się głównie 
metodami analitycznymi, to w teorii równań różniczkowych liniowych istot­
ną rolę grają także algebraiczne własności operacji różniczkowania. Zdarzają 
się nawet przypadki, że twierdzenie uzyskane metodami analitycznymi można 
udowodnić również na drodze czysto algebraicznej. Wiele tego typu twier­
dzeń uzyskał Profesor Mikusiński. Celem tego artykułu jest przedstawienie 
niektórych z nich.

1. Niech D : =  d/dt. Rozważmy równanie różniczkowe 

(1) Dnx + a„ - 1  Dn~l * +  ... + aj Dx + a0x = 0,
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gdzie ą ,  i =  O, 1, . . n— 1 są funkcjami rzeczywistymi ciągłymi określonymi 
na przedziale (a, p). Z klasycznej teorii równań różniczkowych wiemy, że 
istnieje dokładnie jedno rozwiązanie x  równania (1) spełniające warunki 
początkowe

(2) x(to) =  x0, Dx(t0) = x l , . . . ,  DH~1x( t0) =

Stąd łatwo można wywnioskować, że wszystkie rozwiązania równania (1) 
tworzą n-wymiarową rzeczywistą przestrzeń liniową. W szczególnym przy­
padku, gdy współczynniki at są funkcjami stałymi, można efektywnie 
wyznaczyć bazę tej przestrzeni.

Równania różniczkowe cząstkowe dwóch zmiennych o stałych współczyn­
nikach rozważane w półpłaszczyźnie można sprowadzić do równań różnicz­
kowych o stałych współczynnikach z ciała operatorów Mikusińskiego ([Id], 
str. 291).

Klasyczne twierdzenie o jednoznacznym rozwiązaniu problemu Cau- 
chy’ego dla równania (1) nie jest prawdziwe, gdy współczynnikami są 
operatory Mikusińskiego. Na przykład, równanie Dx  =  s“ x, gdzie s oznacza 
operator różniczkowy, ma tylko trywialne rozwiązanie w klasie funkcji 
operatorowych dla a >  1 ([Id], s. 410). Ale w tym przypadku prawdziwa jest 
część tezy dotycząca jednoznaczności ([3], str. 272).

2. Profesor Mikusiński zauważył, że analogiczne twierdzenie o jednozna­
czności rozwiązań równań różniczkowych jest prawdziwe, gdy funkcje 
rzeczywiste zastąpimy funkcjami o wartościach z pierścienia całkowitego i 
odpowiednio określimy operację różniczkowania tych funkcji. Przedstawimy 
teraz szczególny przypadek tego twierdzenia.

Niech & będzie pierścieniem całkowitym. Zbiór sś* wszystkich funkcji 
x: R -* M ze względu na zwykłe działania dodawania i mnożenia funkcji jest 
pierścieniem przemiennym. Dla każdego n e R  określamy operację na 
funkcjach xe<c/* przyjmując

(t flx){X) = x (p - X) .

Niech sś  będzie pewnym podpierścieniem pierścienia sł* niezmienniczym ze 
względu na operacje tm, /x€R. Na pierścieniu sś  określamy operację D: 
sś -*$ś  mającą następujące własności:

1° D{x + y) =  Dx + Dy, D(xy) = Dx y + x Dy,
2° Dxflx  =  — zfiDx, fj.eR,
3° Dx = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy x jest funkcją stałą.

T wierdzenie 1 [23]. Jeśli operacja D ma własności l°-3°, to równanie (1), 
gdzie at e ma w algebrze co najwyżej jedno rozwiązanie x spełniające 
warunki początkowe (2).
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W algebrze różniczkowej [R] rozważa się pierścienie całkowite M z 
operacją różniczkowania D spełniającą warunek 1°. Elementy c takie, że 
Dc =  0, nazywają się stałymi. Zbiór stałych tworzy podpierścień pierście­
nia śt. W tej ogólności warunki (2) mogą nie mieć sensu. Natomiast jak 
wcześniej stwierdziliśmy, istnienie dokładnie jednego rozwiązania równania
(1) spełniającego warunki (2) implikuje, że zbiór wszystkich rozwiązań tego 
równania jest ^-wymiarową przestrzenią liniową. Nasuwa się pytanie, jakie 
dodatkowe warunki powinna spełniać operacja D, aby zbiór rozwiązań 
równania (1) o współczynnikach z M był skończenie wymiarowym modułem 
nad podpierścieniem 0tQ. Częściową odpowiedź daje nam następujące twier­
dzenie.

T w ie r d z e n ie  2 [41]. Jeśli .# jest pierścieniem całkowitym i D jest operacją 
różniczkowania tego pierścienia spełniającą warunek 1° i warunek

Dx -y — x - Dy =  0 => x, y są liniowo zależne nad J*0»

to równanie (1) o współczynnikach z 01 ma co najwyżej n rozwiązań liniowo 
niezależnych nad

3. Gdy rozważamy równania różniczkowe o stałych współczynnikach, to 
wtedy istotne są jedynie liniowe własności operacji różniczkowania. W tej 
sytuacji wystarczy tylko żądać, aby operacja różniczkowania była endomor- 
fizmem pewnej przestrzeni liniowej i miała istotne własności zwykłej operacji 
różniczkowania funkcji.

Niech E będzie przestrzenią liniową nad ciałem przemiennym K  o charak­
terystyce zero i niech D będzie endomorfizmem tej przestrzeni. Dla dowolne­
go wielomianu p e K [x ]  stopnia n rozważmy równanie

(3) p(D)x =  0.

Rozważmy następujące dwa naturalne warunki:

(I) dim ker p{D) ^  n,

(II) jeżeli dim ker Pi(D) = k x i dim ker p2(D) =  k 2, to

dim ker pt (D) p2 (D) =  k1 +  k2.

Załóżmy, że spełniony jest warunek (I) i że ponadto w przestrzeni E istnieje 
drugi endomorfizm T: A -> A taki, że

(4) DT— TD = / ,

gdzie I  oznacza identyczność. W pracy [59] pokazane jest, że wówczas musi 
być też spełniony warunek (II).

P r z y k ł a d . Jeśli za D weźmiemy zwykłą operację różniczkowania funkcji, 
to wtedy za T  należy przyjąć operację mnożenia przez argument.
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Powstaje naturalne pytanie, czy własności (I) i (II) zapewniają istnienie 
endomorfizmu T spełniającego równość (4). Wydaje się, że bez dodatkowych 
założeń o przestrzeni E nie będzie można skonstruować endomorfizmu T. 
Ponieważ intencją naszych rozważań jest używanie wyłącznie pojęć i metod 
algebraicznych, więc naturalne będzie założenie, że każdy element tej prze­
strzeni jest rozwiązaniem pewnego równania jednorodnego:

(III) dla każdego elementu x e E  istnieje wielomian p e K [x ]  taki, że 
p /  0 i p{D)x =  0.

Jeśli warunek (III) jest spełniony, to mówimy, że D jest endomorfizmem 
lokalnie algebraicznym przestrzeni E.

T w ie r d z e n ie  3  [61]. Jeśli endomorfizm D przestrzeni E spełnia warunki (I), 
(II), i (III), to istnieje endomorfizm T  przestrzeni E spełniający równość (4).

Inny niż w [61] dowód tego twierdzenia podał R. Sikorski [W].

4. Równość (4) występuje w różnych sytuacjach teorii operatorów linio­
wych. H. Wielandt [Y] pokazał, że w żadnej algebrze Banacha nie 
ma dwóch elementów a i b takich, że ab —ba = e, gdzie e oznacza jedność 
algebry. Stąd wynika w szczególności, że w przestrzeni Banacha nie mogą 
istnieć dwa endomorfizmy ciągłe spełniające warunek (4)(x). Z drugiej strony
I. Kaplansky ([S], [U]) zauważył, że gdy D jest lokalnie algebraicznym 
ciągłym endomorfizmem przestrzeni Banacha, to wtedy nie istnieje endomor­
fizm T  (nawet nieciągły) spełniający (4). Podobną sytuację mamy wówczas, 
gdy D jest operatorem zwartym (niekoniecznie lokalnie algebraicznym).

Zupełnie inaczej przedstawia się problem komutatora w przypadku prze­
strzeni liniowo metrycznych. W teorii dystrybucji dobrze jest znany fakt, że 
operacja różniczkowania i mnożenia przez argument są ciągłe w przestrzeni 
Schwartza f f  funkcji szybko malejących. Jak wcześniej wspomnieliśmy, te 
właśnie operacje tworzą komutator postaci (4).

5. Bardzo interesujące twierdzenie dotyczące równości (4) uzyskał 
E. Paige [T]. Ustalony endomorfizm D przestrzeni E wyznacza moduł 
(£, K [x]) nad pierścieniem wielomianów K [x ], gdy przyjmiemy następującą 
definicję mnożenia px:= p(D)x  dla x e E ,  p e K [x ] . Mówimy, że moduł 
(£, K  [x]) jest podzielny, gdy dla każdego y e E  i p e X [x ] , p ^  0, istnieje 
x g E takie, że p(D)x = y.

(') W mechanice kwantowej mnożenie przez współrzędną — to operator położenia Qh 
natomiast różniczkowanie po tej współrzędnej daje operator pędu

d
P: = —ih -— (gdzie h — to stała Plancka). 

oxi

Z uwagi na fundamentalną tożsamość Qt P, — P( Qt =  ihl, twierdzenie Wielandta pozwala lepiej 
zrozumieć nieograniczoność tych operatorów (przyp. red.).
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T w ie r d z e n ie  4 (Paige). Jeśli D jest endomorfizmem lokalnie algebraicznym 
przestrzeni (E, K ) i ciało K  ma charakterystykę zero, to moduł (E , K  [x]) jest 
podzielny wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje endomorfizm T  przestrzeni E, taki że 
zachodzi równość (4).

Na zakończenie podam kilka uwag związanych z twierdzeniem Paige’a. 
Element x e E  będziemy nazywać elementem algebraicznym względem endo- 
morfizmu D, gdy istnieje wielomian p e K  [x], p #  0 taki, że p(D)x = 0. Zbiór 
wszystkich elementów algebraicznych przestrzeni E jest podprzestrzenią linio­
wą niezmienniczą ze względu na endomorfizm D. Tę przestrzeń będziemy 
oznaczać symbolem Ea. Na podstawie twierdzenia Paige’a wnioskujemy, że 
gdy dla endomorfizmu D istnieje endomorfizm T  spełniający równość (4), to 
(Ea, K  [x]) jest podmodułem podzielnym modułu (E , K  [x]). W teorii grup 
abelowych znane jest (por. [S]) następujące twierdzenie.

T w ie r d z e n ie  5 (R. Baer). Niech G będzie grupą abelową i niech G0 będzie 
podgrupą podzielną tej grupy. Wówczas istnieje podgrupa G1 taka, że G =  
=  G0©C/i.

To twierdzenie przenosi się na przypadek dowolnego modułu nad pier­
ścieniem euklidesowym. Zestawiając je z poprzednimi wynikami, otrzymuje­
my następujący wniosek.

W n io s e k . Niech E będzie przestrzenią liniową nad ciałem przemiennym o 
charakterystyce zero i niech D będzie endomorfizmem tej przestrzeni. Jeśli 
istnieje inny endomorfizm T  tej przestrzeni spełniający równość (4), to 
istnieje podprzestrzeń Et, niezmiennicza ze względu na endomorfizm D taka, 
że E = Ea@Et .
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