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Z badan nad konstrukcja tekstu dowodu
w podrecznikach akademickich
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1. Wstep. Tekst matematyczny stanowi jeden z gléwnych srodkoéw prze-
kazu wiedzy matematycznej. Nauka czytania i efektywna lektura tekstu
matematycznego nie przychodza jednak latwo. Percepcja tekstow matematy-
cznych wymaga specyficznej aktywnosci i specjalnej techniki czytania. Roz-
maite obserwacje uzasadniaja przypuszczenie, Ze tekst matematyczny (w
szczegOlnosci tekst dowodu) ma swoista konstrukcje. Stosowane tu $rodki,
techniki oraz sposoby przekazu wypracowane zostaly praktycznie przez
pokolenia matematykow i przekazywane sa nastgpnym jako pewna tradycja.
Zagadnienia te, a w szczegdlnosci problemy funkcjonowania tekstu matema-
tycznego w procesie przekazywania wiedzy, zostaly przedstawione przez Z.
Krygowska na Pierwszym Migdzynarodowym Kongresie Nauczania Mate-
matyki w Lyonie [4].

Takze pisanie i redagowanie tekstu matematycznego nie jest zadaniem
prostym, gdy ma on zyska¢ aprobate czytelnikow i specjalistow. Sposoby
pisemnej prezentacji rezultatow aktywnosci matematycznej stanowia przed-
miot zainteresowan réznych Srodowisk, w tym takze tworczych matematy-
kéw (por. np. [7]).

Niniejszy artykul jest szkicowym omoéwieniem niektorych wynikdéw przed-
stawionych szerzej w pracy [3]. Postanowiono tam zbadac, jak zbudowane sa
teksty dowodow zredagowane w podrecznikach akademickich i monogra-
fiach matematycznych. Chodzitlo wigc o obiecktywna analiz¢ rezultatow
pracy matematykow-specjalistOw. Badajac szerzej te dowody, mozna bylo
ujawni¢ pewne prawidlowosci oraz zidentyfikowaé bardzo wartosciowe tech-
niki godne upowszechnienia. Cho¢ badania te dotycza budowy tekstu, nie
zaklada si¢ zadnej krytyki analizowanych tekstow, ani tez oceny, ktore z nich
sa lepsze, badz gorsze. Celem analizy, przeprowadzonej z punktu widzenia
technik przekazu, bylo ujawnienie pewnych ogoélnych prawidlowosci kons-
trukcji tekstu dowodu, wyodrebnienie interesujacych rozwiazan, sposobow
prezentacji rozumowan i metod kierowania praca czytelnika oraz scharakte-
ryzowanie typowych zabiegdw redakcyjnych.
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Material do analizy (bynajmniej nie zamknigtej) stanowila proba 700
tekstow dowodéw pochodzacych z podrecznikéw akademickich i monografii
matematycznych, ktére zostaly wydane — glownie w jezyku polskim — w
okresie ostatniego ¢éwieréwiecza.

Syntetyczny opis i wybrane rezultaty przedstawimy tu bez dokumentowa-
nia materialem zZrédlowym, pominigte zostanie takze szersze uzasadnienie
znaczenia dla przebiegu lektury wykrytych komponentow 1 zabiegéw redak-
cyjnych.

2. Segmentacja tekstu dowodu. Jednym z glownych srodkow, za pomoca
ktorych autor kieruje praca czytelnika i przekazuje informacje pozwalajace
odtworzy¢ petna konstrukcje dowodowa, jest segmentacja tekstu. Segmenta-
cja nie jest jednak zagadnieniem jedynie stylistycznym, lecz uwypukla mate-
matyczng budowe dowodu. Nasuwa si¢ wi¢c pytanie o srodki stosowane
przez autoréw w celu segmentacji tekstu. Dokonana analiza pokazuje, ze w
tekstach dowodow wypracowane zostaly wlasne, specyficzne dla tego gatun-
ku techniki i $rodki stuzace uwypuklaniu czgsci (specjalnych fragmentow).
tekstu, w szczegélnosci sygnalizowaniu ich granic. Sa to techniki oraz
komponenty rzadziej spotykane lub nie wystgpujace wcale w tekstach niema-
tematycznych. Stosuje si¢ zaréwno jezykowe, jak i pozawerbalne (np. grafi-
czne) $rodki i wyzhaczniki granicy (delimitatory) danego fragmentu. Tekst
bywa tak zbudowany, ze no$nikami takich sygnaléw sa wyrazenia o referen-
cji przedmiotowej (tzn. bedace argumentacja matematyczng), ale jednoczesnie
dodatkowo nacechowane informacja o granicy jakiej$ czesci tekstu. Z tego
tez powodu jedno i to samo wyrazenie pelni nieraz wigcej funkcji w tekscie
dowodu. Owa wielofunkcyjno$é wyrazen oraz wielokanalowos$¢ procesu ko-
munikacji — to charakterystyczne cechy budowy zwigzlego tekstu dowodu.
Elementami przekazu sa roézne komponenty tekstu, specyficzna symbolika,
terminologia, j¢zyk naturalny, rysunek. Ta szczegdlna heterogenicznosc tek-
stow dowodow wyrdznia je sposrdd innych tekstow.

Wyznaczniki granicy pelnia wazna rolg¢ w konstrukcji tekstu dowodu
(wolno sadzi¢, ze maja one istotne znaczenie takze w procesie lektury).
Jednym z zabiegéw redakcyjnych wiazacych si¢ z wykorzystaniem delimitato-
row jest budowanie ramy delimitacyjnej, ktoéra ,wycina” z tekstu pewien
fragment. Zabieg ten stuzy zasygnalizowaniu takich fragmentow, ktore w
koncepcji redakcyjnej autora powinny by¢ — czy to z powodéw matematy-
cznych, czy tez heurystycznych — dostrzegane na tle calej konstrukcji. Chod
nazwy ,,delimitator” i ,rama delimitacyjna” zostaly zapozyczone z rozwazan
jezykoznawczych (por. np. [1]), to jednak w przypadku tekstow dowodow
pojecia te maja bezposredni zwiagzek z konstrukcjami i procedurami matema-
tycznymi: wiazemy je z pojeciami logicznymi charakteryzujacymi budowe
ciagu dowodowego.
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3. Obszary zalozeniowe. Powszechnie spotykane w praktyce matematy-
cznej sposoby dowodzenia nie roznig si¢ zasadniczo od stosowanych w logice
metod budowania dowodow zaloZeniowych (supozycyjnych). Podstawowa
idea jest w obu przypadkach ta sama. Nic w tym dziwnego, gdyz formaliza-
cja zwyklych sposobow rozumowania sa systemy dedukcji naturalnej operuja-
ce dowodem zalozeniowym (w [6] przedstawiony jest pelny taki system; tutaj
przytoczymy informacyjnie niezbedne dalej fakty, ograniczajac si¢ do przy-
kladu z rachunku zdan).

Supozycyjny dowdd twierdzenia bedacego na przyklad implikacja

(pvqg—=r)—=>(p—r)alg—r)

rozpoczynamy od wypisania zalozenia (1). Przyjmujemy dalej zalo-
zenie dodatkowe (1.1), aby po wyprowadzeniu zen formut (1.2) i (1.3)
zamkna¢ ten fragment, piszac implikacje (2) o poprzedniku (1.1) i nastgpniku
(1.3) stanowiacym ostatni z wnioskdw w obrebie dodatkowego zalozenia p.
Nastepny fragment, rozpoczety od zatozenia chwilowego g, buduje si¢ analo-
gicznie. Koniunkcja (4) implikacji (2) i (3) uzyskanych przy zalozeniu (1)
stanowi tez¢ dowodzonego twierdzenia.
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Takie fragmenty, jak podciagi (1.1), (1.2), (1.3) oraz (2.1), (2.2), (2.3) zostaly w
pracy Jaskowskiego [2] nazwane obszarami zaloZeniowymi (wyznaczonymi
odpowiednio przez zalozenia p i g). Graficzna ilustracja (po prawej) pozwala
na wizualne uwypuklenie obszaréw zalozeniowych. Brzeg prostokata symbo-
lizuje tu zasieg odpowiedniego zaloZenia dodatkowego, o ktorym moéwimy,
ze otwiera dany obszar.

Z takiego dodatkowego zatozenia i wyrazen uzyskanych na jego podsta-
wie nie mozna oczywiscie korzysta¢ w dalszych cze$ciach rozumowania (nie
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dotyczy to implikacji wypisanej bezposrednio po zamknigciu obszaru). Jest to
dopuszczalne jedynie w zasiggu supozycji otwierajacej dany obszar. Jest
tez widoczne, ze przestanki i wnioski oznaczone tu pojedynczymi numerami
‘lokuja si¢ niejako w innej plaszczyZnie niz te, ktoére oznakowano podwojnie.
Wsréd tych ostatnich rysuja si¢ wyraznie wyodrgbnione grupy. Oznakowanie
dobrano tak, aby numery otwierajace poszczegdlne wiersze dowodowe
kwalifkowaly i klasyfikowaly wyraZzenia ze wzgledu na ich rolg i stosunek do
innych. Sposéb zapisu ma tu wyraza¢ caly zlozony uklad zaleznosci i relacji
miedzy przestankami, czeSciowymi rezultatami, a takze zespotami wyrazen w
procesie dowodzenia.

W praktyce matematycznej sytuacja jest na ogét o wiele bardziej ztozona.
W dowodach wystepuje inny jezyk, bardziej ziozony niz jezyk rachunku
zdan, zar6wno w swej strukturze, jak 1 w sposobie zapisu. Ale przede
wszystkim moze byé wiecej obszarow zatozeniowych, ktéore w zwiazku z
odmiennym zapisem nie zawsze wyodrebniaja sie typograficznie tak ostro.
Obszary zalozeniowe bywaja zreszta dluzsze, moga zawiera¢ ponadto pod-
obszary. Konieczno$¢ dokonywania skrotow nie pozwala autorowi na wiaczanie
do tekstu explicite nawet wazniejszych nieraz elementéw konstrukcji dowo-
dowej. Wszystko to nie tylko naktada na czytelnika obowiazek permanent-
nych uzupelnien, ale stawia go wobec potrzeby stalej kontroli, jakie zalozenia
w danym momencie funkcjonuja, do jakich obszaréw dany wniosek nalezy, a
do ktérych juz nie nalezy. Czasami wypadnie §ledzi¢ jednoczesnie kilka
watkow rozpoczetych w roéznych miejscach, a potem w kazdym przypadku
nalezy samodzielnie juz dokonaé syntezy i myslowo zapanowac¢ nad caloscia.
Ujecie przez czytelnika caloksztaltu wspomnianych stosunkéw, a w szczeg6l-
nosci wilasciwa rekonstrukcja obszarow zalozeniowych, jest warunkiem sine
qua non pelnego rozumienia dowodu.

Ostatnie stwierdzenie nabiera szczegblnej wymowy dla praktyki nauczania
i uczenia si¢. Zrozumienie tekstu dowodu wymaga koncentracji wlasnie na
inferencjach, a nie ograniczania si¢ do ciagu izolowanych faktéw (czlonow
inferencji), narzuconych przez linearny porzadek zapisu.

Zarowno z punktu widzenia czytania, jak i redagowania tekstu nasuwaja
si¢ nastepujace pytania: (a) czy w tekstach dowodow matematycy podejmuja
zabiegi eksponujace obszary zalozeniowe, (b) jakimi $rodkami operujg oni,
aby wyostrzy¢ zarysy tych obszarOw na tle calej konstrukcji dowodowe;j.
Analiza materialéw Zrédlowych ujawnia pewne prawidlowosci budowy tek-
stu; dalej przedstawimy fragmentarycznie tylko niektoére z nich.

Obszary zalozeniowe wydziela si¢ przede wszystkim w toku segmentacji
tekstu dowodu. Nierzadko w celu uwydatnienia obszaru zaloZzeniowego
tworzy si¢ oddzielny akapit. Wydzielenie akapitu stanowi jednak dopiero
wstepny zabieg: sygnalizuje obecno$¢ danego obszaru, utatwia w. toku lektu-
ry globalne jego wyodrebnienie i umozliwia czytelnikowi spojrzenie nan
niejako od zewnatrz. Wiasciwy efekt, ktérym powinno by¢ odebranie akapitu
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jako fragmentu powigzanego wewngtrznie i nie rozpadajacego si¢ na czesci
oraz odczytanie go jako jednego obszaru zalozeniowego, osiaga si¢ przez
drugi wazny zabieg. Jest nim wykorzystanie mechanizméw spdjnosci tekstu
wewnatrz tego akapitu (spdjnosé jest jedna z podstawowych kategorii wystepu-
jacych w ogdlnojezykowych badaniach nad tekstem). Wszystkie — zaréwno
ogolnojezykowe, jak i specyficzne dla tekstdw matematycznych — $rodki
spéjnosci zostaja spozytkowane w celu zespolenia wielozdaniowego tekstu
tworzacego akapit majacy odpowiadaé¢ jednemu obszarowi zalozeniowemu.
Lacznym rezultatem tych zabiegow ,,0od zewnatrz” i ,od wewnatrz” jest
wyposazenie tekstu w takie cechy, ktore sprawiaja, iz czytelnik moze odbieraé
wydzielony fragment jako ciagly (bez luk badZ przeskokow, co nie oznacza,
ze bez skrotoéw) i kompletny:

Niektore teksty sa tak zredagowane, ze kazda proba odejécia w samo-
dzielnej rekonstrukcji od wlasciwej linii rozumowania moze by¢ odczuta z
chwila przejScia do nastepnej sekwencji tekstu jako naruszenie jego spoistos-
ci. Tekst ,reaguje” w ten sposéb na odchylenie od wlasciwego kursu,
zapobiegajac falszywym krokom odbiorcy. Oznacza to dla czytelnika zache-
t¢ do samokontroli i rewizji kazdego kroku, przy ktorym pojawia si¢ taki
sygnal. W takim tekscie tok kolejnych wypowiedzi jest naturalny w odbiorze
1 plynny. Kazde poprzednie wyrazenie nasuwa od razu nastepne, za$ caly
lancuch inferencji zaczyna si¢ od supozycji otwierajacej dany obszar. Ten
sposob podwojnego sygnalizowania obszaréow zalozeniowych mozna uznad
za pewien ogolny wzorzec w redagowaniu tekstow dowodow.

Jednym z charakterystycznych zabiegow redakcyjnych stuzacych uwypu-
klaniu obszaréw zaloZeniowych jest stosowanie zapisu jednozdaniowego.
Wszystkie wyrazenia dowodowe, bedace w ramach danego obszaru wnioska-
mi z zaloZenia otwierajacego ten obszar, ujmuje si¢ w postaci jednego zdania.
Przez zdanie rozumiemy tu odpowiedni odcinek tekstu wyodrebniony za
pomoca dwoch kolejnych kropek (jako znakéw przestankowych), wystepuja-
cych wowczas w roli nieleksykalnych wyznacznikéw granicy obszaru zatoze-
niowego. Dlugos¢ zdania podyktowana jest rozmiarami obszaru, ktéremu
ono odpowiada; zasieg supozycji rozpoczynajacej takie zdanie konczy si¢
wtedy wraz z zakonczeniem zdania. Jest to wigc naturalny, najmniej skompli-
kowany wyznacznik obszaru zalozeniowego. Tego rodzaju sygnal moze by¢
latwo odczytany w toku lektury. Kierujac si¢ ta idea, mozna by na przyktad
podstawowa cze$¢ tekstu dowodu implikacji x # 0 — |x] > 0 tak oto zredago-
wac:

Jesli x > 0, to z definicji wartosci bezwzglednej x| = x, stad |x} > 0: nastepnik implikacji jest
wiec spetniony.

JeS§li x <0, to —x>0; na mocy definicji mamy |x| = —x, a zatem |x| > 0; tak wiec
warunek w nastepniku implikacji rowniez zachodzi.

Kazdy z dwu obszaréw zatozeniowych uwypuklono tu w zapisie jednozda-
niowym (poszczegdlne czesci zdania rozdzielone s $rednikami, cho¢ natural-
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niejsze bylyby moze kropki). Niezaleznie od inicjalnego ,Jesli...” podkresla-
jacego supozycyjny charakter postgpowania, wykorzystywane bywaja w
dowodach inne $rodki. W celu wyodrebnienia danego obszaru stosuje si¢
dodatkowo (jak w tym przypadku): wciecie wiersza, akapit i oddzielne
formuly finalne zamykajace obszar stwierdzeniem, ze teza jest spelniona.

Oprocz zalozen chwilowych, wystgpuja . oczywiscie zalozenia dowodzone-
go twierdzenia. Tekst dowodu rozpoczyna si¢ czgsto od wyszczegdlnienia
tych zalozen explicite; wypisuje si¢ wszystkie zalozenia. Czasem jednak
niektére z zalozen twierdzenia autor wprowadza do tekstu poZniej: tam,
gdzie zostana wykorzystane. Pisze na przyklad ,,Wobec monotonicznosci
ciagu, co wykorzystujemy tu po raz pierwszy...”, badz w ogdle otwiera tekst
metodologiczna uwaga typu: ,Najpierw wykorzystamy tylko dwa pierwsze
zalozenia...”. W takich przypadkach cz¢s¢ dowodu poprzedzajaca wykorzy-
stanie i wyszczegolnienie zalozenia, ktérego na poczatku tekstu nie wypisano,
jest zredagowana z widocznym podkresleniem, ze uzyskane w jej obrebie
wnioski sa od tego zalozenia niezalezne.

Jesli natomiast wszystkie zalozenia twierdzenia zostaly zawarte w formule
inicjalnej tekstu dowodu, autor za§ — wykorzystujac je dalej — juz do nich
bezposrednio nie odsyla, to zbadanie, ktoére z nich uczestnicza w wyprowa-
dzeniu danego wniosku, a ktOre nie, pozostaje (czgSciowo badz w catosci)
zadaniem czytelnika. Rekonstrukcje ulatwia komentarz, ale z oczywistych
powodoéw nie moze on relacjonowaé kazdego ogniwa w szczegoétach.

Z punktu widzenia przebiegu procesu lektury zwyczajowe wypisanie
zaloZzenia na poczatku oznacza inne rozwiazanie niz wyszczegdlnienie tego
zalozenia explicite dopiero pdzniej, w miejscu jego wykorzystania. Rozwia-
zania te implikuja bowiem zupelnie rézne sytuacje mys$lowe. Sukcesywne
wprowadzanie zalozen moze by¢ nieraz korzystne. Tym niemniej w konkret-
nym przypadku moga istnie¢ wazne powody sklaniajace autora do przyjecia
Innego rozwiazania.

W praktyce dowodowej wypracowano rézne srodki eksponowania obsza-
row zalozeniowych. To, ktére z tych srodkoéw beda zastosowane w konkret-
nym przypadku, zaleze¢ moze od wielu okolicznosci, wynikajacych nie tylko
z samej logicznej budowy dowodu i rozwijanej teorii, ale na przyklad
uwiklanych w zlozone procesy funkcjonowania j¢zyka naturalnego w tekscie
zawierajacym — obok wyrazen matematycznych — rowniez warstwg wyra-
zen potocznych. Jezyk naturalny, ze swymi nie dos¢ okreslonymi regulami
skltadniowymi i semantycznymi, ma pewien margines swobody i dzigki temu
umozliwia dokonywanie skrotdéw, sprzyja pojawianiu si¢ w tekscie niedo-
powiedzen, posrednich sygnalow itp. Z tego tez powodu moze lepiej stuzyc
przekazowi informacji majacych kierowa¢ lektura, podczas gdy komunikowa-
nie tresci matematycznych odbywa si¢ w warstwie symboliczno-terminologi-
cznej tekstu. Jezyk naturalny ma znaczacy udzial w budowie takiego komu-
nikatu, jakim jest prezentowany na pisSmie dowdd (chodzi nie tylko o
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procedure logiczna, ale takze o przekazanie pewnych sugestii dotyczacych
m. in. sposobu wykrywania dalszych krokéw, ich motywacji, koniecznosci
dokonywania syntezy). Ta rola jezyka naturalnego oraz podzniejsze jego
funkcjonowanie w procesach recepcji tekstu stanowi oddzielny problem dydak-
tyczny. ’

4. Komponenty tekstn organizujgce heurystyczne dzialania czytelnika.
Tekst dowodu w podreczniku czy monografii reprezentuje matematyke goto-
wa. Ale autentyczna lektura jest procesem zywym, jest aktywnoscia, ktora w
duzej mierze nieraz mozna uzna¢ nawet za tworcza. Nie ulega watpliwosci,
ze dla czytelnika niezwykle cennym elementem organizujacym lekture sa
fragmenty tekstu wychodzace naprzeciw tej tworczej rekonstrukcji o charak-
terze heurystycznym. Analiza materialow zréodiowych pokazuje, ze teksty
dowodow, obok warstwy formalno-logicznej, zawierajg cz¢sto takie fragmenty,
skladniki i komponenty. Autor tekstu przekazuje cos czytelnikowi takze z tej
heurystycznej warstwy, organizuje sytuacje, ktore pozwalaja — na podstawie
szkicowego tylko zapisu — dokona¢ pelnej rekonstrukcji rozumowania.
Czyni tak, cho¢ tego typu informacje moga nie by¢ wyrazone expressis verbis
w stownym przekazie. Wiele tekstow podaje nie tylko gotowy rezultat ujety
w logiczny schemat, lecz takze — przygotowujac akt odkrycia — sugeruje
czytelnikowi, jak on sam moglby taki wynik znalezé. Charakterystycznym
rezultatem takich zabiegéw sa na przyklad celowo wlaczane do tekstéw plany
postepowania.

Analiza tekstow pozwala wyrdzni¢ pewne rodzaje plandéw stosowanych w
praktyce. Mozna wymieni¢ przede wszystkim plan rozumiany w zwyklym,
potocznym sensie, jako wykaz kolejnych czynnosci (najpierw wykazemy, ze
..., pOzniej ...). Ale plan bywa na ogél czym$ innym niz tylko prosta
dyspozycja, przyjetym na poczatku harmonogramem dzialan. Najczg$ciej
plan ma w tekscie dowodu zréznicowany i bardziej wysublimowany charak-
ter. W roli planow wystgpuja czgsto drobne wzmianki, sugestie, wtracone
uwagi, a nawet pojedyncze sldéwka posrednio ukierunkowujace dzialania
czytelnika 1 raczej stwarzajace odpowiednie sytuacje myslowe niz wprost
dyktujace nastepstwo czynnosci.

Charakterystycznym przykladem planu jest inicjalne zdanie tekstu: ,,Do-
wod oprzemy na twierdzeniu ...”. Tego typu plany stosowane sa wowczas,
gdy cale postgpowanie zmierza do wykorzystania w konicowej czesci dowodu
jakiego$ pomocniczego twierdzenia lub definicji. Je$li to pomocnicze twier-
dzenie ma kilka zalozen, to dla czytelnika taka zapowiedZ staje si¢ jednoczes-
nie zapowiedzia kolejnych czynnosci, ktore beda wykonywane w celu spraw-
dzenia, iz wszystkie te zalozenia sa w danym przypadku spelnione. Jest to wiec
w istocie doS¢ szczegdlny plan podyktowany przez koniunkcje tych
zalozen. ' '

Jako plan funkcjonuje tez nieraz zapowiedz metody. Moéwi si¢ na
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przyktad: W dowodzie zastosujemy metode przekqgtniowq. Jesli ta metoda jest
czytelnikowi znana, to stanowi dlan rodzaj przewodnika w toku rekonstruk-
¢ji pelnego rozumowania. Podobna rol¢ moze spetnia¢ wskazanie na poczat-
ku gléwnego schematu logicznego, na ktorym opiera si¢ cala konstrukcja
(autor mowi na przyklad: Zamiast dowodzié alternatywy a v B, udowodnimy,
Ze ~a— f). Podanie tautologii logicznej, bedacej podstawa konstrukcji
dowodowej, jest zarazem ustaleniem ogdélnych ram organizacyjnych dalszych
dziatan czytelnika.

Inny rodzaj planéw reprezentuje wstgpna zapowiedz, ze dowdd, do
ktérego przystgpujemy, bedzie przebiegal analogicznie do pewnego dowodu
wczedniej juz przeprowadzonego. Czasem taka analogia ma szerszy zasigg i
przy studiowaniu kolejnych dowodéw w podreczniku plan moze okazac sig
bardzo operatywny.

W celu ukazania dalszych skladnikéw tekstu dowodu i prawidtowosci
jego budowy zwiazanych z heurystyczng strong procesu lektury, rozwazymy
paradygmatyczny przyklad. Na przykladzie tym ukazemy prawidlowosci
majace charakter ogoélny. Na stronie 77 przedstawiony jest tekst dowodu
twierdzenia Banacha zaczerpnigty z [5]: kazde odwzorowanie zweZajgce
przestrzeni metrycznej zupeinej E w siebie ma dokladnie jeden punkt staly. W
ukladzie typograficznym reprodukowanego tekstu dokonano drobnych zmian
umozliwiajacych dorysowanie prostokatéw, a dla ulatwienia jego analizy
wprowadzono dodatkowe wyrdznienia kursywa. '

W dowodzie tym wyodrebnimy najpierw plany post¢powania. Taki cha-
rakter ma wiasnie wyrazenie: Udowodnimy teraz istnienie punktu stalego. Jest
to plan odnoszacy si¢ do calej nastgpujacej po nim czesci postgpowania
dowodowego. Plan ten zostal dodatkowo rozbudowany i wzmocniony zapo-
wiedzia metody: Zastosujemy w tym celu tak zwanq metode kolejnych przybli-
zen. Dalej figuruje zwrot: Wykazemy, Ze jest on cigqgiem Cauchyego. To
rowniez plan, tym razem plan czg¢$ciowy; czytelnik jest w tym miejscu
poinformowany, jaka cz¢$é calej konstrukcji bedzie aktualnie rozbudowywana.

Powracajac do poczatku dowodu zauwazamy, ze wyrdzniony tam kursy-
wa fragment takze funkcjonuje jako plan; posrednio zapowiada bowiem, co
bedzie przedmiotem roztrzasan w pierwszej czgsci dowodu.

Interesujace jest nie tylko to, ze w tekstach dowodoéw wystepuja plany.
Wiaze si¢ z tym ogoélniejsza idea. Analiza pokazuje (tak jest rowniez w
prezentowanym przyktadzie), ze zasi¢g dzialania planéw bywa w jaki$ sposéb
sygnalizowany. Oznacza to, iz zakonczenie dzialan wczesniej przewidzianych
planem jest specjalnie akcentowane. Zabieg ten wymaga oczywiscie zastoso-
wania w tekscie oddzielnego wyznacznika granicy.

Rozwazmy fragment tekstu otwarty przez plan: Wykazemy, Ze jest on
ciggiem Cauchy’ego. Po zrealizowaniu tego zamierzenia pojawia si¢ zdanie: W
ten sposob ciqg x, okazal sie ciggiem Cauchyego. Oczywiscie jest ono
koncowym wnioskiem w ciagu dowodowym rozbudowywanym w tym fragmen-
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Dowéd. To, ze jest najwyiej jeden punkt staly, jest oczywiste nawet bez zakladania
zupelnosci E. Istotnie, gdyby byly dwa punkty stale a i b, wtedy mielibySmy
d(a, b) < kd(a, by <d(a, b), jesli d(a, b) #0. Zatem musi by¢ d(a, b)=0, tzn. a i b
pokrywajq sie.

Udowodnimy teraz istnienie punktu stalego. Zastosujemy w tym celu tak zwang metode
kolejnych przyblizen. Niech x, bedzie dowolnym punktem z E. Przyjmijmy

X3 =f(x0)v X2 =f(x1)a seey xn=f(xn—l)’ ..

UtworzyliSmy nieskonczony ciag x,, X, X5, ... elementéw z E.

Wykazemy, ze jest on ciggiem Cauchy’ego. Poniewaz f jest odwzorowaniem zwezaja-
cym, mozemy napisa¢ ciag nieréwnosci:

d(x5, x1) < kd(xy, xo),

d(x3, x3) < kd(x3, x;) < k*d(x1, Xo),

a zatem
d(xn+p9 xn) < d(xn+p’ xn+p-— l)+d(xn+p—l9 xn+p—2)+"'+d(xn+1s xu) <

SV kP24 Ak + 1)K A (xy, Xo) <
< k(1=K 1d(x;, xo).

Stad otrzymujemy, ze d(x,.,, x,) dazy do O, gdy n dazy do +oo. W ten
sposéb ciqg x, okazal sie ciggiem Cauchy’ego.

Poniewaz E jest z zalozenia przestrzenia zupelna, wigc ciag ten jest zbiezny do
pewnej granicy a. Dzigki ciaglodci odwzorowania f ciag x,.; = f(x,) jest zbiezny do f(a),
a poniewaz ciag x,.; takze jest zbiezy do a, wiec mamy f(a) =a i a jest oczywiicie
punktem stalym odwzorowania f.

cie tekstu, ale to tylko czg¢$¢ roli, jaka mu przypada. Niezaleznie od tej
formalno-logicznej pozycji, zamyka ono sekwencj¢ wczesniej zapowiedzia-
nych dziatan. WyraZznie bowiem nawiazuje do planu, wyznacznika poczatku
tej sekwencji, tworzac wraz z nim charakterystyczna ramg¢ delimitacyjna
wyodrebniajaca ten fragment na tle catej konstrukcji. Nie chodzi tu jednak o
zwykle, mechaniczne wycigcie fragmentu z tla calego tekstu za pomoca ramy.
Stwierdzamy co$ wiecej: odpowiednie zredagowanie planu i nawigzujacej don
formuly zamykajacej 6w fragment sprawia, ze dzialaniom czytelnika zostaje
nadany w obrebie tego fragmentu pewien nadrz¢dny kierunek. Podporzadko-
wano je w ten sposob celowi etapowemu.

Dla czytelnika przedzierajacego si¢ z trudem przez obcy dla niego teren i
gubiacego czesto — ze wzgledu na brak jeszcze petnego przegladu sytuacji —
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whasciwy kierunek, wazne jest nie tylko pojawienie si¢ koncowego w tym
fragmencie wniosku, ale takze ,oficjalne” potwierdzenie, ze jego uzyskanie
koniczy zaplanowany wczesniej cykl. Dopiero z chwila takiego potwierdzenia
pojawi¢ si¢ moze synteza (w skali lokalnej), bez ktorej nie bytoby ujecia
wszystkich fragmentow w powiazaniu (globalnie). Tego rodzaju fragmenty,
wydzielone taka technika, z uwagi na ich heurystyczna rolg w toku lektury,
bedziemy nazywaé obszarami ukierunkowania czytelnika przez plan (krétko:
obszarami ukierunkowania). ,

Analiza materialow zrodlowych ujawnia tendencje autorow do takiego
redagowania dowodu, aby konstruowane w nim obszary ukierunkowania
pokrywaly caly tekst. Jesli autor rozpoczyna od planu odnoszacego si¢ do
calego postgpowania dowodowego, to na ogdél akcentuje takze oddzielnie
moment jego wykonania; mamy do czynienia z jednym (generalnym) obsza-
rem ukierunkowania. Na danym obszarze ukierunkowania funkcjonuja cze-
sto mniejsze podobszary; wszystkie razem tworza wtedy pewien system.
Egzemplifikacji takiego sposobu zredagowania dostarcza rozpatrywany przez
nas dowod twierdzenia Banacha. Wystgpuja w nim trzy obszary ukierunko-
wania (wyeksponowane wizualnie za pomoca wpisanych w tekst prostoka-
tow). Dwa z tych obszar6w pokrywaja caly tekst i nie zachodza na siebie,
trzeci stanowi podobszar gléwnego obszaru. Podkre$lenia kursywa, dokona-
ne w tej pracy w celu ilustracji, stuza dodatkowemu uwypukleniu skladnikéw
tekstu pelniacych rol¢ wyznacznikéw granic tych obszaréw ukierunkowania.

Analizowany przez nas tekst jest zwigzly, ale w tym skondensowanym
tekscie znalazlo si¢ miejsce na czgéciowy plan, konstrukcje obszaréw ukierun-
kowania, na stwierdzenie, z¢ w danym fragmencie nie wykorzystuje si¢
pewnego zalozenia. Widocznie autor uwazal, ze te komponenty i zabiegi
redakcyjne sa wazne dla przedstawienia konstrukcji matematycznej i dla
odbioru, by¢ moze wazniejsze niz bardziej szczegdtowe rozpisywanie formal--
nych przejs¢. Z niektorych tekstow — cho¢ bardzo oszczednie zredagowa-
nych — mozna byloby tego rodzaju komponenty tatwo usunaé bez szkody
dla logicznej konstrukcji dowodu, a nawet nieraz bez koniecznosci dokony-
wania jezykowej korekty. To, ze znalazly sie w zwieztym tekscie dowodu,
najlepiej swiadczy o ich docenianiu przez autora dokonujacego procesu
ostrej selekcji podczas pracy nad tekstem.

W rutynowej lekturze tekstu dowodu nie zwracamy uwagi na to, jak
funkcjonuja delimitatory. Wyszkolony czytelnik robi uzytek z kazdego sygna-
tu, prawidlowo ujmuje obszary zalozeniowe i obszary ukierunkowania. W
innej sytuacji jest poczatkujacy. Wolno sadzié, ze jego poczucie — niekonie-
cznie w pelni u§wiadomione — iz dziala on na danym obszarze ukierunko-
wania lub obszarze zalozeniowym, jest mu potrzebne, a nawet wrecz niezbed-
ne dla prawidlowego okreslenia miejsca i roli kazdego kroku dowodowego w
calej konstrukcji oraz przewidywania kolejnych ogniw. Jest mu potrzebne
réwniez i do tego, aby zebra¢ te kroki razem i dokonac¢ koncowej syntezy.
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Analiza rozmaitych dowodow pokazuje, ze nie tyle wlaczanie do tekstu
planéw, co konstruowanie obszar6w ukierunkowania stanowi jeden z charak-
terystycznych zabiegéw redakcyjnych wypracowanych w tradycji i praktyce
matematycznej. Podobnie nie tylko wypisanie zalozen, lecz takze wyostrzenie
zarysOw obszarow zalozeniowych nalezy do arsenalu $rodkéw, ktérymi
operuje si¢ w konstrukcji tekstu dowodu.

5. Zakonczenie. Zasygnalizowano tu tylko niektore sposrod regularnosci
budowy tekstu dowodu stwierdzonych w toku analizy. Ujawnianie takich
prawidlowosci moze stuzy¢ réznym celom. Dostarcza przede wszystkim
materiatu do formulowania wniosk 6w dotyczacych redagowania tekstow mate-
matycznych. Ponadto rezultaty takich analiz stwarzaja racjonalne podstawy
do organizacji badan empirycznych nad przebiegiem lektury tekstu matema-
tycznego.

Cho¢ wyodrebnione i scharakteryzowane cechy nie wyczerpuja wlasnosci
i metod budowy tekstu dowodu, tego rodzaju analiza i jej wyniki moga by¢
wykorzystane w organizacji procesu uczenia si¢ 1 nauki czytania tekstow
matematycznych. Dotyczy to réznych pozioméw ksztalcenia matematyczne-
go. Jest na przyklad okazja, aby po zakonczeniu dowodu adresowanego do
poczatkujacych stuchaczy, wyktadowca zwrdcit od czasu do czasu uwage na
budowe tekstu i wystepujace tu specyficzne elementy: konwencjonalne skré-
ty, érodki uzyte w celu uwypuklenia waznych fragmentéw, wspomagajace
systemy komunikacji itp. Dla nieobeznanego z technikami konstrukcji
tekstOw matematycznych, takie uwagi moga okaza¢ si¢ pomocne w samo-
dzielnej nauce.

Studiujacy maja trudnosci z pisemna prezentacja wlasnych rozumowan i
dowod6w matematycznych. Trudnosci te sa udzialem nie tylko rozpoczynaja-
cych studia, ale czgsto (dotyczy to zwlaszcza studiow w systemie zaocznym)
pojawiaja si¢ pdzniej — przy pisaniu prac dyplomowych. Rezultaty analizy,
ktorej fragmenty zasygnalizowali$my, moga okaza¢ si¢ takze tutaj pomocne.
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