e}
ROCZNIKI POLSKIEGO TOWARZYSTWA MATEMATYCZNEGO . fmg}mpm

Seria I1: WIADOMOSCI MATEMATYCZNE XXVIII (1988)

Tabpeusz PrucnaL (Kielce)

O pewnym réwnaniu diofantycznym

Réwnanie diofantyczne
) x*—yz=1=0

zastluguje na uwage mimo swej prostoty. Intrygujacy jest mianowicie zwigzek
migdzy rozwigzaniami tego réwnania w liczbach naturalnych a operacja
najwigkszego wspélnego dzielnika. Na fakt ten zwrdcit uwage prof. A.
Schinzel, ktory w artykule Rownania diofantyczne pisze miedzy innymi: Nie
sq znane Zadne wzory zaleine od skonczenie wielu niezaleznych parametréw,
ktore dawalyby wszystkie rozwiqzania réwnania () i nie zawieraly w jakiejs
Jformie operacji najwiekszego wspolnego dzielnika. O ile dopusci sie te operacje,
wystarczy przyjaé

S x=t;, y=(tst]-1), z=(t%—l)/(tz,t%—l)

(Wiadom. Mat. 12 (1971), str. 231).

Aby wyznaczy¢ wzory rozwiazan réwnania (*), czyniace zado$é wyzej
postawionym warunkom, wystarczyloby zatem zdefiniowaé operacj¢ najwiek-
szego wspoOlnego dzielnika za pomoca odpowiednich dzialahn na liczbach
calkowitych. W niniejszej nocie zdefiniujemy tg operacje i wyznaczymy wzory
rozwigzan réwnania (x) czynigce zado§¢ postawionym wyzej warunkom.

Niech m, n beda danymi liczbami naturalnymi. W zbiorze liczb catkowi-
tych okreslamy funkcje f wzorem:

SO =(x—m)-(x=2m)-...-(x—nm).

Funkcja ta ma nastgpujaca wlasnos¢: dla kazdej liczby naturalnej k < m
(P1) S (kn) = 0<>[m, n]|kn,

gdzie [m, n] jest najmniejsza wspolna wielokrotnoscia liczb naturalnych m i
n. Uwaga: przez liczby naturalne rozumiemy tu liczby catkowite wigksze od
zera.

Niech z kolei F begdzie funkcja okreslona w zbiorze liczb calkowitych
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nastgpujacym wzorem
x2
F(x)=3+3(=1*.
Tak okres§lona funkcja ma wiasnos¢:

1, dy x #£0,
Fm:{o gdy

2
(F2) . gdy x=0

LeMAT 1. Dla dowolnych liczb naturalnych m, n:

(m, n) =m— V F (" (kn)).

k=1

Dowdd. Niech m, n beda danymi liczbami naturalnymi. Zgodnie z
wlasnoscia (P1), dla kazdej liczby naturalnej k < m mamy

(1) £ (kn) = 0 éfm; i
Stad, zgodnie z (P2), otrzymujemy

© F(f" (kn)) = 1 .J'"; "
oraz

o) F 9 en) = 0 = ¢

dla dowolnej liczby naturalnej k < m. A poniewaz wszystkich liczb natural-
nych < m, ktére sa wielokrotno$ciami liczby [m, n]/n jest dokladnie (m, n),
wiec

4 Z F(fa? (kn)) = m—(m, n),

k=1

co konczy dowod lematu 1.
Z lematu 1 i ze wzorow (S) otrzymujemy:

TwierDZENIE. Wszystkie rozwigzania réwnania x*—yz—1=0 w liczbach
naturalnych, x, y, z dane sq wzorami

X =n,

y=m—3 F(e D (kn?~ ),

k=1

7= (n2 _ 1)( i f(n2 1) k)))—l,
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gdzie m jest dowolng liczbq naturalng, natomiast n — dowolng liczbg
naturalng > 1.

Podane wyzej wzory rozwigzan réwnania () nie zawieraja wprawdzie
operacji najwickszego wspolnego dzielnika, ale oprocz dziatan +, —, -, 1
oraz potegowania x” dla y > 0, zawieraja operatory dodawania i mnozenia

zmiennej liczby wyrazow; tzn. operatory Y i []. Nasuwa si¢ w zwiazku z
k=1 k=1

tym nastgpujace pytanie. Czy istnieja wzory zalezne od skonczonej liczby

niezaleznych parametréw zawierajace tylko superpozycje dziatan +, —, -, 1,

x’, ktére dawalyby wszystkie rozwiazania rownania () w liczbach natural-

nych?

Miscellanea

Niewielka to szkoda nie byé Geometrq; znacznie wiekszym zlem jest
wierzyé, ze Geometria jest czyms godnym najwyzszego szacunku i wysoko cerni¢
napelnianie swej glowy liniami, kqtami, okregami i proporcjami. Zaiste, godng
pozalowania ignorancjq jest nie wiedziel, e wszystkie te jalowe spekulacje
w niczym nie przyczyniajq sie do uczynienia nas szczesliwszymi, ulzenia nam
-w biedzie, uleczenia naszych choréb, ze nie przysparzajq nam zadnych korzysci
realnych i trwalych, ze czlowiek nie zostal do tego stworzony; ze nie tylko nie
ma on podstaw do wynoszenia sie z powodu posiadania tej wiedzy, lecz,
przeciwnie, dowodzi ona niiszosci jego umyslu, skoro jest on tak dalece
pozbawiony prawdziwej wartosci, Ze potrafi tak préinym i niepotrzebnym
oddawaé sie rzeczom.

Z przedmowy Nicole’a do ksigzki
Nouveaux Elements de Geometrie
Antoine’a Arnauda (Paryz, Savreux 1667).
Przetozyla Anna Sierpinska.



