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Model-Theoretic Logics, edited by J. Barwise and S. Feferman, Springer
Verlag, New York-Berlin—Heidelberg-Tokyo 1985, str. XVIII+893, ISBN

0-387-90936-2, ISBN 3-540-90936-2.

Ksigzka ukazala si¢ jako kolejny tom
serii Perspectives in Mathematical Logic; po-
szczegblne tomy nie s3 numerowane. Ten
bardzo obszerny tom zawiera material beda-
cy nowoscia nawet dla oséb specjalnie zain-
teresowanych logika matematyczng.

Logika matematyczna jest jedna z dy-
scyplin naukowych. Ale kiedy pada pytanie
0 to, co jest teoria logiczng (szkoda, ze jezyk
polski nie zawiera rodzajnikow — tutaj pa-
sowalby rodzajnik okreslony), to odpowiedz
najczesciej spotykana wskazuje na wezszy
rachunek predykatéw, czyli logik¢ pierwsze-
go rzedu; teoria modeli zostala rozwinieta
przede wszystkim dla tego wtasnie rachunku.
Bywaly jednak i odpowiedzi odmienne, gdyz
np. Russell uwazal za logike¢ (jako teorig)
tzw. teori¢ typow logicznych, a teoria ta
oczywiscie wykracza poza wezszy rachunek
predykatow.

Przecigtny podrecznik logiki matematy-
cznej zawiera zwykle rozdziat (lub przynaj-
mniej wzmiankg¢) o logice drugiego rzedu, a
czasem i wyzszych rzgdow; jest to niewatpli-
wie jakas pozostalosé po pojmowaniu logiki
przez Fregego i Russella — ,ojcow zalozy-
cieli” logiki matematycznej. Tak wigc termin
»logika” funkcjonuje dwuznacznie nawet na
gruncie tzw. tezy pierwszego rzedu, tj. wias-
nie pogladu, Zze logika w sensie wlasciwym
jest logika pierwszego rzedu; na gruncie tej
tezy logiki wyzszych rzedow naleza do logiki
w sensie rozszerzonym.

Logik¢ mozna rozszerza¢ nie tylko po-
przez kwantyfikacje zmiennych coraz wyz-
szych typow. Innymi sposobami sa rozsze-
rzenia korzystajace z tzw. kwantyfikatorow
uogodlnionych oraz logiki z formulami o nie-
skonczonej dlugosci.

Kwantyfikatory uogélnionezostaty wpro-
wadzone przez A. Mostowskiego w 1957 r.
Niech N, bedzie dang liczbg kardynalna.
Wyrazenie Q; f (x) znaczy: istnieje N; przed-
miotéw takich, ze f(x). Teoria formalna
zawierajaca Q; jest logika L(Q)), gdzie i jest
wskaznikiem danego alefa.

O. Helmer (1938), P. S. Nowikow (1939)

oraz P. A. Boczwar (1940) byli pionierami
logiki z nieskoniczenie dlugimi formutami,
ale systemy te zaczely byé przedmiotem sy-
stematycznych badaf dopiero w koncu lat
piecdziesiatych (A. Tarski i jego uczniowie).
Jesi m i n sa pozaskonczonymi liczbami
kardynalnymi, to symbol L,, oznacza jezyk,
w ktorym dopuszczone sa koniunkgje i dys-
junkcje zlozone z mniej niz m argumentow
oraz kwantyfikatory wiazace mniej anizeli n
zmiennych; jezyk z formulami o skoficzonej
dlugosci jest w zwiazku z tym oznaczany
symbolem L,

Tak wiec istnieja obecnie trzy rodzaje
logik rozszerzonych oraz, odpowiednio, trzy
rozszerzone teorie modeli. Szybko pojawil
si¢ problem poréwnywania réznych logik i
ich wlasnoéci, co dalo poczatek tzw. abstrak-
cyjnej teorii modeli. Zapoczatkowaly ja
twierdzenia Lindstrdma o charakteryzacji
systeméw logicznych (1969). Jesli nie liczy¢
teorii typOw Russella, to historia logik w
sensie rozszerzonym, rozszerzonej teorii mo-
deli oraz abstrakcyjnej teorii modeli liczy
sobie okolo trzydziestu lat. Tom pod redak-
cja Barwise’a i Fefermana przedstawia rezul-
taty uzyskane w tym okresie oraz perspekty-
wy dalszych badan.

Ksiazka podzielona jest na pig¢ czesci
sktadajacych si¢ w sumie z dwudziestu roz-
dzialow. Wyglada to nastgpujaco (w nawia-
sach podane sa nazwiska autoréw poszcze-
golnych rozdzialow):

Cze§é A. Watep, teoria podstawowa i
przyklady. 1. Logiki teorio-modelowe: tlo i
cele (J. Barwise). II. Logiki rozszerzone: ra-
my ogoélne (H.-D. Ebbinghaus). III. Charak-
teryzowanie logik (J. Flum).

Cz¢é¢ B. Jezyki skoriczone z dodatko-
wymi kwantyfikatorami. 1V. Kwantyfikator
Histnieje nieskonczenie wiele” i pokrewne (M.
Kaufmann). V. Twierdzenia o transferze i ich
zastosowania do logik (J. H. Schmerl). VI
Inne kwantyfikatory: przeglad (D. Mundici).
VII. Rozstrzygalnosé i eliminacja kwantyfi-
katoréw (A. Baudisch, D. Seese, P. Tuschik,
M. Weese).
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Czes$é C. Jezyki nieskohczone. VIIL
L,,. i fragmenty dopuszczalne (M. Nadel).
IX. Wicksze jezyki nieskonczone (M. A.
Dickmann). X. Kwantyfikacja jako gra (Ph.
G. Kolaitis). XI. Zastosowania do algebry
(P. C. Eklof).

Cze$¢ D. Logika drugiego rzedu. XIL
Definiowalne kwantyfikatory drugiego rzedu
(J. Baldwin). XIII. Monadyczne teorie dru-
giego rzedu (Y. Gurewicz).

Cze§¢ E. Logiki topologii i analizy.
XIV. Kwantyfikatory probabilistyczne (H. J.
Keisler). XV. Topologiczna teoria modeli
(M. Ziegler). XVI. Struktury Borela, miara i
logiki kategorialne (C. I. Steinhorn).

Cze$¢ F. Zaawansowane problemy
abstrakcyjnej teorii modeli. XVII. Teorio-
mnogoéciowa  definiowalno§é logik (J.
Vidninen); XVIII. Zwarto$é, zanurzenia
i definiowalnos$é (J. A. Makowsky); XIX. Abs-
trakcyjne relacje réwnowaznosciowe (J. A.
Makowsky, D. Mundici); XX. Abstrakcyjne
relacje zanurzeniowe (J. A. Makowsky).
Ksigzke zamyka bardzo obszerna bibliogra-
fia (ponad 1200 pozycji), ktéra sporzadzili
D. S. Scott, D. C. McCarty oraz J. F. Horty.

Spis tresci i rozmiary bibliografii najle-
piej ilustruja bujny i wielostronny rozwdj
logik teorio-modelowych. Poszczegdlne roz-
dzialy prezentuja gléwnie problemy techni-
czne. Ogrom materialu uniemozliwia nawet
pobiezne omowienie treSci ksiazki; niech
wigc tylko lista rozdzialow stuzy jako wizy-
towka tomu. Natomiast nie od rzeczy bedzie
omowienie pewnych kwestii ogdlnych.

Od dawna wiedziano, ze w ramach logi-
ki pierwszego rzedu nie da si¢ okresli¢ wielu
poje¢ matematycznych, np. pojecia skonczo-
nosci. Logiki rozszerzone maja stuzy¢ wias-
nie wzbogaceniu mozliwosci definicyjnych
logiki. Logika pierwszego rzedu jest logika
struktur  algebraicznych. Powstal  wigc
problem logiki wlasciwej struktur topologi-
cznych czy przestrzeni prawdopodobienstw;
te kwestie rozwazane sa w czegsci E.

Ogolnie mowiac, logiki rozszerzone mo-
tywowane sa przekonaniem o tym, ze rézne
obickty matematyczne majg roézne logiki.
Odnotujmy przy tym, ze tego rodzaju plura-
lizm jest zupeinie odmienny od pogladu, e
pewne struktury podlegaja logice klasycznej,
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a inne — nieklasycznej; wszystkie logiki roz-
wazane w recenzowanym tomie sa rozszerze-
niami logiki klasycznej.

Pojecie skoriczonosci mozna zdefinio-
wa¢ albo w logice drugiego rzedu, albo w
logice z uogolnionymi kwantyfikatorami, al-
bo w logice z formutami nieskornczenie dhu-
gimi. Ktdra z nich wybra¢ jako wlasciwa? O
tym musza decydowaé jakies dodatkowe
wihasnosci poszczegolnych systeméw. Wspo-
mniane wyzej wyniki Lindstrdma dostarczy-
ly pierwszych kryteribw poréwnywania roz-
nych systeméw logicznych. I tak logika pier-
wszego rzedu, jako jedyna, spelnia twierdze-
nie o zwartosci (jesli kazdy skonczony pod-
zbidr zbioru zdan X ma model, to zbidor X
ma model) oraz twierdzenie Léwenheima—
—Skolema ,,w dol” (jesli zbiér X ma model w
dziedzinie nieskoriczonej, to ma takze model
w dziedzinie przeliczalnej), czyli ma tzw.
wlasno$¢ Lowenheima. L(Q,) jest zwarta,
ale nie ma wilasnosci Lowenheima. L,, , ma

wlasno$¢ Lowenheima, ale nie jest zwarta,
natomiast logika rzgdu drugiego ani nie jest
zwarta, ani nie ma wilasnoéci Lowenheima.

Dalszy rozwdj abstrakcyjnej teorii mo-
deli polegal m.in. na badaniu poszczegdl-
nych logik z punktu widzenia innych jeszcze
whasnoéci (interpolacja, petnosé, rozmaite ro-
dzaje definiowalnosci). Badania te sprawily,
Ze jedna z centralnych kwestii rozwazanych
w ramach abstrakcyjnej teorii modeli stala
si¢ kwestia zakresu logiki. Jest to, rzecz
jasna, problem natury filozoficznej i nie da
si¢ go rozstrzygna¢ metodami matematy-
cznymi.

Odpowiedz zalezy od wyboru jakiej§
wlasnosci czy kolekcji wlasnoécei charaktery-
zujacej logik¢ w spos6b naturalny. Zwolen-
nicy tezy pierwszego rzedu uwazaja, Ze taki-
mi wlasnoSciami sa zwarto$¢ i wlasno$é
Lowenheima. Idea recenzowanej ksiazki za$
jest taka, ze abstrakcyjna teoria modeli suge-
ruje rozszerzenie pojecia logiki tak, aby za
systemy logiczne uchodzily takze i logiki
omawiane w tej ksiazce. Wyraza to radykal-
ne sformutowanie Barwise’a: nie ma powro-
tu do tezy pierwszego rz¢gdu. Byé moze, iz
jest to poglad zbyt radykalny, ale na pewno
rozszerzona i abstrakcyjna teoria modeli do-
starczaja nowych danych do dyskusji nad
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pojeciem logiki. W szczeg6lnosci wydaje sig,
Ze logiki rozszerzone stanowia jakas$ probe
odnowienia logicyzmu, gdyz maja by¢ narzg¢-
dziem definiowania poje¢ matematycznych w
jezyku mogacym uchodzi¢ za nalezacy do
logiki.

Z matematycznego punktu widzenia nie
jest wazne, czy owe logiki rozszerzone nazy-
waé bedziemy logikami wiasnie czy skro-

mniej — jezykami teorio-modelowymi. Wa-
zne jest, ze pojawil si¢ nowy kierunek badan
w ramach podstaw matematyki i do$¢ szyb-
ko zaowocowal wieloma interesujacymi wy-
nikami technicznymi. I to jest wystarczajaca
legitymacja do jego dalszej obecnosci. A jesli
ozywione zostaly stare spory filozoficzne, to
tym lepiej.

Jan Wolenski

Michael J. Beeson, Foundations of Constructive Mathematics, Ergeb-
nisse der Mathematik und ihrer Grenzgebiete, 3. Folge, Band 6, Springer-
-Verlag, Berlin—Heidelberg—New York-Tokyo 1985, XII+466 str, ISBN
3-540-12173-0 (w RFN) i 0-387-12173-0 (w USA).

W glosnej ksiazce Philipa J. Davisa i
Reubena Herscha, The Mathematical Experi-
ence (Basel 1981) wyraZona jest nastepuja-
ca opinia: ,,Typowy matematyk jest zarazem
platonikiem i formalista — ukrytym platoni-
kiem z formalistyczna maska wkladana wte-
dy, gdy wymaga tego sytuacja. Konstrukty-
wisci sg plemieniem nielicznym, a ich pozy-
Gja w $wiecie matematycznym jest taka, jak
tolerowanych heretykdow otoczonych przez
ortodoksyjnych czlonkéw panujacego ko$-
ciola™ (str. 322). Wolno, jak si¢ zdaje, przy-

" jaé, e jest to typowa opinia o socjologicznej
sytuacji konstruktywistow.

Konstruktywisci jednak nie rezygnuja z
roszczen do wlasciwej interpretacji matema-
tyki i, jak przystalo na tolerowanych herety-
kéw, staraja sie nawrocié ortodokséw na
swa wiare. Monografia Beesona jest wlasnie
przykladem i wyrazem kolejnej ekspansji
konstruktywizmu na tereny okupowane
przez platonikoéw. Jest to najobszerniejszy,
jak dotychczas, wykiad podstaw matematyki
z konstruktywistycznego punktu widzenia.

Ksiazka ta sklada si¢ z czterech czesci.
Czesé pierwsza (rozdzialy I-V) dotyczy prak-
tyki i filozofii matematyki konstruktywne;j.
Autor omawia kolejno: przykiady matema-
tyki konstruktywnej, jej podstawy nieformal-
ne i rézne filozofie, matematyke rekurencyj-
na oraz role systemow formalnych w podsta-
wach matematyki.

Czes¢ 11 (rozdzialy VI-XI), najobszer-
nigjsza w calej ksiazce, nosi tytul Systemy

formalne lat siedemdziesigtych i zawiera ob-
szerng prezentacj¢ ostatnich prob formalne-
go ugruntowania matematyki konstruktyw-
nej, m. in. systeméw stworzonych przez My-
hilla, Fefermana, Martin-Lofa, a takze same-
go Beesona.

W czgéci I (rozdzialty XII-XVI) prze-
prowadzone sg roézne badania matematyczne
nad systemami z czesci 1I. Rozwazane sa
m. in. konstruktywne modele teorii mnogos-
ci, moc dowodowa poszczegblnych syste-
moéw oraz relacje pomigdzy zasadami przyj-
mowanymi przez konstruktywistow, np. mig-
dzy teza Churcha a zasada ciagloéci Brou-
wera.

Cze$¢ TV (rozdzial XVII) poswigcona
jest filozoficznej dyskusji pojecia dowodu
konstruktywnego. Ksiazke konczy krotki,
acz tresciwy dodatek historyczny, w ktdérym
zarysowany jest rozwéj konstruktywizmu od
konca XIX w. do kornca lat siedemdziesia-
tych.

Ksigzka Beesona jest wielowatkowa, a
przeplataja si¢ w niej kwestie formalne, filo-
zoficzne i historyczne. Jest tez, czego autor
bynajmniej nie ukrywa, energiczna propa-
ganda konstruktywizmu. Konstruktywizni
Beesona mozna uznaé¢ za kontynuacje idei
zmarlego w 1983 r. Erreta Bishopa — auto-
ra znanej ksiazki Foundations of Constructive
Analysis (New York 1967); ostatnio ukazala
si¢ nowa wersja tego dziela pt. Constructive
Analysis (Berlin 1985), ktorej wspofautorem
jest D. S. Bridges.



