130 Recenzje f wmptm

pojeciem logiki. W szczeg6lnosci wydaje sig,
Ze logiki rozszerzone stanowia jakas$ probe
odnowienia logicyzmu, gdyz maja by¢ narzg¢-
dziem definiowania poje¢ matematycznych w
jezyku mogacym uchodzi¢ za nalezacy do
logiki.

Z matematycznego punktu widzenia nie
jest wazne, czy owe logiki rozszerzone nazy-
waé bedziemy logikami wiasnie czy skro-
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mniej — jezykami teorio-modelowymi. Wa-
zne jest, ze pojawil si¢ nowy kierunek badan
w ramach podstaw matematyki i do$¢ szyb-
ko zaowocowal wieloma interesujacymi wy-
nikami technicznymi. I to jest wystarczajaca
legitymacja do jego dalszej obecnosci. A jesli
ozywione zostaly stare spory filozoficzne, to
tym lepiej.

Jan Wolenski

Michael J. Beeson, Foundations of Constructive Mathematics, Ergeb-
nisse der Mathematik und ihrer Grenzgebiete, 3. Folge, Band 6, Springer-
-Verlag, Berlin—Heidelberg—New York-Tokyo 1985, XII+466 str, ISBN
3-540-12173-0 (w RFN) i 0-387-12173-0 (w USA).

W glosnej ksiazce Philipa J. Davisa i
Reubena Herscha, The Mathematical Experi-
ence (Basel 1981) wyraZona jest nastepuja-
ca opinia: ,,Typowy matematyk jest zarazem
platonikiem i formalista — ukrytym platoni-
kiem z formalistyczna maska wkladana wte-
dy, gdy wymaga tego sytuacja. Konstrukty-
wisci sg plemieniem nielicznym, a ich pozy-
Gja w $wiecie matematycznym jest taka, jak
tolerowanych heretykdow otoczonych przez
ortodoksyjnych czlonkéw panujacego ko$-
ciola™ (str. 322). Wolno, jak si¢ zdaje, przy-

" jaé, e jest to typowa opinia o socjologicznej
sytuacji konstruktywistow.

Konstruktywisci jednak nie rezygnuja z
roszczen do wlasciwej interpretacji matema-
tyki i, jak przystalo na tolerowanych herety-
kéw, staraja sie nawrocié ortodokséw na
swa wiare. Monografia Beesona jest wlasnie
przykladem i wyrazem kolejnej ekspansji
konstruktywizmu na tereny okupowane
przez platonikoéw. Jest to najobszerniejszy,
jak dotychczas, wykiad podstaw matematyki
z konstruktywistycznego punktu widzenia.

Ksiazka ta sklada si¢ z czterech czesci.
Czesé pierwsza (rozdzialy I-V) dotyczy prak-
tyki i filozofii matematyki konstruktywne;j.
Autor omawia kolejno: przykiady matema-
tyki konstruktywnej, jej podstawy nieformal-
ne i rézne filozofie, matematyke rekurencyj-
na oraz role systemow formalnych w podsta-
wach matematyki.

Czes¢ 11 (rozdzialy VI-XI), najobszer-
nigjsza w calej ksiazce, nosi tytul Systemy

formalne lat siedemdziesigtych i zawiera ob-
szerng prezentacj¢ ostatnich prob formalne-
go ugruntowania matematyki konstruktyw-
nej, m. in. systeméw stworzonych przez My-
hilla, Fefermana, Martin-Lofa, a takze same-
go Beesona.

W czgéci I (rozdzialty XII-XVI) prze-
prowadzone sg roézne badania matematyczne
nad systemami z czesci 1I. Rozwazane sa
m. in. konstruktywne modele teorii mnogos-
ci, moc dowodowa poszczegblnych syste-
moéw oraz relacje pomigdzy zasadami przyj-
mowanymi przez konstruktywistow, np. mig-
dzy teza Churcha a zasada ciagloéci Brou-
wera.

Cze$¢ TV (rozdzial XVII) poswigcona
jest filozoficznej dyskusji pojecia dowodu
konstruktywnego. Ksiazke konczy krotki,
acz tresciwy dodatek historyczny, w ktdérym
zarysowany jest rozwéj konstruktywizmu od
konca XIX w. do kornca lat siedemdziesia-
tych.

Ksigzka Beesona jest wielowatkowa, a
przeplataja si¢ w niej kwestie formalne, filo-
zoficzne i historyczne. Jest tez, czego autor
bynajmniej nie ukrywa, energiczna propa-
ganda konstruktywizmu. Konstruktywizni
Beesona mozna uznaé¢ za kontynuacje idei
zmarlego w 1983 r. Erreta Bishopa — auto-
ra znanej ksiazki Foundations of Constructive
Analysis (New York 1967); ostatnio ukazala
si¢ nowa wersja tego dziela pt. Constructive
Analysis (Berlin 1985), ktorej wspofautorem
jest D. S. Bridges.
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Bishop i Beeson nawiazuja do slawnej
debaty miedzy Hilbertem a Brouwerem
argumentujac, ze obaj wielcy antagonisci
niewlasciwie ocenili zasigg matematyki kon-
struktywnej. Hilbert i Brouwer zgadzali sig,
e rezygnacja z cze¢Sci matematyki klasycznej
jest cena, ktorg trzeba zaplaci¢ za akceptacje
konstruktywizmu, i obaj odczuwali, Ze jest
to cena powazna. Brouwer godzil si¢ z
potrzeba rezygnacji, a Hilbert nie.

Tymczasem, jak argumentuja Bishop i
Beeson, koszty konstruktywizmu wcale nie
s3 wygoérowane, a ponadto matematyka
konstruktywna moze byé wylozona w spo-
sOb zadowalajacy ,klasykow”, tj. bez roz-
nych dziwnych poje¢ wymyslonych przez
Brouwera (np. ciagébw wyboru). Konflikt
mi¢dzy Brouwerem a Hilbertem jest opisany
jako konflikt migdzy bezpieczenstwem (Brou-
wer z jego dazeniem do eliminacji ,,podejrza-
nych” elementow matematyki klasycznej) a
sita (Hilbert z jego dazeniem do zachowania
pelni mozliwosct dowodowych matematyki
klasycznej); Beeson stwierdza sarkastycznie,
Zze w podstawach matematyki, podobnie jak
w polityce, bezpieczenstwo zostalo poswieco-
ne na rzecz potegi.

Jednakze, jak to pokazat Bishop w
cytowanych ksigzkach (Beeson odwotuje sie
Jedynie do pierwszej), konflikt jest pozorny,
gdyz to, co jest wazne w matematyce klasy-
cznej, daje si¢ wylozyé zgodnie z wymaga-
niami konstruktywizmu; rozdziat I ksigzki
Beesona jest proba przekonania czytelnika,
ze tak wlasnie jest. W ten sposob znajduje-
my si¢ w samym centrum sporu miedzy
konstruktywizmem a platonizmem.

Dzietlo Beesona (podobnie jak i prace
Bishopa) ma, w sprawie tego centralnego
punktu, niewatpliwa przewage nad innymi
omoéwieniami konstruktywizmu. Zazwyczaj
jest bowiem tak, ze wyklada si¢ ogélne po-
stulaty konstruktywizmu, a nast¢pnie sa one
ilustrowane kilkoma spektakularnymi przy-
ktadami twierdzen niekonstruktywnych (np.
pewnik wyboru czy twierdzenie Bolzano-
—Weierstrassa). Na takiej podstawie wypro-
wadza si¢ ogéiny wniosek, ze konstruktywizm
drastycznie ogranicza matematyke klasy-
czna.

W obiegowych wzmiankach o konstruk-

tywizmie brakuje najczesciej pozytywnych
przykladéw matematyki konstruktywnej, a
nawet i sami konstruktywisci czesto poste-
puja w taki wlasnie sposéb. Podane przez
Beesona przyklady matematyki konstruk-
tywnej obejmuja: analizg, topologie, rowna-
nia rézniczkowe, teori¢ potencjatu, teori¢
miary, rachunek wariacyjny i teori¢ apro-
ksymacji.

Taktyke konstruktywizmu ilustruje na-
stepujacy, standardowy zreszta, przykiad.
Zgodnie z postulatem Brouwera, kazda
funkcja z R do R jest ciagla, co jest falszywe
z klasycznego punktu widzenia. Brouwer
uzasadnial swoéj postulat przez specjalne
konstrukcje, np. przez wspomniane wyzej
ciagi wyboru. Wspolczesny konstruktywista
powiada, ze wystarczy ograniczy¢ sie do
funkcji jednostajnie ciaglych w przedziale
zamknigtym. W ten sposob postulat Brou-
wera przybiera posta¢ caltkowicie zrozumiala
z klasycznego punktu widzenia. Wyraznie
tez widaé, co pozostaje w tym przypadku
poza zasiggiem analizy konstruktywnej:
funkcje nieciagle. Konstruktywista godzi si¢
na to i, w konsekwencji, godzi si¢ takze na
ograniczenie topologii do przestrzeni metry-
cznych. Oczywiscie, wezesniej zdecydowat sig
na wykluczenie obszernych partii teorii mno-
gosci; w tym przypadku konstruktywista
argumentuje, Ze partie te nie maja znaczenia
dla ,zwyklej” matematyki.

Beeson jest §wiadom tego, ze poza za-
siggiem dzisiejsze) matematyki konstruktyw-
nej znajdujg si¢ zagadnienia, ktére powinny
byé potraktowane z konstruktywnego punk-
tu widzenia, np. algebry Banacha, ale ma
nadzieje, ze da si¢ to uczynic.

Predzej czy poOzniej musi pojawic sig
pytanie nast¢pujace: jak oceniaé roszczenia
konstruktywistow? Zwraca uwage fakt, ze
spor migdzy konstruktywizmem a pogladem
klasycznym moze by¢ tylko oceniany, a
trudno go rozstrzyga¢ z jakiego$ teorety-
cznego punktu widzenia. Rzecz bowiem w
tym, ze obie spierajace si¢ strony odwotuja
sie¢ do ,istotnosci”, ,,waznosci”, ,,wystarczal-
nosci”, ,zwyklej praktyki matematycznej”
itp, a wigc do kategorii, ktérym trudno
przypisaé¢ obiektywna miarg. I dlatego kazdy
musi rozstrzyga¢ wedle wlasnego rozumienia
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praktyki matematycznej. Mozna odwolac si¢
oczywidcie do socjologii, ale nie jest to, rzecz
jasna, rozstrzygniecie sporu filozoficznego.

Beeson kladzie duzy nacisk na formali-
zacje matematyki konstruktywnej, a tego ro-
dzaju podejécie uwaza za charakterystyczne
dla wspolczesnego konstruktywizmu. Pod
tym wzgledem konstruktywizm ostatnich lat
rozni si¢ wyraznie od tradycyjnego intuicjo-
nizmu, gdyz Brouwer i jego bezposredni
uczniowie nie byli zbytnio zainteresowani
formalizacjg. Beeson przewiduje, ze postepy
formalizacji matematyki konstruktywnej
spowodujg szersza akceptacj¢ konstrukty-
wizmu jako filozofii matematyki. Prognoza
ta wydaje si¢ do$¢ ryzykowna. Na pewno
nalezy oczekiwa¢ wzrostu zainteresowania
sformalizowanymi systemami matematyki
konstruktywnej, ale bedzie to chyba niezale-
7zne od sukcesOw socjologicznych samego
konstruktywizmu. Systemy, o ktorych mowa,
sg interesujacymi obiektami badan same dla
siebie, a beda badane niezaleznie od filozofi
akceptowanej przez ich badacza, podobnie
jak to mialo miejsce w przypadku logiki
intuicjonistycznej, ktéra wzbudzila zywe za-
interesowanie takze poza kregiem intuicjoni-
stow.

Czesei 1T 1 T recenzowanej ksigzki za-
wieraja powazny bagaz informacji, ktore za-
pewne beda podstawa dalszych badan nad
formalnymi systemami matematyki kons-
truktywnej. Wydaje mi si¢ jednak, ze rozwa-
zania metamatematyczne Beesona i wypro-
wadzane z nich wnioski ogélne nie dotykaja
kwestii najbardziej fundamentalnych. Jest
rzecza zastanawiajaca, Ze konstruktywisci
bardzo rzadko rozwazaja konsekwencje
twierdzenn Godla o niezupetnosci. Twierdze-
nia te zostaly udowodnione w sposéb kon-
struktywny i daja si¢ bez trudu zrekonstruo-
waé¢ w formalnej arytmetyce Heytinga. Zna-
czy to m. in., ze dowdd niesprzecznosci aryt-
metyki Heytinga nie daje si¢ w niej sformali-
zowac, a jesli tak jest, to mozna watpié, czy
w ogodle daje si¢ siormalizowaé¢ w sposdb
konstruktywny.

Konstruktywista powiada, ze zdanie A
jest prawdziwe wtedy i tylko wtedy, gdy daje
si¢ ono konstruktywnie udowodnig, z czego
wynika, Ze zdanie ,arytmetyka Heytinga
jest niesprzeczna” jest bezsensowne, gdyz ani

ono, ani jego negacja, nie maja konstruktyw-
nego dowodu. Nie jest to jednak latwe do
zaakceptowania. Konstruktywista moze si¢
broni¢ powiadajac, ze przeciez nie zada for-
malizacji wszystkiego, gdyzZ jest to niemozli-
we. W szczeg6lnosci, formalizacji i konstruk-
tywizacji nie podlegaja podstawowe prze-
$wiadczenia 0 matematyce, m. in. 0 pierwot-
nos$ci ciagu liczb naturalnych. Taka obrona
czyni jednak przekonanie o roli systemow
formalnych w rozwoju konstruktywizmu
doéé iluzorycznym. Wazniejsze wydaje sig to,
ze konstruktywisci w konicu tez odwoluja si¢
do wiary w niesprzeczno$¢ arytmetyki.

Ogdblny argument konstruktywisty jest
teraz prosty: zagrozenie sprzecznoscia jest
tym mniejsze, im stabsze $rodki dowodowe,
tj. wlasnie konstruktywne, sa akceptowane.
Ale w tym punkcie platonista ma réwnie
prosta odpowiedz: nie ma powodu do rezyg-
nacji ze §rodkow silniejszych, dopoki si¢ nie
wykaze, ze prowadza do sprzecznosci. Uzy-
wajac innej metaforyki, mozna powiedzieé,
Ze spér dotyczy defetyzmu {(konstruktywizm)
i prawa do ryzyka (platonizm), a jego roz-
wigzanie znowu zalezy od tego, kto i jak
wartosciuje.

Konstruktywizm nie jest kierunkiem
jednolitym. Beeson pokazuje to zaré6wno od
strony formalnej — przez poréwnanie roz-
nych formalizacji matematyki konstruktyw-
nej, jak i nieformalnej — za pomoca fikcyj-
nych konwersacji, dotaczonych do wigkszos-
¢i rozdzialéw, pomigdzy stronnikami réz-
nych konstruktywizmow. Owe roznice moga
by¢ interpretowane na niekorzys¢ konstruk-
tywizmu, gdyz — jak si¢ okazuje — jego
intuicyjne podstawy wcale nie sg tak oczywi-
ste, jak to si¢ wydawalo Brouwerowi. Ale
moga one takze stanowi¢ punkt wyjscia dla
interpretacji konfliktu wokoét konstruktywiz-
mu sine ira et studio, bez ukrywajacej emocje
metaforyki sily i bezpieczefistwa, defetyzmu i
ryzyka czy herezji i ortodoks;ji.

Dawno juz zauwaZono, ze mozna mo-
wi¢ o stopniach konstruktywnosci i badaé
konstruktywng zawartos¢ twierdzen mate-
matyki; w latach pigcédziesigtych program
taki zostal zarysowany przez A. Mostow-
skiego. Tego watku zdecydowanie brakuje w
ksiazce Beesona, a jest to spowodowane za-
pewne tym, ze konstruktywisci odrzucaja ja-
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kiekolwiek dyskusje zakladajace prawomoc-
no$¢ matematyki klasycznej.

Ksiazka Beesona jest na pewno wartos-
ciowym kompendium na temat konstrukty-

wizmu. Jednakze nie sadze, aby zmienila
poglad wyrazony w cytacie otwierajacym ni-
niejsza recenzjeg.

Jan Wolenski

Rosemarie Rheinwald, Der Formalismus und seine Grenzen. Untersu-
chungen zur neueren Philosophie der Mathematik, . Verlag Anton Hain,
Konigstein, Ts.,, 1984, str. 204, ISBN 3-445-02321-2.

Donald Monk przypuszcza (Mathemati-
cal Logic, Springer, Berlin 1976, str. 3), ze
wéréd matematykow jest 65%/, platonikow,
30°%, formalistow oraz 5%/, intuicjonistow.
Formalizm jest wigc nadal zywotnym kie-
runkiem w podstawach matematyki i nic
dziwnego, ze bywa przedmiotem odrgbnych
monografii. Recenzowana ksiaZzka jest probg
calosciowego spojrzenia na wspolczesny for-
malizm i jego filozoficzne problemy ze szcze-
gblnym uwzglednieniem tych ostatnich.
Skiada sie z pigciu czesci kolejno poswigco-
nych: pojeciu formalizmu, implikacjonizmo-
wi, modalizmowi, problematyce niesprze-
cznosci, istnienia i prawdy w matematyce
oraz definicjom.

Przypomnijmy, ze kryzys w podstawach
matematyki na przelomie XIX i XX w. za-
owocowal powstaniem trzech alternatyw-
nych i konkurencyjnych stanowisk w filozo-
fii matematyki: logicyzmu, formalizmu i in-
tuicjonizmu.

Formalizm traktowal matematyke jako
kolekcjg abstrakcyjnych, niezinterpretowa-
nych systemow, dla ktérych ostatecznym uza-
sadnieniem sa absolutne dowody niesprze-
cznosci. Hilbert, tworca i glowny przedstawi-
ciel formalizmu, 2adal, aby dowody niesprze-
cznosci byly prowadzone za pomoca tzw.
metod finistycznych; nota bene pojecie
owych metod nigdy nie zostalo nalezycie
sprecyzowane. Nadto formalisci sadzili, Ze
niesprzeczno$é jest koniecznym i wystarcza-
jacym warunkiem istnienia obiektow mate-
matycznych. Poszukiwanie absolutnych do-
wodow niesprzecznosci doprowadzilo do
powstania metamatematyki, czyli ogdlnej
teorit systeméw sformalizowanych.

W metamatematyce formalisci reprezen-
towali skrajnie finitystyczny punkt widzenia i
pod tym wzgledem podzielali wiele pogladow

intuicjonistow. Z kolei oba kierunki réznia sie
zasadniczo w kwestii istnienia obiektow ma-
tematycznych, gdyz intuicjonisci traktuja
niesprzeczno$¢ tylko jako konieczny waru-
nek istnienia; w kwestiach istnienia zachodzi
podobienstwo miedzy formalizmem a logi-
cyzmem. Nawet te pobiezne uwagi wskazuja
na skomplikowany charakter odniesiefi mig-
dzy logicyzmem, formalizmem a intuicjoniz-
mem.

W poczatkach lat trzydziestych mate-
matyczny program Hilberta zostal zachwia-
ny (co najmniej) przez stawne twierdzenia
Gdodla o niezupelnosci systeméw formalnych
zawierajacych  arytmetyke. Rownocze$nie
Tarski wprowadzit do metamatematyki
infinitystyczne metody teoriomnogosciowe,
dzigki czemu metamatematyka stala si¢
niezalezna od rygorystycznych postula-
téow Hilberta. Dalszy rozwéj podstaw mate-
matyki doprowadzit do wykrystalizowania
si¢ nast¢pujacych kierunkéw: teoriomnogos-
ciowego (odpowiednik logicyzmu), teorio-
dowodowego (odpowiednik formalizmu) i
konstruktywizmu (odpowiednik intuicjo-
nizmu); pierwszy jest tez uwazany za pla-
tonizm.

Ewolucja formalizmu daje si¢ ujaé krét-
ko jako przejécie od oryginalnego metama-
tematycznego programu Hilberta do najno-
wszych prob w teorii dowodu. Wydaje mi
si¢, ze monografia o formalizmie powinna te
ewolucj¢ opisaé. Autorka obrala catkowicie
odmienny punkt widzenia i zaczyna swa
ksiazk¢ od proby okreslenia ,formalnego”
w matematyce. Czyni to (str. 25 i dalsze)
poprzez analiz¢ réznych przeciwstawien for-
my i tresci. W rezultacie, czemu trudno si¢
dziwi¢, otrzymuje rézne wersje ,formalizmu”,
ktore w dalszych partiach ksiazki sa ilus-
trowane bardziej konkretnymi pogladami



