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ANDRZEJ SCHINZEL (Warszawa)

Postep w teorii liczb w latach 1978-1988*

11 lat temu wyglosilem odczyt na podobny temat na posiedzeniu Oddzia-
lu Wroclawskiego PTM opublikowany w Wiadomosciach Matematycznych
(Schinzel [1979]). Mowilem wtedy o okresie 1966-1978. Obecny referat
pomyslany jest tak, aby lacznie z poprzednim pokryl caly okres po Migdzy-
narodowym Kongresie Matematykéw w Moskwie, doprowadzajac ten prze-
glad do jesieni 1988 r.

Zanim przejde do omawiania poszczegélnych dzialow teorii liczb, chcial-
bym zreferowaé otrzymane w ostatnim dziesigcioleciu rozwiazania pigciu
klasycznych zagadnien teorii liczb, w porzadku chronologicznym ich po-
stawienia.

A. Hipoteza Eulera z 1769 1.: robwnanie x* + y*+z* = t* nie ma rozwiazan
w liczbach naturalnych.

Elkies [1988] znalazt takie rozwiazania, co wigcej, dowiodl, ze punkty
wymierne leza gesto na powierzchni u*+v*+w* = 1. Nastepnie Frye znalazi
rozwigzanie z najmniejszym ¢, ktore przytaczam:

95800* +217519* + 414560 = 442481%.

B. Hipoteza Waringa z 1770 r. Kazda liczba naturalna jest sumg 19
czwartych poteg liczb catkowitych.

Balasubramanian, Deshouillers i Dress [1986] potwierdzili to przypusz-
czenie, wyznaczajac tym samym g (4), tj. najmniejsza liczbe czwartych poteg
wystarczajaca do przedstawienia w postaci sumy dowolnej liczby naturalnej
(79 wymaga ich dziewigtnastu). Dla wszystkich innych wykladnikéw n liczba
g9(n) byta wyznaczona wczesniej, zatem klasyczny problem Waringa zostal
ostatecznie rozwiazany. Pozostaje do rozwiazania jego modyfikacja pocho-
dzaca od Hardy’ego i Littlewooda, o ktorej bedzie mowa dalej.

C. Problem Gaussa z 1800 r. dotyczacy form kwadratowych dwojkowych.

* Odczyt wygloszony 27 kwietnia 1989 r. na posiedzeniu Oddziatu Warszawskiego PTM,
Z pewnymi uzupelnieniami.
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Gauss rozpatrywal wylacznie formy o $§rodkowym wspoélczynniku parzy-
stym, ale problem mozna latwo przettumaczy¢ na jgzyk wspolczesny. Formy
kwadratowe

ax®>+bxy+cy?, gdzie (a, b, c) =1 oraz b?>—4ac = d (d ustalone),
dzielimy na klasy, zaliczajac f i g do tej samej klasy, jesli
g(x, y) =f(ax+py, yx+9y),

gdzie a, B, y, 6 sa calkowite i «d — fy = 1. Liczbe klas w ten sposob otrzyma-
nych oznaczamy przez h(d). Problem polega na wyznaczeniu wszystkich
ujemnych wyroznikow d, dla ktorych h(d) ma ustalona wartosc.

Gross i Zagier [1986], idac droga wskazana przez D. Goldfelda, podali
rozwiazanie, ktore Oesterlé [1985] ulepszyl nastepnie do postaci (patrz tez

Goldfeld [1985])
[2 ﬁ])
+1 /)

p
Goldfeld, Gross i Zagier otrzymali za ten wynik nagrode¢ Cole’a przy-
znawana co S lat przez Amerykanskie Towarzystwo Matematyczne za prace
z teorii liczb.

1
h(d) > —logld|- H (1—
55 old
p*|d|

D. Hipoteza Mertensa z 1897 r. dotyczaca funkcji Mobiusa.
Funkcja Mobiusa p(n) okreslona jest dla liczb naturalnych wzorem

(n) = (— 1), jesli n jest iloczynem k > 0 roznych czynnikoéw pierwszych;
HIm = 0, W przeciwnym razie.

Mertens przypuszczal, ze funkcja M (x) = ) 5—; u(n) spetnia nierownos¢
IM(x) < /x dla x> 1.

Wynikataby stad hipoteza Riemanna.
Odlyzko i te Riele [1985] dowiedli, ze przypuszczenie Mertensa nie jest
prawdziwe, a nawet pokazali, ze

M M
imsup MY > 1,006,  liminf L)

X =00 \& x— 00 \/;

Z drugiej strony Pintz [1987] dowiodl, ze

M (xo)| > \/;; dla pewnego x, < gt 1054

E. Hipoteza Mordella z 1922 r.: kazda krzywa algebraiczna rodzaju > 1
zawiera tylko skorniczenie wiele punktow wymiernych.

Rodzaj krzywej to liczba ,uszek” odpowiedniej powierzchni Riemanna.
Bardziej algebraicznie mozna krzywe rodzaju > 1 scharakteryzowa¢ przez to,
ze nie sa obrazami krzywych stopnia < 3 przy przeksztalceniach wymiernych.

¢

< —1,0009.
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Faltings [1983] potwierdzil prawdziwos¢ przypuszczenia Mordella, uogol-
niajac je zarazem na dowolne algebraiczne ciala liczbowe. Otrzymal za to
w 1986 r. medal Fieldsa.

Po tym przegladzie rozwiazan klasycznych probleméw przejdg¢ do prze-
gladu systematycznego wedtug nastepujacych dziatow (kolejnos¢ wedtug Ma-
thematical Reviews):

Elementarna teoria liczb i ogdlna addytywna teoria liczb.
Roéwnania diofantyczne i geometria diofantyczna.
Geometria liczb i aproksymacja diofantyczna.
Analityczna teoria liczb.

Algebraiczna teoria liczb i obliczenia teorioliczbowe.

AR S

1. Na uwage “zastuguja nastepujace wyniki:

A. (Heath-Brown [1984]). Istnieje nieskoriczenie wiele liczb naturalnych
n takich, ze n i n+1 maja t¢ sama liczb¢ dzielnikow.
Wynik ten potwierdza przypuszczenie P. Erdosa i L. Mirsky’ego z 1952 r.

B. (Pomerance i Selfridge [1980]). Dla dowolnych liczb naturalnych
m i n istnieje przeksztalcenie f zbioru {1, 2, ..., n} na zbiér {m+1, ..., m+n}
takie, ze (i, f(i)) = 1 dla wszystkich i <n.

Potwierdza to przypuszczenie D. J. Newmana z 1962 r.

C. (Szegedy [1986]). Istnieje efektywnie obliczalna liczba n, taka, ze dla
dowolnych n > n, réznych liczb naturalnych a,, ..., a, zachodzi niero6wnosc

a.

i

max

= n.
ij (a; aj)

Stanowi to zasadniczy krok na drodze do dowodu przypuszczenia R. L.
Grahama z 1970 r.

D. (Heath-Brown [1987]). Istnieja state ¢ > 0 i k > 0 takie, ze kazdy zbior
liczb naturalnych < x nie zawierajacy zadnego postgpu arytmetycznego
tréjwyrazowego jest mocy < kx/(logx)".

_ Taka stala k istnieje zapewne dla kazdego c¢, ale poprzedni wynik w tym
kierunku, pochodzacy od K. F. Rotha z 1953 r., zawieral tylko oszacowanie
O (x/log log x). ‘

' 2. A. Stawne twierdzenie Thuego z 1909 r. orzeka, ze kazde réownanie
diofantyczne

F(xa y)=a,

ngie F jest forma nieprzywiedina stopnia r > 3 i a # 0, ma tylko skonczenie
w1ele. rozwiazan catkowitych. Bombieri i Schmidt [1987] dowiedli, ze liczba
rolzlquaﬁ. wlasciwych tego rownania, tj. takich, ze (x, y) = 1, nie przekracza
cr- ™, gdzie ¢ jest stala absolutna, a t jest liczba roznych czynnikow pierw-
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szych liczby a. Dla a = 1 oszacowanie to jest najlepsze z dokladnosciag do
stalej c.

B. Poniewaz dla n > 3 krzywa x"+y" = 1 jest rodzaju > 1, wigc z twier-
dzenia Faltingsa wynika, Zze dla kazdego n > 3 rownanie Fermata x"+ y" = z"
ma tylko skonczona liczbe rozwiazan wlasciwych. Stad juz stosunkowo latwo
Heath-Brown [1985] wyprowadzit wniosek, ze dla prawie wszystkich n row-
nanie Fermata nie ma rozwiazan w liczbach naturalnych (w sensie gestoSci
wykladnikow zlozonych). W przypadku wykladnikow pierwszych postep
zostal dokonany dzigki pracom Adlemana i Heath-Browna [1985] oraz
Fouvry’ego [1985]. Wynika z nich, ze dla nieskonczenie wielu liczb pierwszych
n réwnanie x"+ )" = z" pociaga za soba podzielnos¢ n|xyz.

3. W geometrii liczb do odnotowania mamy dwa wazne wyniki dotyczace
form kwadratowych o wspélczynnikach rzeczywistych.

A. (Margulis [1987]). Dla n>3 kazda forma nieokreSlona
feR[x,, ..., x,] taka, ze dla n <5 jest [ # Ag, ge Z[x,, ..., x,], przyjmuje
w punktach catkowitych # 0 wartosci dowolnie bliskie O.

Dla n > 5 stanowi to potwierdzenie przypuszczenia Oppenheima z 1929 r.

B. (Kabatianskij i Lewensztejn [1978]). Kazda forma kwadratowa dodat-
nio okreslona feR[x,, ..., x,] przyjmuje w punkcie calkowitym 7 0 wartos$¢
nie przewyzszajaca liczby

20,802+0(1) glln (}C )—Z/n’
n

gdzie 2 jest wyrdznikiem formy f, za§ x, objgtoscia kuli n-wymiarowe;j.
W analogicznym oszacowaniu Blichfeldta z 1929 r. wykladnik przy potedze
dwdjki byt postaci 1+o0(1).

W teorii aproksymacji diofantycznych na uwage zasluguja nastgpujace
wyniki:

C. (Apéry [1981], patrz tez van der Poorten [1979]). Liczba {(3) jest

niewymierna. Niewymierno$¢ liczby {(2) byta udowodniona przez Legendre’a
w 1794 r.

D. (Bombieri i Vaaler [1983]). Dla kazdej macierzy catkowitej 4 rzedu
m majacej m wierszy i n kolumn (n > m) istnieje n—m wektoréw catkowitych
x; = [Xi15 ..., Xin] (1 <i<n—m), liniowo niezaleznych i takich, ze

Ax; =0 (1<i<n—m),

n—m

[1 max|x;| < /det 44",

i=1 i<n

4. A. Koniagin [1981] i niezaleznie McGehee, Pigno i Smith [1981]
rozwiagzali problem Littlewooda z 1948 r., dowodzac, ze istnieje stala ¢ > 0
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taka, ze dla dowolnych réznych liczb catkowitych n, ..., ny norma w metryce
[} wielomianu trygonometrycznego spetnia nieréwnoscé

2n N
f 1Y é™*dx > clogN.
0 k=1

Znalezione oszacowanie jest najlepsze mozliwe z dokladnoscia do stalej c.

B. W badaniu funkcji { Riemanna dokonano niewatpliwego postepu
w obliczeniach numerycznych. Van de Lune, te Riele i Winter [1986]
stwierdzili, ze pierwsze 1,5-10° zer funkcji ¢ lezy na prostej krytycznej.
Kuzniecow [1989] anonsowal wazny rezultat teoretyczny

T
[ILG+it)Pdt < c() T
0

dla kazdego ¢ > 0, ktory jednak nie zostal dotychczas powszechnie zaakcep-
towany (dowod' nie -ukazat si¢ jeszcze drukiem).

C. W teorii rozmieszczenia liczb pierwszych notujemy pewien postep
w badaniu zmian znaku funkcji n(x)—lix. H. te Riele [1987] dowioddl, ze
pierwsza zmiana znaku zachodzi ponizej 7-1037° a Kaczorowski [1985]
wykazal, ze istnieja x, i ¢ >0 takie, ze dla x > x, liczba zmian znaku
W przedziale [1, x] jest wigksza niz clog x. Pigédziesiat lat wczesniej to samo
oszacowanie zostato podane przez A. E. Inghama, przy pewnym dodatkowym,
dotad nie udowodnionym zalozeniu o zerach funkcji (.

W oszacowaniu roznic migdzy kolejnymi wyrazami ciagu liczb pierwszych
P, osiagnieto nastgpujace rezultaty:

) 1 — 1 )
lim sup%”—p"2 P (Mozzocchi [1986]),

logp, 20 384

2
(Pr+1—po)logs p)* e,

lim su >
Plog pnlog, p,-log, p,

gdzie y jest stala FEulera, za§ c¢=132... pierwiastkiem rownania
4/c = 3+¢™** (Maier i Pomerance [19881); log, x oznacza tutaj k-ta iteracje
funkcji logx. Postep wyraza si¢ w skladniku —siz i w czynniku c.

D. Maier i Tenenbaum [1985] dowiedli, ze prawie kazda (w sensie

gestoscei) liczba naturalna ma dwa dzielniki d, i d, takie, ze d, < d, < 2d,.

Maier i Tenenbaum rozwiazali w ten sposob problem postawiony przez

P. Erdésa w 1934 r. i otrzymali oden nagrod¢ 600 dolarow. Dowiedli oni na-

Wet wigcej, a mianowicie, ze-dla prawie wszystkich liczb naturalnych n funkcja
Ad(n)=max ) 1

a din
a<d<ea

Spefnia nierdwno$¢ A(n) > (loglogn) przy pewnym c > 0.
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Funkcja 4(n) wprowadzona przez C. Hooley’a okazala si¢ przydatna
w wielu pozornie ze soba nie zwiazanych zagadnieniach teorii liczb.

E. Modyfikujac klasyczny problem Waringa, Hardy i Littlewood wprowa-
dzili w 1920 r. funkcj¢ G (n) okreslona jako najmniejsza liczba n-tych poteg
liczb calkowitych nieujemnych, wystarczajaca do przedstawienia w postaci
sumy kazdej dostatecznie duzej liczby naturalnej. Vaughan [1989] dowiodt, ze

GO <19, GO)<29, G(N<4l, GO <S5, GOKTS, G(10)<93
oraz "
G (n) < 2n(logn+logloglogn+1+log2+o(1)).

F. Iwaniec i Mozzocchi [1988] dowiedli, ze dla kazdego ¢ > 0 liczba

punktéw kratowych lezacych w kole o $rodku 0 i promieniu \/;c rozni si¢ od
pola kota nx o mniej niz c(e)x"/22**. W oszacowaniu Sierpjniskiego z 1906 r.
zamiast 7/22+¢ wystgpowala 1/3.

G. Na pograniczu analitycznej i algebraicznej teorii liczb w Mathematical
Reviews umieszcza si¢ prace o wspolczynnikach rozwinig¢ Taylora funkcji
wymiernych, czyli ciagach rekurencyjnych liniowych. Dla kazdego takiego
ciagu u, istnieje robwnanie minimalnego rz¢du postaci

U, =a U1 +a U+ ... +a U,y

Przy zalozeniu, Ze ciag u, zawiera nieskonczenie wiele wyrazow roéznych od 0,
rOwnanie powyzsze jest wyznaczone przez ten ciag jednoznacznie. Niech

h
xk—a X} - —a =[] (x=0y)%,
i=1

gdzie 6, sa réznymi liczbami zespolonymi. Ciag u, nazywamy niezdegenerowa-
nym, jesli zadna z liczb 0,/0; (1 < i~<j < h) nie jest pierwiastkiem z jednosci.
Van der Poorten i Schlickewei [1982] (patrz tez Evertse [1984]) dowiedli, ze
dla kazdego ciggu niezdegenerowanego zachodzi rownosé

lo
Iim M = max log|0,.

n—oo n 1<i<h

5. Rozwiazanie problemu Gaussa mozna wystowi¢c w jezyku ideatow
pierScieni liczb calkowitych cial algebraicznych. Inny problem zwiazany
z pracami Gaussa, chociaz nie postawiony przezen explicite, zostal rozwigzany
przez Matthewsa [1979]. Podal on jawny, cho¢ do$¢ skomplikowany, wzor
dla sum postaci Y 52§ exp (2r in®/p), gdzie p jest liczba pierwsza, za$ e = 3 lub
4. Dla e = 3 wz6r zawiera funkcje eliptyczne, lecz dla e = 4 jest porownywalny
z klasycznym wzorem Gaussa (¢ = 2). Poza tymi wynikami zapewne najwaz-
niejszym osiagni¢gciem omawianego okresu w algebraicznej teorii liczb byt
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dowdd tzw. gldownego przypuszczenia o ciatach cyklotomicznych, podany
przez Mazura i Wilesa [1984]. Ze wzgledu na techniczny charakter tego
wyniku nie bed¢ go tutaj omawial. Wspomn¢ natomiast o dwoch pracach
teoretycznych z zakresu obliczen teorioliczbowych.

Adleman, Pomerance i Rumely [1983] podali algorytm rozstrzygnigcia,
czy liczba n jest pierwsza, wymagajacy co najwyzej

(lOg n)c logloglogn

operacji. A. K. Lenstra, H. W. Lenstra, Jr. i L. Lovasz [1982] podali algorytm
rozkladania na czynniki wielomianéw o wspotczynnikach calkowitych wyma-

gajacy
' O (n'*+n°(ogllf1)?)

operacji, gdzie n jest stopniem wiclomianu f, a || f| pierwiastkiem kwa-
dratowym z sumy kwadratow jego wspolczynnikow.
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