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O pewnych wynikach uzyskanych
w Instytucie Matematycznym PAN*

Na takich imprezach jak dzisiejsza zwyczajowo wyglasza si¢ referat
analizujacy osiagnigcia pracownikoéw instytucji obchodzacej jubileusz. Nie
jestem przekonany, czy obchodzenie naszego jubileuszu w formie okolicznos-
ciowej akademii jest potrzebne. Wydaje mi si¢, ze zorganizowanie konferencji
np. z topologii przyniostoby wigksza korzysc. Nie zdotalem jednak przekonaé
0 tym organizator6w. Natomiast majac wolng rgk¢ przy wyborze prezen-
towanych osiagni¢é, postanowilem w miare szczegolowo omowic trzy wybrane
rezultaty naszych kolegow. Nie wymieni¢ ich nazwisk, zostawiajac stuchaczom
domyslenie si¢, o kogo chodzi. Czytelnicy Wiadomosci Matematycznych znajda
odpowiedz ukryta dalej w tekscie.

1. Spektralna charakteryzacja funkcjonalow liniowo-multyplikatywnych
w algebrach Banacha. Homomorfizmy algebr Banacha w cialo C liczb
zespolonych, czyli funkcjonaty liniowo-multyplikatywne, odgrywaja funda-
mentalng rolg¢ w teorii algebr Banacha, w szczegdlnosci przy konstrukcji
odwzorowania Gelfanda, bedacego abstrakcyjna wersja transformaty
Fouriera. -

Powstaje pytanie, jak scharakteryzowaé te funkcjonaty w klasie funkcjo-
naléw liniowych. Warunki konieczne sa oczywiste. Mianowicie zalézmy, ze
A jest algebra Banacha z jedynka e spelniajaca |e| =1, a funkcjonat
®: A-C jest liniowo-multyplikatywny. Wowczas

() () =1,

(i) @(x)#0 dla kazdego elementu x odwracalnego w A.

- Otoz okazuje sig, ze te warunki sa juz wystarczajace.

SR YIN

* Referat wygloszony 16 grudnia 1988 r. z okazji 40-lecia IM PAN.
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TWIERDZENIE. Niech ®: A — C bedzie funkcjonalem liniowym speiniajqcym
() i (ii). Wowczas dla dowolnych x, ye A zachodzi réwnosé

(iii) P(xy) = ¢(X) P (y).
Ponadto ||®|| = 1.

Dowdd. 1° Funkcjonal @ jest ograniczony. Istotnie, zaldézmy, ze xe A
i |x|l < 1. Woéwczas element te—x jest odwracalny dla kazdego teC spel-
niajacego nieréwnos¢ |t| > 1, a stad

G(te—x) = t—®(x) #0.
Zatem |®(x)| <1 i |®] = 1.

2° (Podstawowy krok déwodu). Niech x bedzie dowolnym, ustalonym
elementem algebry A. Pokazemy, ze

S =(Bx) dlan=1,2,..

Bez zmniejszania ogélnoéci mozna zatozy¢, ze || x| = 1. Rozpatrzmy funkcj¢
zmiennej AeC okreslona wzorem f(1) = ®(e**). Z definicji elementu e*
w A wynika, ze

ooA An 0 An
fy=2 (zu, ) Pt
n=0M

Zatem f: C — C jest funkcja catkowita, f(0) = 1 oraz f(4) # 0, bo e** jest
odwracalne dla AeC. Ponadto z nier6wnosci

(") < Ix") < x| =1
wynika, zZe

wlﬂ

PETEE il

e

n=0

= el#,

|f (A =

Poniewaz f(4) #0 dla AeC, wiec istnieje funkcja catkowita g taka, ze
f(A) = e*P. Z pozostalych warunkoéw wynika, ze

1) g(0)=0 oraz |Reg(A)| <[4 dla ieC.
Wykorzystamy teraz nastgpujacy (pokrewny twierdzeniu Liouville’a)
LEMAT. Jezeli funkcja calkowita g spelnia (1), to jest postaci g(4) = cA.
Dowdd. Rozwazamy funkcj¢ pomocnicza

r*(g(A)—4g'(0)
(g (2)—Ag (0)=2(1+1g' Q)))’

gdzie r >0, k=2, 3, ... Stosujac zasadg maksimum i indukcje wzgledem k,
stwierdzamy, iz ¢ (0) = 0 dla k = 2, 3, ... Korzystamy przy tym z tego, ze dla

hk r (}‘)
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dowolnego A spelniajacego |A| =r, z warunku |Reg(4)] <|i] wynika nie-
rOwnos¢

lg(1)—Ag' (0)) < |g(A)—Ag’ (0)—2r (lg’ (0)| +1)|;
wynika stad, Ze istnieje ce C takie, ze f(4) = e*. Zatem P (e**) = €, czyli

Y A" (x"/nl =3 A"c"/nl.
Z dowolnosci A i jednoznacznosci wspolczynnikéw wnioskujemy, ze
O(x)=c"=(P(x)" dlan=23,..

3° Dla dowolnych x, ye A zachodzi (iii).

Dla algebr przemiennych fakt ten jest oczywista konsekwencja poprze-
dniego kroku dowodowego i tozsamosci (x+ y)?—x2—y? = 2xy. Dla algebr
nieprzemiennych mamy tozsamosc¢

(x+y)P—x*—y* = xy+yx,

z ktorej wynika tylko, ze 2 (x)®(y) = @ (xy+yx). Okazuje si¢ jednak, ze
mozna podaé czysto algebraiczny dowod kroku 3° wymagajacy jedynie pew-
nych dalszych tozsamosci wielomianowych.

Omawiane tu twierdzenie udowodnili A. M. Gleason oraz niezaleznie J.-P.
Kahane wspolnie z pracownikiem IM PAN. Jest to wigc bardzo dobry
przyklad ,joint venture” z udzialem kapitalu zagranicznego. Zostalo ono
odkryte zadziwiajaco pdzno, bo dopiero w koncu lat szescdziesigtych, gdy
ogolna teoria algebr Banacha byla juz w pelni uksztaltowana. Twierdzenie to
weszto pozniej do podrgcznika W. Rudina Functional Analysis.

2. Topologiczna réwnowaznos$¢ przestrzeni Banacha ustalonego ciezaru.
Omawiane nizej rezultaty uzyskano na przelomie lat siedemdziesigtych
1 osiemdziesiatych. Ich punktem wyjscia byl wynik nastepujacy:

TwierpzeniE (Kadec, Anderson, 1966). Kazda nieskoriczenie wymiarowa
osrodkowa przestrzen Banacha (ogdlniej, kazda nieskoriczenie wymiarowa osrod-
kowa przestrzen Frécheta, tzn. liniowo-metryczna, zupeina, lokalnie wypukia) jest
homeomorficzna z przestrzeniq I°.

Nasuneto si¢ naturalne pytanie, czy fakt ten da si¢ uogo6lni¢ na przypadek
przestrzeni nieoSrodkowych. Pozytywna odpowiedz na to pytanie — to drugie
z omawianych dzi§ osiggnie¢ pracownikow IM PAN. Uzyskanie tego rezul-
tatu wymagalo wprowadzenia nowych technik opartych na istotnej modyfika-
cji techniki Andersona zbioréw zaniedbywalnych i prawie zupelnego odejscia
od liniowych metod przestrzeni Banacha wystgpujacych w podejsciu Kadeca.

Techniczne skomplikowanie dowodéw, limit czasu, a takze moje niepetne
Zrozumienie przedmiotu zmusza mnie do podania jedynie podstawowych
wynikow i ograniczenia si¢ do paru komentarzy dotyczacych uzytych srodkow
dowodowych.
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Cigzarem w(X) przestrzeni metrycznej X nazywamy minimalng moc bazy
otoczen w X. Jezeli A jest zbiorem nieskonczonym mocy |A4|, to cigzar
przestrzen Hilberta [?(A4) jest rowny |A4|; symbolem [*(4) oznaczamy prze-
strzen wszystkich funkcji f: 4 — C takich, ze zbior {a: f(a) # 0} jest prze-
liczalny i )| f(a)l* < oo; jezeli A jest zbiorem liczb naturalnych, to I*(4) jest
zwykla przestrzenia I°. Cigzar przestrzeni metrycznej jest oczywiscie niezmien-
nikiem topologicznym. Okazuje si¢, ze ci¢zar nieoSrodkowych przestrzeni
Banacha calkowicie charakteryzuje ich typ topologiczny:

TwierDZENIE 1. KaZda przestrzenn Banacha (ogdlniej, kazda przestrzen
Frécheta) ciezaru |A| > N, jest homeomorficzna z 1*(A).

Twierdzenie to jest konsekwencja nastgpujacej topologicznej cliaraktery-
zacji przestrzeni 1*(A4) w klasie przestrzeni metrycznych zupetnych:

TwierDZENIE II. Niech X bedzie przestrzeniq metryczng zupelng. Wowczas
nastepujqce warunki sq rownowazne:
(@) X ~ I?(A) (czytaj: X jest homeomorficzne z 1 (A)),
(b) X ma nastepujgce wiasnosci:
1) w(X) =14,
(ii) X € AR (czytaj: X jest retraktem absolutnym),
(i) X ~ X xI?,
(iv) Istnieje w X metryka ¢ rownowazna metryce danej i taka, Ze kazde
odwzorowanie ciggle

) f: AxQ->X

(gdzie Q oznacza kostke Hilberta I™°, A zas jest dyskretne) jest o-jednostajnie
aproksymowalne takimi odwzorowaniami ciqglymi g: AxQ — X, ktore prze-
prowadzajq widkna ({a} % Q),.4 W rodziny o-dyskretne.

Uwaga. Jezeli w twierdzeniu II zastapimy warunek (ii) stabszym warun-
kiem X eANR (absolutny retrakt otoczeniowy), otrzymamy topologiczna
charakteryzacje rozmaitosci zupelnych modelowanych na przestrzeni Hilberta.

W kregu tych idei pozostaje tez nastepujacy wynik:

TwierRDZENIE III. Przeliczalny produkt topologiczny niezwartych metrycz-
nych przestrzeni AR jest homeomorficzny z przestrzeniq Hilberta.

Przejde teraz do uwag dotyczacych dowodéw twierdzen I i II. Otoz prosto
dowodzi si¢ implikacji:

Twierdzenie 11 pociqga za sobq twierdzenie 1.

Dowod. Jezeli X jest przestrzenia Frécheta oraz w(X) = |4] > ¥, to

X € AR na mocy twierdzenia Dugundjiego z lat piecdziesiatych. Wiasnos¢ (iii)
jest konsekwencja twierdzenia Kadeca—Andersona i nastgpujacego wyniku:
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TwieRDZENIE (Bartle i Graves, 1956). Kazda podprzestrzen liniowa dom-
knieta X przestrzeni Frécheta Y jest jej topologicznym skiadnikiem prostym, tzn.
Y jest homeomorficzne z pewnym produktem X x Z.

Pozostaje jeszcze sprawdzenie warunku (iv). Z pewnika wyboru wynika, ze
w zbiorze A istnieje dobry porzadek < taki, ze

Vs {d'€A: d < a}| <|A].

Niech dane bedzie przeksztalcenie ciagle f: Q x A —» X. Ustalmy ¢ > 0 1 do-
wolng przesuwalna rownowazng metryke ¢ na X. Funkcje g okreSlamy przez
indukcje pozaskonczona. Rozpoczynamy od najmniejszego elementu aO W po-
rzadkn <, oznaczajqc

g(ao, 9) = f(ag,q) dla geQ.

Przypusémy, ze dla pewnego ae A okresliliSmy funkcje ciagla g na zbiorze
1,xQ, gdzie' I, = {a': a, < a’ < a}. Niech X, bedzie domkni¢ta podprze-
strzenia liniowa przestrzeni X generowana przez zbior

g, xQuf({a} xQ).
Latwo sprawdzié, ze w(X,) < w(X) (korzysta si¢ tu z tego, ze funkcje f i g sa
ciagle, za§ {a} x Q jest zwarte, wigc osrodkowe). Istnieje zatem element x,
w kuli {x: g(x, 0) < &} nie nalezacy do X,. Definiujemy

g, g =f@a g+x, dlageQ.
Tak okreslone g spetnia warunek

elg(a @), f(a,q)<e dla (a,9)e4xQ

oraz przeprowadza widkna ({a} x Q}),c.s W rodzing o-dyskretna.

W dowodzie twierdzenia I1 wykorzystuje si¢ modyfikacje réznorodnych
technik stworzonych przez wielu matematykow, m.in. przez R. D. Andersona,
Binga, Edwardsa i Hendersona. Zamiast bezposrednio dowodzi¢ istnienia
homeomorfizmu z X na I1?(4), dowodzi si¢ istnienia tzw. przyblizonego
~homeomorfizmu (odwzorowanie h: Y— Z nazywamy przyblizonym homeomor-
fizmem, gdy dla kazdego otwartego pokrycia J zbioru Z istnieje homeomor-
fizm f 7z Y na Z taki, ze dla kazdego ye Y obrazy h(y) i f(y) leza w tym
Samym elemencie pokrycia %).

Wazna role odgrywa nastgpujacy wynik, zwany kryterium Binga:

: TWIERDZENIE. Niech Y i Z bedq przestrzeniami metrycznymi zupeinymi.
Odwzorowanie ciggle n: Y— Z jest przyblizonym homeomorfizmem wtedy i tylko
Wtedy, gdy n(Y) jest geste w Z oraz spelniony jest nastepujgcy warunek: dla
kazdego pokrycia U przestrzeni Y oraz pokrycia ¥  przestrzeni Z istnieje
Otwarte pokrycie W przestrzeni Z i przyblizony homeomorfizm f: Y— Y taki, ze
dla kazdego yeYobrazy n(y) i nf(y) nalezq do tego samego elementu pokrycia
V" oraz fn~ Y(#") jest rozdrobnieniem pokrycia U.
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W nastgpnym kroku dowodu twierdzenia 11, korzystajac z (iv) konstruuje
si¢ przyblizone homeomorfizmy z /> (A4) do X na uzupehieniach o-dyskretnych
obrazdéw zbioru AxQ w X. ’

3. Ograniczono$é pewnej klasy operatoréw singularnych w I?(R). Ponizej
omoéwione rezultaty, pochodzace z nieukonczonej jeszcze pracy, dotycza
problematyki klasycznej. Twierdzenia Riesza i Titchmarsha méwia, ze dla
kazdego pe(1, o) transformata Hilberta

2 fx)
[ -fm y—xdx

indukuje operator liniowy ograniczony z I?(R) do I?(R).

Fakt ten ma wielorakie uogoélnienia. Michlin i Hérmander rozpatrywali
operatory splotut w R" z jadrami o ujemnej jednorodnosci —n. Calderén
i Zygmund wyrdznili klase takich jader, ktorych multyplikatory utozsamili
z funkcjami na sferze S, _, i ktore, méwiac nieprecyzyjnie, na liniach prostych
zachowuja si¢ tak jak transformata Hilberta.

Innym analogonem transformaty Hilberta jest operator Calderona

‘f - fx)dx
Joy—x+ila(y)—ax)y

gdzie (x, a(x)).er jest wykresem pewnej krzywej lipschitzowskiej (przypadek,
gdy krzywa ta jest o§ x, tzn. gdy a(x) = 0, odpowiada transformacie Hilberta).

Rozlozenie operatora Calderona na formalny szereg potegowy doprowa-
dzito Coifmana i Y. Meyera do badania tzw. komutatorow

2 (a(y)—ax)
§ AR s

W latach osiemdziesiatych David i Journé stwierdzili, Ze ograniczonos¢
komutatorow jest szczegodlnym przypadkiem wyniku odnoszacego si¢ do
ogolniejszej klasy jader dystrybucyjnych. Kryteria p-ograniczonosci operato-
row indukowanych przez takie jadra sformulowali oni w terminach klasy
BMO (bounded mean oscillation).

W tych samych latach Burkholder i Bourgain badali transformaty Hilberta
funkcji o wartosciach wektorowych (w przestrzeniach Banacha). Ograniczo-
no$¢ tych transformat okazata si¢ rownowazna ograniczonosci tzw. transfor-
mat martyngatowych (nb. wynik ten byl nowy nawet w przypadku ska-
larnym).

Omawiany ponizej rezultat pracownika IM PAN (ktory z koniecznosci
podaje w bardzo uproszczonej wersji) taczy podejscie Davida i Journé
z podejsciem Burkholgera i Bourgaina. Dla jego sformutowania przytoczymy
kilka definicji.
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Niech # oznacza zbior wszystkich przedzialéw diadycznych
I, =[s2", (s+1)2"], s,neZ.
Przez uklad Haara na prostej R rozumiemy uklad {h;,}s.cz utworzony
z funkcji
hsn = 272 (Xh,_,,- 1 T Xlzgs1n- ,),

gdzie y oznacza funkcj¢ charakterystyczna zbioru E. Innymi stowy, rozpa-
trywany uklad powstaje przez diadyczne przeskalowania i translacje jednej
funkcji
1 dla0<x<1%,
hoo(x)=< —1 dlat<x<l,
0 dla pozostalych xeR.

Z kolei zdefiniujemy przestrzen BMC, (bedaca diadyczna modyfikacja prze-
strzeni BMO). Rozpatrujemy klasg wszystkich funkcji mierzalnych f: R—C,
dla ktérych skoniczona jest poinorma

I/ Iamo, = sup III"IIIf(X) ¢ldx < o,

Ies
gdzie ¢, = |I|"' |, f(x)dx.

TWIERDZENIE. Niech @: # x # —C bedzie formg dwuliniowq, gdzie
H oznacza przestrzer liniowq rozpietq na funkcjach charakterystycznych prze-
dzialow I,. Oznaczmy

wEn = sup [P (hS . hYi 2l

gdzie ¢, ne{0, 1}, ke Z, symbol hl, oznacza |h,,|, a hy, = hy,. Zalézmy, ze
3) Y log 2+ [k(wit +wi®+wd?) < 0.

keZ

Niech 1 < p < 0. Wowczas warunkiem koniecznym i dostatecznym na to, aby
Istnial operator liniowy ograniczony

T: IP(R)— I*(R)

taki, ze

“ [ (TR K (x)dx = ®(h, 1)  dla h, We s,
Jest )

(5) Y @ (hyp, 1), ,€ BMO,, qua, sn) s, € BMO,,
gdzie "

(6) (1, hy) =Y Pty 0 1)

keZ

2 — Wiadomosci Matematyczne XXIX
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a ®(h,,, 1) okresla sie podobnie. Szereg po prawej stronie réwnosci (6) jest
absolutnie zbiezny na mocy (3).

Dowdd sformutowanego powyzej twierdzenia opiera si¢ na przedstawieniu
formy dwuliniowej @ w postaci sumy kilku szeregéw nieskonczonych pewnych
,wzorcowych” form liniowych, indukowanych przez operatory liniowe
T, U, (ke Z), gdzie

’I;c(hs,n) = hs-Hc,m Uk (hs,n) = Ihs+k,n| _Ihs,nl'
Operatory P, i M, zdefiniowane sa wzorami
Pa (hs,n) = as,n 27" XI;,.,’ Mb (hs,n) = bs,n hs,n’

gdzie a = (a,,) i b = (b,,) sa pewnymi macierzami liczbowymi (s, n€ Z) oraz
bel*(Z x Z). Poszukujemy operatora T w postaci

(N T=YTM,;+>UM;+Y (U M,)*+P,+Pk.
k k k

Warunek zgodnosci (4) formy dwuliniowej @ z operatorem T wyznacza
macierze b,, b;, by, a, a jednoznacznie. Warunek (5) pociaga za soba
p-ograniczono$¢ operatorow P, i P, (przez interpolacjg).

Operatory M, sa pewnymi transformacjami martyngalowymi. Ich p-
ograniczonos$¢ to klasyczny wynik Paleya—Marcinkiewicza. Dokladniej mo-
wiac, zachodzi oszacowanie

”Mb”Lp(R) < Cp S:l'? lbs,n"

Operatory T, i U, sa kombinacjami liniowymi ztozen czterech transformat
martyngalowych. Dokiadna analiza pokazuje, ze

1Tl oy < Co108 @+ 1K), 1Tl Lur, < ¢y log 2+ 1K)

Warunek (3) gwarantuje absolutna zbieznosé szeregéw wystepujacych w (7).
W taki sposOb pokazuje sig, ze warunek (5) jest wystarczajacy.

Oprocz powyzszego twierdzenia udowodnione zostaly pewne jego modyfi-
kacje, w ktorych przestrzen S zastepuje si¢ odpowiednimi klasami funkcji
gladkich. Pozwalaja one otrzyma¢ wszystkie wyniki Davida-Journé
0 p-ograniczonosci. .

‘gjS1, vzsnapej, 1 YAZounio] BYAIUSH ‘DYZBIYZ BMBISAIM
emisionejodsm qn| emisiojne yiukm oufdoy A|fq sueimew



