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WIiestaw PLESNIAK (Krakow)

Zastosowania nierownos$ci Markowa
w analizie rozniczkowej*

Powszechnie znana nierowno$¢ Markowa mowi, ze dla kazdego wielo-
mianu p stopnia nie wigkszego od n

(1) PO <n?[pl-ry  xe[—1, 11,
gdzie ||p|l;:=sup {lp(x)|: xel}, przy czym dla wiclomianéw Czebyszewa
T,(x) = cos(narccosx) (xe[—1,1])
otrzymujemy rownos¢
(1) = n? | Tyl 1.0 = 7.

Historia tej nierownosci liczy juz jeden wiek. Doktadniej, w 1887 roku D. L.
Mendelejew (w zwiazku z badaniami zaleZnosci cigzaru wlasciwego roztworu
od stezenia substancji) poszukiwal oszacowania pochodnej p’(x) na przedziale
[—1, 1] dla wiclomianu p o normie {pl[;-1,1; < 1. Mendelejew znalazl takie
oszacowanie dla wiclomianow stopnia 2, natomiast rozwigzanie ogolne podat
w postaci nierownosci (1) Andriej Andriejewicz Markow w roku 1889,
opublikowane w pracy [MaA]. Dokladne oszacowanie dla k-tej pochodnej
wielomianu p znalaz} 3 lata p6zniej jego brat W. A. Markow [MaW]. Ma ono
postaé

nt(n*—1y... (n*—(k—1)?)
1-3-...-2k—1)

(2) P (x)] < IPlig-1.11
dla xe[—1,1] oraz k=1, 2, ..., n, przy czym dla kazdego k otrzymuje si¢
rownos$¢, gdy wielomian p jest (z dokladnoscia do stalego czynnika) wielo-
mianem Czebyszewa T, oraz x = 1.

Nieréwnos¢ Markowa (1) znalazta zastosowanie w wielu konkretnych
zagadnieniach techniki, np. w optyce (zob. [RaSh], str. 20 i podane tam

* Odczyt plenarny wygloszony przez autora na Sesji Naukowej PTM w Poznaniu w dniu 14
wrzesnia 1988 roku.
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referencje). Jest ona tez podstawowym narzgdziem w teorii aproksymacii,
szczegbOlnie w konstruktywnej teorii funkcji. Z tego powodu nier6wnosé
Markowa stala si¢ punktem wyjscia niezliczonej ilosci badan i obrosla juz
w niezmiernie bogata literature. Z naturalnych powodéw badania te skupialy
si¢ gléwnie na przypadku jednej zmiennej, a podejmowane byly przez takich
matematykow jak S. N. Bernstein, G. Szegd, A. Zygmund, P. Turan. Swietny
przeglad jednowymiarowej teorii nier6wnos$ci Markowa znajdzie Czytelnik
w cytowanej juz monografii [RaSh].

Uogolnienia na przypadek wielu zmiennych powstawaly z duzym trudem
1 dotyczyly glownie sytuacji dajacych si¢ latwo sprowadzi¢ do przypadku
jednowymiarowego (np. wersje nierownosci Markowa dla zbiorow zwartych
wypuklych w R¥ — Coatmelec [Co], czy tez ogélniej, dla zbioréw z wlasnos-
cig rownolegloscianu — Zerner [Ze], Baouendi i Goulaouic [BaGu]). Pew-
nym postepem w tej dziedzinie byla metoda oparta na whasnosciach funkcji
ekstremalnej Siciaka @, skojarzonej ze zbiorem zwartym E w CV, okre$lonej
wzorem '

@, (x) = sup {|p(x)|"/4¢?. pe P(E)} dla xeCV,

gdzie P (E) jest rodzina wielomianow z C" do C, roéznych od stalych, o normie
pllz < 1. Dzigki tej metodzie uzyskano wersje nierownosci Markowa dla
szerokiej klasy zbioréw zwartych w CN zawierajacej m.in. zbiory z wlasnoscia
roéwnolegloscianu (zob. [P11], [Si1]). Zaden z tych rezultatéw nie obejmowat
jednak przypadku zbiordw z zerowymi ostrzami. Na pierwszy wynik w tym
kierunku trzeba bylo czekaé stosunkowo dlugo, bo do roku 1980, kiedy to
Goetgheluck [Gt] oszacowal pochodne wielomianéw dwoch zmiennych na
zbiorze

E,={(x,»)eR: 0<x<1,0<y<x?, p=Ll

Rezultat Goetghelucka byl dla autoréw pracy [PaPll] inspiracja do badan
nad wersja nierOwnosci Markowa dla rodziny zbiordw semianalitycznych
w RY (do ktérej oczywiscie naleza zbiory E,) i ogolniej, dla zbioréw
subanalitycznych. Przypomnijmy tutaj, ze zbiér E w R" nazywamy semianali-
tycznym, jezeli do kazdego punktu xeRY mozna znalezé otoczenie U,
i skoficzona rodzing funkgji f;;, g;; analitycznych rzeczywistych w U, taka, ze

EmUx=Uﬂ{f;'j>0’gij:0}'
i

Rzut zbioru semianalitycznego (wzglednie zwartego) nie musi by¢ zbiorem
semianalitycznym (zob. [Lol], str. 133-135). Dolaczajac do rodziny zbiorow
semianalitycznych ich obrazy poprzez odwzorowania analityczne wilasciwe,
otrzymujemy rodzing zbiorow subanalitycznych (zob. np. [Bi]). Inaczej,
wedtug definicji pochodzacej od Lojasiewicza i jego uczniow, zbioér E < RY
nazywamy subanalitycznym, jesli do kazdego punktu xeRM mozna dobraé¢
otoczenie U, i ograniczony zbiér semianalityczny 4 = R™ (M > N) tak, aby
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n(A)= EnU,, gdzie n jest rzutowaniem kanonicznym RY na R". Pod-
stawowe fakty dotyczace teorii zbiorow semianalitycznych i subanalitycznych
znajdzie Czytelnik w [Lol], [DLS] 1 [Sta].

Ze stynnego twierdzenia Hironaki o rektylinearyzacji wynika (zob. [PaPl1,
Corollary 6.2]), ze kazdy zbidr otwarty ograniczony subanalityczny w R" jest
suma skonczonej liczby obrazéw kostki jednostkowej w RY poprzez od-
wzorowania analityczne rzeczywiste. Stosujac ten dalece nietrywialny rezul-
tat(!), pokazano w [PaPl1, Corollary 6.6], Zze zbiory zwarte tfuste (czyli rowne
domknieciu swojego wnetrza) subanalityczne w RY naleza do rodziny zbiorow
o ostrzach wielomianowych, zwanych dalej UPC (uniformly polynomially
cuspidal), ktore okresla si¢ nast¢pujaco:

DEFINICIA. Mowimy, ze E < KV, gdzie K = R lub K = C, jest UPC, jesli
istnieja stale dodatnie M i m oraz liczba naturalna d takie, ze dla kazdego
xeE mozna dobra¢ odwzorowanie wielomianowe h,: R—K" stopnia co
najwyzej d, dla ktorego

1° h((0, 1]) < E oraz h,(0) = x,

2° dist(h,(t), K"\E) > Mt" dla xeE, te(0, 1].

Okazalo si¢ ([PaPll, Theorem 4.1]), Zze funkcja ekstremalna Siciaka zbioru
zwartego UPC E < KV spelnia nastepujacy warunek Holdera:

(H) Dp(x) < 1+M'6™, gdy dist(x, E)<d <1,

gdzie stale dodatnie M’ i m’ nie zaleza od J. Wynik ten, w szczegolnosci,
wzmacnia istotnie rezultat pracy [PI2] (uzyskany na podstawie klasycznego
twierdzenia Puiseux — zob. np. [L02]), zgodnie z ktorym dla kazdego zbioru
zwartego thustego subanalitycznego E w R" funkcja ekstremalna &, jest ciagla
w C¥ Podkresli¢ jednak nalezy, Ze wzmocnienie to uzyskuje sie dzieki
zastosowaniu poteznego narzedzia, jakim jest twierdzenie Hironaki o re-
ktylinearyzacji. Stosujac teraz wzor catkowy Cauchy’ego, latwo pokazaé, ze
kazdy zbior zwarty E < KV, ktérego funkcja ekstremalna spelnia warunek (H),
ma nastgpujaca wlasno§¢ Markowa:

(M)  Istnieja state M i r takie, ze dla kazdego wielomianu p: K¥Y - K
i kazdego wielowskaznika acZ¥,

ID* pllp < M (deg py™ |Ipllg-

Nierownosé (M) jest oczywiécie wielowymiarowym odpowiednikiem klasycz-
nej nieréwnosci Markowa (1). Do chwili obecnej klasa zbioréw zwartych w K
0 wlasnosci (H) jest najszersza ze znanych klas zbiorow spelniajacych warunek
(M). Siciak [Si2] skonstruowat przyktad zbioru zwartego typu Cantora w R
0 wlasnosci (H), a wigc majacego rowniez wlasnos¢ (M), ktory rownoczeénie

(!) Elementarny (cho¢ nietatwy technicznie) dowéd twierdzenia Hironaki o rektylinearyzacji
Znajdzie Czytelnik w pracy Bierstone’a i Milmana [BiMi].
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nie jest UPC. Istnieja tez zbiory Cantora, dla ktérych funkcja ekstremalna jest
ciagla (co jest — jak wiadomo — roéwnowazne temu, ze funkcja Greena dla
C\E z biegunem w oo jest ciagla), ktore jednak nie maja wiasnosci (M) (zob.
[P14]). Do dzisiaj nie wiadomo, czy klasyczny trojkowy zbior Cantora jest
zbiorem typu (M).

Okazuje sie, ze zbiory Markowa, czyli zbiory o wlasnosci (M), stanowia
naturalna rodzine zbioréw wystepujacych w zagadnieniach zwiazanych
z przedtuzaniem funkcji klasy C* w sensie Whitneya. Z faktu tego korzystano
istotnie w pracach [PaPI1], [PaPI2] i [PaPl3], a rol¢ zbiorow Markowa w tej
problematyce wyjasniono ostatecznie w pracy [P13], dzigki prostej obserwacii,
ze warunek (M) mozna w sposodb rownowazny sformutowaé w postaci:

(P) Istnieja stale dodatnie M i r takie, ze dla kazdego wielomianu p stopnia
co najwyzej n (n=1,2,...)

P < M |pllg, edy dist(x, E) < 1/n".

Aby przedstawi¢ glowny rezultat niniejszego artykutu, wprowadzimy naj-
pierw kilka oznaczen. Je$li E jest zbiorem zwartym w RY, przez C*®(E)
rozumiemy zbior funkcji f: E — R takich, ze istnieje funkcja fe C®(R"), dla
ktorej flE = f. Podobnie jak Zerner (w komentarzu do [Ze]), wprowadzimy
w przestrzeni C*(E) nastgpujaca topologi¢: Niech

d_i(f):=1fllg, do(f):=distz(f, Py)

idla k=1,2,... okreslmy
d, (f):= supn*dist, (f, P,),
nz1

gdzie P, jest zbiorem (ograniczen do E) wielomianow stopnia co najwyzej n, a

distg (f, P,) = inf {| f—pllg: peP,}.

Dzigki znanemu twierdzeniu Jacksona (zob. np. [Tim]) funkcjonaly d, sa
seminormami na C® (E). Niech 1, oznacza topologi¢ wyznaczona przez ciag
seminorm {d,};=>,. Na ogol, topologia ta nie jest zupeina.

Niech teraz 7, oznacza topologi¢ w C*(E) okreslona przez seminormy

dx i (f):= inf{|f|’)‘\’: fec® (RN),J?;E =f},

gdzie dla dowolnego zbioru zwartego X w RV i k=0,1,...,
| /1y : = max |D* [ x.

Jaf Sk
Topologia 7, jest topologia ilorazowa przestrzeni C® (RY)/I (E), gdzie C* (R")
rozpatrujemy z jej naturalng topologia wyznaczona przez seminormy |-|%,
a I(E):= {feC*(R"): fiz = 0}. Przestrzen (C*(E), 1) jest oczywiscie prze-
strzenia Frécheta.
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W dalszym ciagu powiemy, ze zbior zwarty E < RY jest determinujgcy dla
funkcji klasy C®, jesli dla kazdej funkcji fe C*(R") z warunku f; = 0 wynika,
ze D*fip = 0 dla wszystkich aecZN . Jesli zbior E jest determinujacy, to dzigki
klasycznemu twierdzeniu Whitneya o przedtuzaniu [Wh] przestrzen
(C*(E), ty) jest izomorficzna z przestrzenia &(E) pol whitneyowskich
F =(F% (xeZ¥), gdzie kazde F* jest funkcja ciagla na E, wyposazona
w topologie t, okreslona za pomocg seminorm

IFI%:= [Fl§+sup {(REFY O)/Ix—yI* ™2 x, ye E, x # y, |o| <k}
(k=0,1,...), gdzie
|Fi, = sup {|F*(x)|]: x€E, |« <k}
oraz
(RYFY (y) = F"(y)—-lm;kj 1 I(l/li’!)F”“'”(X)(y—x)”-
Nasz gtowny rezultat przedstawia si¢ nastepujaco:

TwierDZENIE ([P13]). Niech E bedzie zbiorem zwartym w RN determinujq-
cym dla funkcji klasy C®. Wtedy nastepujqce warunki sq réwnowazne:

(i) E jest zbiorem Markowa,

(i) E ma wiasnos¢ (P),

(ili) (charakteryzacja Bernsteina funkcji klasy C*®) dla  kazdej funkcji
fi E-R, jesli cigg {disty(f, P,)} jest szybko malejgcy (tzn. Vs> 0,
lim, , , n*dist; (f, P,) = 0), to istnieje funkcja fe C* (RY) taka, ze fiz =,

(iv) przestrzen (C*(E), 1 J) jest zupelna,

(v) topologie t;, 1y i Ty sq réwnowazne,

(vi) istnieje operator liniowy i ciqgly

L: (C*(E), 1;)— C®(RY)
taki, ze Lf,; =f dla kazdej funkcji fe C* (E).

Powyzsze twierdzenie kojarzy ze soba zagadnienia z odleglych na pozor
dziedzin: konstruktywnej teorii funkcji i analizy rézniczkowej. Jego dowod
znajdzie Czytelnik w pracy [P13]. Opiera si¢ on w duzej mierze na technice
rpzwini¢tej w pracach [PaPl1] i [PaPI2]. W niniejszym artykule ograniczymy
si¢ do komentarza uzupelniajacego to twierdzenie.

1° Réwnowaznos$¢ (i) <> (iii) rozwiazuje stary problem rozwazany m.in.
przez Zernera (por. [Ze]).

2° Zgodnie z twierdzeniem Jacksona, topologia t, jest — dla dowolnego
Zbioru zwartego E = RV — silniejsza od topologii 7,. Stad, jesli zbior E jest
determinujacy dla funkcji klasy C*, to istnienie (liniowego i ciaglego) opera-
tora przedluzania

L;: (C*(E), t;)— C®(RY)
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zapewnia istnienie analogicznego operatora przediluzania
Ly: (6(E), Ty) = C® (R").

Problem istnienia takiego operatora jest dos$¢ ztozony. W przeciwienstwie
do przypadku funkcji klasy C* (k < o), kiedy to istnienie operatora prze-
dluzania zagwarantowane jest (dla dowolnego zbioru domknigtego X = RV)
twierdzeniem Whitneya [Wh], dla funkcji klasy C® operator L, nie zawsze
istnieje. Grothendieck pierwszy zauwazyl, ze L, nie moze istnie¢, jesli
E redukuje si¢ do punktu (zob. [Tu], str. 79). Z drugiej strony, nawet ttustosc
zbioru E nie gwarantuje istnienia Ly, bowiem Tidten [Tid] pokazal, ze Ly, nie
istnieje, gdy

E={(x,y)eR*: 0<x<1, 0<y<e "1 0{0, 0)}.

Latwo pokazaé (zob. [Ze]), ze zbidr ten nie jest tez zbiorem Markowa.
Mitjagin [Mi] i Seeley [Se] skonstruowali operator L,, w przypadku, gdy
E jest pOlprzestrzenia w R". Stein [Ste] udowodnil istnienie L, dla do-
mkniecia obszaru w RY, ktérego brzeg jest lokalnie wykresem funkcji klasy
Lipschitza o wykladniku o« = 1, a Bierstone [Bi] uogolnil ten rezultat na
przypadek dowolnego «. Glowny rezultat pracy Bierstone’a [Bi] glosi, ze
operator L, istnieje, gdy E jest zbiorem zwartym, thustym i subanalitycznym
w R". Skomplikowany dowod Bierstone’a opiera si¢ na bardzo trudnym
twierdzeniu Hironaki o desyngularyzacji. Inny (rownie zmudny) dowdd rezul-
tatu Bierstone’a, omijajacy twierdzenie Hironaki, podata Wachta [Wa].
Stosujac subtelne metody z teorii przestrzeni nuklearnych, stworzone przez
Vogta 1 Wagnera (zob. [Vo]), Tidten [Tid] wykazatl istnienie operatora Ly,
w przypadku podzbiorow RY o szczegdlnym rodzaju ostrz. Wszystkie omo-
wione przypadki objete sa definicja zbiorow UPC, dla ktoérych operator Ly,
skonstruowano w [PaPIl2]. W pracy tej podano de facto wzor na operator
przedtuzania dla zbioréw typu (H). Ta sama konstrukcja przenosi si¢ bez
zmian na przypadek zwartych zbiorow Markowa w R”, a to dzigki rownowaz-
nosci (M) <> (P) (prawdziwej dla dowolnego zbioru zwartego E = C¥). Zaletg
takiego podejscia do problemu istnienia operatora Ly, jest — oprocz istotnego
poszerzenia dopuszczalnej rodziny zbioréw E — jego elementarny, konstruk-
cyjny charakter. W istocie, nasz operator wyraza si¢ prostym wzorem

Ly(f)=u, L, f+ Z u (Lysy [ L 1),
~ k=1

gdzie L, f jest wielomianem interpolacyjnym Lagrange’a funkcji f stopnia
k z wezlami w punktach ekstremalnych Feketego-Leji zbioru E, a {u,} jest
stosownie dobranym ciagiem funkcji klasy C* w R¥, rbwnych tozsamoéciowo
1 w otoczeniu zbioru E, o nosnikach zwartych dazacych do zbioru E (zob.
[PaPI2], [P13]).
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3° Z problemem istnienia operatora L, taczy si¢ rOwniez problem zanu-
rzenia przestrzeni (C®(E), t,,) W przestrzen Frécheta s ciagow liczbowych
szybko malejacych (zob. [Vo], [Tid]). Rozwinigte w pracach [PaPll]
i [PaP12] metody pozwalaja atakowaé rowniez i to zagadnienie (szczegOly
w pracach [PaPI13] i [PI3]).

4° Wielu znanych matematykoéw zywo interesuje si¢ ostatnio zagadnie-
niem istnienia (liniowego i ciaglego) operatora przedtuzania dla pewnych
typowych nie-quasi-analitycznych podklas przestrzeni C*(E) (np. klas
Gevreya). Wymieni¢ tu warto — jako przyktad — prace Meisego i Taylora
[MsTa]. Mozna si¢ spodziewac, ze metody, na ktérych opiera si¢ prezen-
towany w tym artykule rezultat, pozwola istotnie poszerzy¢é rodzing pod-
zbioréw RY, do ktoérej odnosza sie¢ wyniki Meisego i Taylora (zob. [PS]).
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