0
f wmptm
ROCZNIKI POLSKIEGO TOWARZYSTWA MATEMATYCZNEGO 1897
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HENRYK ZOLADEK (Warszawa)

Teoria Kolmogorowa—Arnolda—Mosera
i ograniczone zagadnienie trzech cial

1. Wstep. Od pewnego czasu uwage znacznej czesci fizykéw i matematy-
kow przyciaga teoria Kolmogorowa—-Arnolda—Mosera (KAM). Dotyczy ona
ukladow mechanicznych o skonczonej liczbie stopni swobody i w wielu
przypadkach daje rezultaty dotyczace stabilnosci, ktore nic mogly byC uzys-
kane na innej drodze. Oto najbardziej znane przyklady:

ruch ciata sztywnego z unieruchomionym punktem, gdy energia kinetyczna
jest duza w poréwnaniu z energig potencjalna;

plaskie ograniczone zagadnienie trzech cial;

zagadnienie n cial dla dostateczniec malych mas planet;

geodezyjne na powierzchni bliskiej elipsoidzie trojosiowej;

uwiezienie plazmy w kamerach toroidalnych.

Celem niniejszego artykulu jest zapoznanie czytelnika z teoriag KAM
i pokazanie jej znaczenia na przykladzie plaskiego ograniczonego zagadnienia
trzech cial.

2. Teoria KAM. Za poczatek teorii KAM nalezy uwazaé referat A. N.
Kolmogorowa wygtoszony na Miedzynarodowym Kongresie Matematykow
w Amsterdamie w 1954 roku. Wtedy to Kotlmogorow sformutowat twierdzenie
0 zachowaniu prawie okresowego charakteru pewnych ruchoéw przy malym
zaburzeniu ukladu mechanicznego o ruchu okresowym lub prawie okreso-
wym. (Ruch ukiadu nazywa si¢ prawie okresowy, jezeli wyraza si¢ przez
funkcje prawie okresowe, tzn. przez funkcje jednostajnie aproksymowalne
przez sumy funkcji okresowych.) Dowod twierdzenia Kotlmogorowa zostal
podany na poczatku lat szesc¢dziesiatych niezaleznie przez W. I. Arnolda
W przypadku analitycznym i przez J. Mosera dla uktadow gladkich. (Poczat-
kowa klasa gtadkosci wynosita 333, dzisiaj zostala obnizona do 3.)

Uktad mechaniczny skladajacy si¢ ze skonczonej liczby punktow material-
nych jest okreslony przez zadanie polozen i predkosci jego czastek. Ewolucja
(tuch) uktadu jest zadana przez uklad rownan roézniczkowych, ktorych prawe
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strony zaleza od fizycznego charakteru ukladu. Rozwiazaniem ukladu réwnan
jest trajektoria uktadu.

Przyxkrapy. 1. Ruch n swobodnych czastek materialnych spetnia uklad
réwnan

X;=v, 0,=0, i=1,...,n,

1 11

gdzie x; sa polozeniami czastek, v; — ich predkos$ciami, a kropka oznacza
pochodna wzgledem czasu.

2. Pojedyncza czastka spelnia réwnanie Newtona
X=v, mi=F,
gdzie m jest masa czastki, a F — sila, ktéra na nia dziata. W szczegélnym

przypadku ukladu zachowawczego F = —dU/dx, gdzie U = U (x) jest energia
potencjalna.

3. Oscylator harmoniczny jest ukladem o jednym stopniu swobody z ener-
gia potencjalna U(x) = 3kx?, gdzie k jest wspolczynnikiem sprezystosci (rys. 1).

Dla znacznej czgsci uktadow mechanicznych rownania roézniczkowe przyj-
muja posta¢ ukladu réwnan Hamiltona

)] 4; = 0H/dp;, p;= —0H/oq;, i=1,...,n,

gdzie q; oznaczaja wspoOlrzedne uogolnione, p; — pedy uogdlnione, H =
H(p, q, t) jest pewna funkcja zwana hamiltonianem, p = (p,, ..., p,),
q=1(qy, ..., 4,), a n jest liczba stopni swobody. Zmienne g¢; i p; nie musza

oznacza¢ zwyklych wspotrzgdnych poltozenia i pedu (moga byé jakimi$ ich
funkcjami, zaleznymi od czasu). Podobnie hamiltonian moze zalezeé od czasu.

Uklady podane w powyzszych przyktadach sa hamiltonowskie, a funkcja
H jest suma energii kinetycznej i energii potencjalnej ukladu. W przykladzie
1 mamy

Hzlzpiza =X, Pi=1.

W przyktadach 2 i 3 mamy H = p*/2m)+U (q), g = x, p = mx. W dalszym
ciagu bedziemy si¢ zajmowac wylacznie ukladami hamiltonowskimi.

Jezeli istnieje taka zamiana zmiennych (p, g)+— (P, Q), ktéra przeprowadza
uktad hamiltonowski (1) w nowy uklad hamiltonowski z hamiltonianem K (Q)
zaleznym tylko od zmiennych Q,, ..., Q,, to uklad wyjSciowy nazywa si¢
catkowalnym (okreslenie to jest rOwnowazne zwyklej definicji w terminach
calek pierwszych i ma tg zaletg, ze nie wymaga dodatkowych pojec).

Uklad catkowalny mozna latwo rozwigzaé. Mianowicie, z uwagi na to, ze
Qj = 0, wigc Q;(¢) = const i stad Pj = —0K/0Q; = const, zatem P; musi by¢
postaci

P,(t) = o,(Q) t+P;(0).
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Uklad z przykiadu ! jest catkowalny wzgledem zmiennych (P;, Q,) =
=(—g;, p). Podobnie uklad z przyktadu 3 (przy m =k = 1) jest calko-
walny wzgledem zmiennych P = arctg(p/q) i Q = (p?>+4%)/2 = H. Jak widad,
zmienne P; moga by¢ nieograniczone; moga tez by¢ okresowe (zwigkszenie
P; o krotno$¢ 2n nie zmienia stanu ukiadu). Fizycznie najbardziej interesu-
jace sa uklady z okresowymi P; (przypadek nieograniczony jest zwykle
zwigzany z ruchem $rodka masy). W takiej sytuacji zmienne (P;, Q;) nazywaja
sie zmiennymi typu kqt-dzialanie. Ruch odbywa si¢ na n-wymiarowych
niezmienniczych torusach S!x ... x 8! (produkt n-krotny) okreslonych row-
naniami Q; = const. Zatem w takim przypadku ruch jest okresowy lub prawie
okresowy (rys. 2).

Rys. 1 . Rys.2

Niestety, wigkszos¢ ukladow hamiltonowskich nie jest catlkowalna. Ich
ruch jest przewaznie skomplikowany i trudny do zbadania metodami wspot-
Czesnej analizy.

Jesli nie mozna zbada¢ wszystkich ukladéw niecatkowalnych, to przynaj-
mniej nalezy stworzyC jaka$ teori¢ dla malych zaburzen ukiadow calkowal-
nych. Dokladniej, rozwaza si¢ uklad (1) z hamiltonianem

H = H0+8H1,

gdzie H, = H,(Q) jest hamiltonianem ukiadu calkowalnego.

Do 1954 roku podstawowa metoda badania takich ukladow byta metoda
uSredniania. Rozpatruje si¢ usredniony uklad Q, = eg;(Q), gdzie g,(Q) jest
Wartoscia 0H,/0P; usredniona po zmiennych katowych P;. Okazuje sig, ze po
Czasie t < 1/¢ trajektorie Q; dla uktadu (1) i ukladu uérednionego rozchodza
Si¢ na odlegloéé nie przekraczajaca const-e. Metoda usredniania nie daje
odpowiedzi na pytanie o zachowanie si¢ uktadu po nieskonczonym czasie (np.
Stabilno$¢).

W 1954 roku pojawila si¢ praca Kolmogorowa, w ktorej zawarta jest
CzgSciowa odpowiedZ na to pytanie. Oto tre$¢ tego wyniku.

4 ~ Wiadomosci Matematyczne XXIX
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TwierDZENIE KAM. Jesli niezaburzony uklad Hamiltona spelnia pewien
warunek niezdegenerowania, to dla dostatecznie malego hamiltonowskiego zabu-
rzenia wigkszo$¢ niezmienniczych torusow nie znika, a jedynie ulega malemu
znieksztalceniu. Kazda powierzchnia H = const jest zapelniona torusami nie-
zmienniczymi zajmujqcymi wiekszosS¢ jej obszaru. Torusy niezmiennicze sq zapel-
nione nawijajqcymi sie na nie gesto trajektoriami zaburzonego ukiadu.

Warunek niezdegenerowania oznacza, ze czgstosci w; zmieniaja si¢ do-
statecznie szybko z Q;. Dokladniej,

det(0w;/00,) #0,  det [a""'/ % ‘“i] £0.
w; 0
Uwaga. W przypadku ukladéw o jednym stopniu swobody z hamil-
tonianem niezaleznym od czasu teoria KAM nie wnosi nic nowego. Rzeczywi-
scie, wtedy trajektorie leza na krzywych H (p, q) = const, ktore, jesli sa zwarte
i spojne, sa okrggami.

3. Plaskie ograniczone zagadnienie trzech cial. Zagadnienie 3 cial polega na
opisie ruchu 3 punktoéw materialnych w przestrzeni tréjwymiarowej o masach
m,, m, i my, poruszajacych si¢ pod wplywem sit wzajemnego przyciagania
grawitacyjnego. Tak sformulowany problem jest trudny i nie doczekat si¢ do
dzi§ zadowalajacego rozwiazania. Znane s3 szczegOlne przypadki, kiedy
problem poddaje si¢ badaniu jakosciowemu. Jednym z nich jest plaskie
ograniczone zagadnienie 3 cial. Aby wyjasni¢, na czym ono polega, wypada
kilka stow powiedzie¢ o zagadnieniu 2 cial (znanym jako problem Keplera).

Jest to uklad calkowalny, Rozwazmy sytuacje, w ktorej Srodek masy
spoczywa. Wtedy ruch odbywa si¢ w jednej plaszczyznie i ciala poruszaja
si¢ po elipsach o wspdlnym ognisku potozonym w S$rodku masy ukladu.
W szczegdlnodei, elipsy moga by¢ wspotsrodkowymi okregami, a czesto$¢
obrotu jest stala.

Plaskie ograniczone zagadnienie 3 cial jest to uklad, w ktorym 2 ciala
obracaja si¢ ze stala predkoscia katowa wokot ich $rodka masy (x, = 0),
a trzecie cialo porusza si¢ w plaszczyznie obrotu 2 cial i ma mas¢ tak mala, ze
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nie zakltoca ich ruchu. Na rys. 3 mamy taki uklad, w ktorym S oznacza Stonce,
J — Jowisz, A za$ jest Asteroidem. Jednostki czasu, dlugosci i masy mozna
wybraé tak, zeby predkos¢ katowa, suma mas S i J oraz stala grawitacyjna
byly rowne 1. Wtedy odleglos¢ migdzy S a J tez rowna si¢ 1. Jedynym
parametrem charakteryzujacym uklad jest masa Jowisza J.

Rownania ruchu Asteroidu sg hamiltonowskie z hamiltonianem

. 1-
H = en. kinet.+en. potenc. = %(p%+p%)—( #-i--‘li),
2 @
gdzie 9, i @, sa odleglosciami 4 od S i J odpowiednio. Zauwazmy, ze
polozenia S i J zmieniaja si¢ z czasem:

J: (1—p)-(cost, sint), S: (—p)-(cost, sint).

Zatem hamiltonian zalezy bezposrednio od czasu.

4. Wzgledne polozenia réwnowagi. Zalezno$¢ H od czasu jest niepozadana.
Aby si¢ jej pozby¢, stosujemy zamiane zmiennych prowadzaca do ukladu
hamiltonowskiego z hamiltonianem niezaleznym od czasu. Zamiana ta jest
tzw. przeksztalceniem kanonicznym i wyraza si¢ wzorami

cost sint
' ; X =
g=X@®q, p=X0Op, © l:——sint cost]’

a nowy hamiltonian wynosi

1—
LB
21 @

@ H=3pi+¢)l+302—q0)* V1, 6, V=37 +qD)+
o = @1+’ +497, o} =(gi+u—1)*+45.

W nowych zmiennych (g}, 45), S i J spoczywaja.

Badanie ukiadu rownan rozniczkowych x = f(x), x e R¥, rozpoczyna si¢ od
Znalezienia potozen rownowagi (albo rozwigzan réwnania f(x) = 0). Latwo
Sprawdzi¢, ze dla ukladu (1) z hamiltonianem (2) polozenia roéwnowagi
odpowiadaja punktom krytycznym funkcji V, tzn. 6V/dq. =0, i przy tym
P'1' = —q,, ph = ¢. Naturalne jest nazwanie ich wzglednymi polozeniami
rownowagi.

7najdZmy punkty krytyczne V. Mamy

oVogy =q>f=0, f=1—(1—p/oi—we3,

oVIoqs = ¢y f—u(1—wer>—e7?) =0.
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Niech najpierw g5 #0. Wtedy f=01i ¢, =90, =1. Zatem S, J i 4 leza
w wierzcholkach trojkata réwnobocznego. Mamy 2 takie punkty rownowagi
L, i L, nazywaja si¢ one trdjkqtnymi punktami libracji. Pierwszym, ktory
znalazl to rozwiazanie (dla dowolnych mas cial), byl Lagrange. Sam Lagrange
odnosit si¢ do tych rozwiazan jak do ,czystego curiosum” i uwazal je za
nieprzydatne dla astronomii. Jednakze w 1907 roku odkryto asteroid nazwany
Achillesem, ktory porusza si¢ praktycznie po orbicie Jowisza, wyprzedzajac go
0 60°. W poblizu Achillesa znajduje si¢ jeszcze 9 asteroidéw (,,Grecy™), a po
przeciwnej stronie jest 5 asteroidow (,,Trojanie”).
Znajdzmy wzgledne potozenia rOwnowagi na osi ¢;. Sa one punktami
krytycznymi funkcji
x2

_ 1—p 7
ﬂﬂ—2+

+ .
x+ul - Pe—1+4p4

Poniewaz g > 0 i g(x) » oo przy x » + o, —pu, 1—u, wigc w przedzialach
(—o0, —p), (—p, 1—p), (1—pu, o) istnieja 3 lokalne minima funkcji g.
Poniewaz ¢’ > 0, sa to jedyne punkty krytyczne funkcji g. Nazywaja si¢ one
wspdlliniowymi punktami libracji L,, L,, Ly i byly znalezione przez Eulera.

Mozna pokaza¢, ze L, i Ly sa punktami minimum dla V, a L, L, i L,
maja typ siodlowy (jak funkcja xi—x3) oraz V(L,) < V(L,) < V(L;) przy
u < 1/2. Na tej podstawie mozna narysowaé poziomice V (rys. 4).

Rys. 4

5, Stabilnos¢ w sensie Lapunowa. Mowimy, ze polozenie rownowagi x =0
ukladu réwnan x = f(x), xe Rk, f(0) = O, jest stabilne w sensie Lapunowa, jesli
dowolna trajektoria x(f) startujaca z punktu lezacego dostatecznie blisko
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punktu rOwnowagi pozostaje blisko dla dowolnego t>0. To okreslenie
zgadza si¢ z potocznym rozumieniem stabilnosci.

Badanie stabilno$ci rozpoczynamy od zbadania liniowego przyblizenia
% = Ax, gdzie A jest macierza rézniczki funkcji wektorowej f w 0. Uklady
liniowe sa dobrze zbadane. Okazuje sig, z¢ w typowej sytuacji kazde roz-
wigzanie jest suma rozwiazan postaci

3) e*-f,  e®coswt g, e sinwt-h,

gdzie A, o i w zaleza tylko od macierzy A (poprzez wartosci wlasne), a wek-
tory f, g i h zaleza od A i od wartosci poczatkowej x(0) (im mniejsze x (0),
tym mniejsze dlugosci tych wektorow). Oczywiste jest, ze stabilno$ci moze-
my spodziewa¢ si¢ jedynie w przypadku, gdy wszystkie 4 i wszystkie o sa
niedodatnie.

Zbadajmy stabilno$¢ punktéw L,~L, w ograniczonym zagadnieniu. Prosty
rachunek polegajacy na znalezieniu macierzy A4 i obliczeniu jej wartosci
wlasnych pokazuje, ze punkty L,-L, sa niestabilne juz w przyblizeniu
liniowym, natomiast gdy

@) u(l-m <1 b p<p =3(1-/3)~003852,

to dla L, i L; mamy tylko rozwigzania typu (3) z a =01 0 = 0, = w,,
w; <0 <w, # —w,. Stabilnos¢ liniowego przyblizenia nie zapewnia jeszcze
stabilnosci w sensie Lapunowa. Jednakze fakt, ze uklad jest hamiltonowski,
pozwala to osiggna¢. Na razie musimy przebic si¢ jeszcze przez kilka faktow
z mechaniki hamiltonowskiej.

Przyblizenie liniowe w otoczeniu punktu L, jest uktadem hamiltonowskim
z hamiltonianem bedacym kwadratowym przyblizeniem hamiltonianu (2).
Mozna wybraé wspolrzedne kanoniczne (wspotczynniki przy wektorach § i h),
tak, z2 w nowych zmiennych uklad liniowy jest hamiltonowski z hamll-
tonianem

H, =3w,(G} +5)+10, G5 +5)).

Z przykladu 3 wnioskujemy, Ze jest to hamiltonian uktadu catkowalnego
W zmiennych kat-dzialanie P; = arctg(p,/§), Q; = (§7+p?)/2, Hy=0,0Q,+
tw,Q,. Mamy sytuacje jak w twierdzeniu KAM: H = H,+H,, gdzie
H, jest catkowalne, a H, zawiera wyrazy rzedu wyzszego niz 1 ze wzgledu
na Q,, ktoére sa male. To nie wystarcza, poniewaz czestosci w; = —3JH ,/0Q;
$3 stale, a z warunku niezdegenerowania wynika, Ze powinny zmieniaé si¢
Wraz z Q,. Nalezy wigc uwzglgdniaC jeszcze dalsze wyrazy rozwinigcia
Hw otoczemu L,. Pojawiaja si¢ tu przeszkody w postaci rezonansow.
Méwimy, ze para czestosci (w,, w,) spelnia relacje rezonansowq rzedu |,
jesli istnieja liczby catkowite k, i k,, |k,|+[k,| = I, takie, ze k, w; +k,w, = 0.
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TwierDZENIE (G. D. Birkhoff, lata dwudzieste). Jesli w, i w, nie spelniajq
Zadnej relacji rezonansowej rzedu < 4, to istnieje kanoniczna zamiana zmiennych
@, 9 — (p, q9) dajgca hamiltonian

) H=H,+H,, H,=Yw1;+) 0,71, 1,=30p!+q}),
gdzie H, zawiera wyrazy pigtego i wyzszych rzedoéw.

Teraz jesteSmy przygotowani do dowodu stabilnosci trojkatnych punktow
libracji. Obliczenia zwigzane z macierza A pokazuja, ze rezonansom rzedu
3 i 4 odpowiadaja wartosci parametru

J1 Vi
© = 1(1— 833) ~ 002429, p, = 1(1 —-—32) ~ 0,01352.

2 45 2 15
Nastepnie trzeba obliczy¢ H, w (5). H, jest hamiltonianem ukiadu catko-
walnego, a H, — jego malym zaburzeniem. Warunek niezdegenerowania
oznacza, 7€
;. W
7 detw;; #0, det| Y * .
)] etw;; # e[wjo];éO

Zostaje on naruszony przy jedynej wartosci parametru
¢, = 0,0109.

Ten wynik zostal uzyskany przez A. M. Leontowicza w 1962 roku. Jest on
trudny do udowodnienia i przedtem wiadomo bylo jedynie, ze H, jest
zdegenerowane przy skonczonej liczbie wartoéci u. Mozemy zatem stosowac
teoric KAM.

Jak z twierdzenia KAM wynika stabilno§¢? Otéz znajdujemy si¢ w prze-
strzeni 4-wymiarowej w otoczeniu punktu réwnowagi. Poniewaz uklad jest
hamiltonowski z hamiltonianem niezaleznym od czasu, wigc ruch odbywa si¢
po powierzchniach H = const. Sa one trojwymiarowe i dla hamiltonianu H,
sa zaznaczone na rys. 5. Mozemy zatozy¢, ze znajdujemy sie w przestrzeni

Rys. § Rys. 6
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trojwymiarowej. Z twierdzenia KAM wynika, ze jest ona zapelniona niezmien-
niczymi torusami, ktorych jest tym wiecej, im blizej jesteSmy torusa {r; = 0}
(pracujemy w ukladzie wspoirzednych kat-dzialanie ¢; = arctg(p;/q,) i 1)
Kazdy torus niezmienniczy rozbija powierzchnig¢ H = const na 2 ¢zgsci, swoje
wnetrze i zewnetrze. Zaden punkt z wnetrza nie wychodzi zen w trakcie
ewolucji. Poniewaz torusy moga by¢ dowolnie male (w zmiennych (p;, g,)),
wynika stad stabilno$¢ w sensie Lapunowa.
W przypadku ukladu S, J, 4 mamy

¢ = (masa J)/(masa S +masaJ) ~ 1073 < g,

i jest rozne od u,, uy i p. (patrz (4), (6) i (7).

Na koniec zauwazmy, ze w przypadku jednego stopnia swobody stabilnos¢
polozenia rOwnowagi przy stabilnosci przyblizenia liniowego jest oczywista.
Dla dwoch stopni swobody uzyskuje si¢ stabilno$¢, ale po dosyé skom-
plikowanej analizie. Natomiast dla wigkszej liczby stopni swobody nie ma
stabilnosci w sensie Lapunowa. Mozna pokaza¢ (N. N. Niechoroszew, lata
siedemdziesiate), ze niestabilnos$¢ ta jest bardzo staba: dla H = Hy+¢H, po
czasie 0 < t < ¢! exp(1/(ag)) roznica migdzy Q, () dla uktadow niezaburzone-
go i zaburzonego szacuje si¢ przez &%, gdzie a i b s3 stalymi.

6. Uzupelnienie. Dowod twierdzenia Birkhoffa. Na przykladzie dowodu
twierdzenia Birkhoffa pokazemy efekt pojawiania si¢ rezonanséw. Bedziemy
szuka¢ kanonicznej zamiany zmiennych postaci

p=05/0q, q=0S/p,

gdzie S(4, p) =Y. 4;p;+S,(4, p), a S, zawiera wyrazy rzedu 3 i 4 (najpierw
Z pierwszego réwnania wyznaczamy p = p({, p) i podstawiamy do drugiego).
Taka zamiana przeprowadza roéwnania Hamiltona w réwnania Hamiltona.
Mamy

p=p+08,/0q, q=q+0S,/op
1 po podstawieniu z = p+ig, Z = p+iq, i=/—1z dokiadhoécia do wyra-
26w wyzszego rzedu otrzymujemy
®) Z = z+i(0S,/02)(z, 2), z=Z—i(8S,/0Z)(Z, Z)
oraz
H=3w,z,Z,+3w,2,7,+H,(z, 2)
z H, rzedu 3 i wigcej. Zobaczmy, jak dziala zamiana (8), gdy S, jest
Jednomianem
S, =2y 2P 2% 2%
Wtedy tatwo zobaczyé, ze H(z, Z) przejdzie w wyrazenie
H(Z, Z)+3[(ry—r) 0+ (5, —5) 0,18,(Z, Z)
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plus wyrazy wyzszych rzedow. Wida¢, ze jesli nie ma rezonanséw rzedu < 4,
to za pomoca odpowiedniego S, mozna zlikwidowaé wszystkie wyrazy rzedu
3 i 4 oprocz cztondéw typu |z,]*™|z,|*". To daje teze¢ twierdzenia.
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