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O czasach rekordowych i liczbie rekordow
w ciagu zmiennych losowych

1. Wstep. W ostatnich dziesigcioleciach nastapit burzliwy rozwo6j matema-
tycznej teorii rekordow, bedacej czescia teorii wartosci ekstremalnych. W nie-
dawno opublikowanym artykule przegladowym Niewzorowa [28] poswigco-
nym rekordom odnotowane jest 166 pozycji bibliograficznych, z ktérych
wigcej niz polowa ukazala si¢ w ostatnim dziesigcioleciu.

Zainteresowanie rekordami jest spowodowane dwiema przyczynami. Po
pierwsze, w teorii rekordow jest jeszcze wiele problemdéw matematycznych
czekajacych na rozwiazanie, a otrzymywane dotychczas wyniki sg zazwyczaj
eleganckie matematycznie i czesto zaskakujace. Po drugie, mozliwych jest
wiele zastosowan teorii rekordow w problemach, w ktorych interesujace jest
badanie wielko$ci bedacych najwigkszymi lub najmniejszymi ze wszystkich
zaobserwowanych do danego momentu czasu. Najbardziej interesujgce sa
zastosowania w meteorologii (np. rekordowe opady miesigczne, rekordowe
nastonecznienie, rekordowa szybko$¢ wiatru itp.), w sporcie, w teorii wy-
trzymalosci materiatow.

Pierwsza praca poswiecona rekordom jest praca Chandlera [7], ktéra
ukazata si¢ w 1952 roku. Uwaza si¢, ze pracami, ktore najwigcej wniosly
W rozwoj teorii, sg prace: Rényiego [29]1-[31], Tata [38] oraz cykl prac
Shorrocka [33]-[35]. Podstawy matematycznej teorii rekordow mozna
znalez¢ w pracy przegladowej Glicka [20] i monografii Galambosa [19].
Bardziej zaawansowana teoria przedstawiona jest w monografii Resnicka
[32].

W niniejszym opracowaniu ze zrozumialych wzgledow ograniczymy si¢
Jedynie do przedstawienia wybranych zagadnien teorii rekordéw i jej za-
stosowan,

2. Definicje i podstawowe wiasnosci czasow rekordowych. Niech {X,, n > 1}
bedzie ciggiem zmiennych losowych. Definiujemy ciag zmiennych losowych
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21) L) =0, L()=1, Ln+1)=min{j: X;> Xy}, n=1,2, ...

Zmienne losowe L(n), n=1, 2, ..., nazywamy czasami rekordowymi. Intere-
sowaé¢ nas beda takze zmienne losowe A(n) = L(n)—L(n—1), n=1,2,...,
nazywane czasami migdzyrekordowymi i R(n) = Xy, n =1, 2, ..., nazywane

wartosciami rekordowymi lub krotko rekordami.

We wspomnianej juz pracy [7] Chandler badat ciagi {L(n)}, {4(n)}
i {R(n)} przy zalozeniu, ze ciag {X,, n > 1} jest ciagiem niezaleznych zmien-
nych losowych o jednakowej ciaglej dystrybuancie F, i udowodnit miedzy
innymi nastepujacy lemat i twierdzenie:

Lemat 2.1. Rozkiad prawdopodobieristwa zmiennej losowej L(n), n =
= 1,2, ..., nie zalezy od dystrybuanty F.

Dowdd. Oznaczmy przez L*(n),n =1, 2, ..., czasy rekordowe w ciagu
{F(X,), n > 1}. Poniewaz F jest ciagla dystrybuanta, wiec ciag {F(X,), n > 1}
jest ciagiem niezaleznych zmiennych losowych o jednakowym rozkladzie
jednostajnym na przedziale (0, 1). Zauwazmy takze, ze jezeli X; < X, to
F(X)<F(X). Z powyiszego wynika, ze P{L(n) =k} =P{L*(n) =k},
k=0,1,..., czyli rozklady prawdopodobienstwa zmiennych losowych L(n)
i L*(n) sa jednakowe. Zatem rozkiad prawdopodobienstwa zmiennej losowej
L(n) nie zalezy od postaci dystrybuanty F i moze byC obliczany przy
dodatkowym zalozeniu, ze F jest dystrybuanta rozkladu jednostajnego na
przedziale (0, 1).

TWIERDZENIE 2.1. Rozklad zmiennej losowej L(2) jest postaci

2.2) P{LQ)=j} = i=2,3,...

1
jG—1y
Dowdd. Korzystajac z lematu 2.1, mozemy przyjaé, ze {X,, n > 1} jest

ciggiem niezaleznych zmiennych losowych o jednakowym rozkladzie jedno-
stajnym na przedziale (0, 1). Wtedy dla j=2, 3,... mamy

. .
P{LQ) =j} = [P{LQ) =j|X, = x}dx

1
1
=[x (1—x)dx = — — -
g j—1

Interesujacy jest nastgpujacy wniosek z twierdzenia 2.1.
WNIOSEK. Dla n=2, 3, ...

(2.3) E(L(n) = + 0.
Dowdéd. Z (2.2) otrzymujemy
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E(L@)= TiPlLe)=) = 5 sy =+

Stad i z nieréwnosci A
Ln)= L2, n=23,...,

otrzymujemy (2.3).

Znalezienie rozkladéw prawdopodobienstwa czaséw rekordowych L(n) dla
dowolnego n > 2 jest bardziej skomplikowane. Rényi [29] udowodnit, Ze ciag
{L(n), n > 2} tworzy tancuch Markowa z prawdopodobienistwami przejs¢

;
k(k—1y

P{Lm =k|L(n—1)=1} =

gdy k>1>n—1, n=2,3,... Wilasnos¢ t¢ wykorzystal on do znalezienia
dwuwymiarowych lacznych rozkladoéw czas6w rekordowych i w konsekwencji
do znalezienia rozktadéw brzegowych.

Praca Chandlera [7] spowodowala pojawienie si¢ w drugiej polowie lat
pieédziesiatych serii prac [17], {181, [36], [37], w ktorych rekordy wykorzys-
tano w zagadnieniach zwiazanych z testowaniem hipotez statystycznych.
Wkrotce jednak nastapil spadek zainteresowania statystykow teorig rekor-
déw. Wydaje si¢ to zwiazane z faktem, ze E(L(2)) = + oo, tzn. czas czekania
na rekord ma warto$¢ oczekiwana nieskonczona. Feller w drugim tomie
swojej ogolnie znanej ksiazki [16] (Rozdzial I, § 5. Przesladowanie przez pech)
podaje ten wynik jako przyklad ilustrujacy nieoczekiwane wlasnosci fluktuacji
losowych i wyjasniajacy pech, ktory zwykle przesladuje nas w zyciu.

Impulsem, ktory pobudzil dalszy rozwoj teorii rekordow i jej zastosowan,
byla praca Rényiego [29] opublikowana w roku 1962. Giéwny jej wynik
oméwimy w nastepnym rozdziale. Obecnie przedstawimy naturalne roz-
szerzenie pojgcia rekordu.

Dziubdziela i Kopocinski [14] (zob. takze [12]) w roku 1976 zdefiniowali
tzw. k-te rekordy w sposob nastepujacy: Niech M®, k =1, ..., n, bedzie k-tq
statystykq pozycyjng w ciagu X,,..., X,, tzn. zmienna losowa, ktéra dla
danego weQ przyjmuje k-ta z kolei sposrod wartosci X ;(w). Oczywiscie

M®P =min(X,,..., X,) <M V... < MY =max(X,, ..., X,).

Dla ustalonego k > 1 wezmy pod uwage ciag {M%,-m > k} k-tych statystyk
pozycyjnych. Ciag {M®} jest ciagiem niemalejacym. Przez skreslenie w nim
powtorzen otrzymujemy ciag Scile rosnacy, ktory nazywamy ciagiem k-tych
rekordéw. Dokladniej, definiujemy zmienne losowe ¥ (n), n=1, 2, ..., bedace
numerami rekordéw w ciagu {M$}:

l(k)(l) = 1, l(k)(n"‘l) = mln {] l(")(n)+k 1 < M}+k 1} n= 1, 2, oo
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Zmienne losowe
k o agik _
R()(n)—M}"Z)(n)-#-krl’ n= 132’-“’

nazywamy k-tymi rekordami. Oczywiscie dla k = 1 otrzymujemy czasy rekor-
dowe i wartosci rekordowe.

Na poczatku lat osiemdziesiatych Deheuvels [8]-[10] definiuje i bada tzw.
k-te czasy rekordowe

P1)=k, [Pn+1)=minG: j>In), X;>M2,}, n=1,2,...
Zauwazmy, ze
On)=1Pm+k—1, n=1,2,...,
oraz
R¥(n) = M¥,, n=1,2,...

Ciag {[®(n), n> 1} jest ciagiem monotonicznym, a mozna go inter-
pretowac jako ciag indeksow n, dla ktoérych w ciagu {X,, n > 1} otrzymuje si¢
nowy k-ty rekord. Nie sa to jednak miejsca k-tych rekordow w ciagu {X,}. Na
przyklad, niech

X, (=8, X,(w=12, X, =7 X,(@=10, X;(w)=15, ...,

bedzie realizacja ciagu {X,, n > 1} dla ustalonego zdarzenia elementarnego w.
Wtedy

PN =2 I2Q=4, I93)=S5,
oraz
RP()=X,=8, RPQ=X,=10, RP@)=X,=12, ...,

natomiast miejsca k-iych rekordow w ciagu {X,,n> 1} sa nastgpujace:
1,4, 2, ... Zatem mozna mie¢ watpliwosci co do shusznosci nazwy ,.k-te czasy
rekordowe”. '

3. Lemat Rényiego i jego konsekwencje. Jak juz wspomnielismy, pod koniec
lat pieédziesiatych zaznaczyl si¢ spadek zainteresowania teoria rekordow.
Nowy impuls do badan daly opublikowane w 1962 roku wyniki Rényiego

[291-[31]. A
Niech {X,, n > 1} bedzie ciagiem zmiennych losowych. Definiujemy ciag
{¢,, n > 1} zmiennych losowych przyjmujacych wartosci 0 i 1 w sposéb
nastepujacy:
1, jezeli X, jest rekordem,
= ;
0, w przeciwnym wypadku,

n=1,2,... W celu bardziej precyzyjnego zapisu powyzszej definicji wpro-
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wadzimy nastepujace pojecie: Rangq zmiennej losowej X, wsrod X, ..., X
nazywamy zmienng losowg

n
On = Z 1{x,-sx,,},

i=1

gdzie 1, jest indykatorem zdarzenia losowego A, tzn.

[ ()= 1, jezeli weA,
A=00,  jezeli wéA.

Innymi slowy, g,(w) jest liczba wskaznikow j takich, ze X;(w) < X,(w).
Oczywiscie

—en+1
X,.=M$." en ),

czyli jezeli X, ()= max(X,(w), ..., X,()) = M{P(w), to g,(w)=n; jezel
X, () = M®(w), to g,(w)=n—1 itd. Teraz zmienne losowe &, mozemy
zdefiniowa¢ nastgpujgco:

é = I{0n=n} = I{Xn jest rekordem}s n= 1 2 cen

LEMAT 3.1 (A. Rényi). Jezeli {X,, n> 1} jest ciqgiem niezaleznych zmien-
nych losowych o jednakowej ciqglej dystrybuancie, to zmienne losowe &, &,, ...
5q niezaleine oraz

P{,=1}=1/m, n=1,2,..

Powyzszy lemat, ktory odegral kluczowa role¢ w teorii rekordow, jest
natychmiastowym wnioskiem z nastgpujacego tw1erdzema ktoérego znaczenie
wykracza poza zakres teorii rekordow:

TwieRDZENIE 3.1 ([29], [11], [6)). Jezeli {X,, n > 1} jest ciggiem niezalez-
nych zmiennych losowych o jednakowej ciqglej dystrybuancie F, to rangi
01, 03, ... Sq niezaleznymi zmiennymi losowymi oraz

Plo,=ji=1/n Jj=1,.,mn=1,2,.

Dowoéd twierdzenia. Z zalozenia ciaglosci dystrybuanty F wynika, Ze
rownos$¢ wérdd realizacji zmiennych losowych X, ..., X, wystgpuje z praw-
dopodobienstwem zero. Zatem kazde z n! uporzadkowan

X, <...< X,

jest jednakowo prawdopodobne (i, ..., i, oznacza permutacje liczb 1, ..., n).
Istnieje wzajemnie jednoznaczna odpowiednio$¢ miedzy tymi uporzadkowa-
niami a realizacjami rang 9,,...,0,; np. dla n=3 uporzadkowanie
X; < X, < X, odpowiada realizacji ¢, =1, ¢, =2, ¢; = 1. Z powyzszego
wynika, ze kazda realizacja ¢,,..., 0, ma jednakowe prawdopodobien-
stwo, tzn,

P{o, ="y, @, =T, = 1/n!
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dlar,=1,...,i,i=1,..., n. Zauwazmy, ze

P{Q,,=r,,}—- Z P{Ql—rl,...,g-—r,,}

.....

Flseees m-1
czyli
n
Plo,=ry, ..., =1, = H P{Qi = ri}’
i=1
zatem ¢,, ..., 0, Sa niezaleznymi zmiennymi losowymi.

Zdefiniyjmy dla n =1, 2, ... zmienna losowa

=2 &
j=1

Interpretuje si¢ ja jako liczbe rekordow wsérdd pierwszych n zmiennych
losowych X,, ..., X,.

Badanie zmiennej losowej N, odgrywa wazna rolg w teorii rekordow. Nie
jest ono specjalnie trudne, gdyz N, jest suma niezaleznych zmiennych loso-
wych &, &,, ... przyjmujacych jedynie wartosci 0 i 1, przy czym

E@E)=1, Var()= %(1—-1-).

n
Zatem

"1
E(N)= Y ~~logn, gdy n>ow
i=1J
(»a, ~ b,, gdy n— ©0” oznacza, ze lim,_ ,(a,/b, = 1).
Z elementarnego rachunku prawdopodobienstwa wynika, ze

P{lim N,,/logﬁ= 1} =1

oraz
. N,—1
lim P{"—%—n<x}= d(x), —o0<x< 0,
n— o A/ logn

gdzie

d(x) = \/_ [ exp(———)dt

jest dystrybuanta standardowego rozkladu normalnego. Stad juz latwo udo-
wodni¢ (zob. np. [19]), korzystajac po drodze z rownosci

P{L(n) > m} =P{N,, <n},
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odpowiednie twierdzenia dla czasow rekordowych L(n) i czasow migdzyrekor-
dowych 4 (n):

(i) Z prawdopodobienstwem réwnym 1

log L(n) log 4(n)

lim = lim =1,

n—>w n n—*w

(i) lim P{k’—g—%%)-_—f < x}
= lim P{!?§-4\—/_@3:ﬁ<x}=¢(x), —00 < X < 0.

Niewzorow [24j uogolnit lemat 3.1 nastepujaco. Dla k > 2 definiujemy
ciag {£¥, n > 1} zmiennych losowych przyjmujacych wartosci 0 i 1 wzorem

(3.1 f()— 1{n —k+1<onS$n)s n=1,2,..

Z twierdzenia 3.1 wynika

n—> a0

n—*o

LEMAT 3.2 (Niewzorow). Jezeli {X,, n > 1} jest ciggiem niezaleznych zmien-
nych losowych o jednakowej ciqglej dystrybuancie, to dla ustalonego k > 2
zmienne losowe &P, &P, ... sq niezaleine oraz

P{EW =1} =k/n, n=k,k+1,...
Poniewaz dla k-tych czaséw rekordowych mamy réwnos¢
Pm=min{j>IYn-1): j—k+1<g;<j}, n=2,3,..,

wigc zmienng losowa

Nﬁ,"’—-}:&"" n=k,k+1,...,
ji=k

mozna interpretowaé jako liczbe k-tych rekordow wsrod pierwszych n (n > k)
zmiennych losowych. Podobnie jak w przypadku k = 1, korzystajac z lematu
3.2, mozna otrzymaé roézne twierdzenia graniczne dotyczace liczby k-tych
rekordow N®, k-tych czaséow rekordowych I (n) i k-tych czasOw miedzy-
rekordowych A® (n) = L% (n)— L® (n—1) (zob. [24], a takze [9], gdzie twier-
dzenia graniczne dowodzone s3 inng metoda).

Na zakonczenie rozdzialu omoéwimy problem istnienia skoniczonej warto-
Sci oczekiwanej k-tego czasu rekordowego L (n). W rozdziale 2 pokazali$my,
Ze warto$¢ oczekiwana czasu rekordowego L(n) = L (n) jest nieskoriczona:

E(LM)= 40, n=1,2,...

Niewzorow [23], [26] pokazal, korzystajac z lematu 3.2, ze dla ustalonego
r=1,...,k—1 ciag
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_ (k=ry =t (k=n)!

V.(n) P LO ) (LY (m)—1)-...- (L% (n)—r+1),
n=1,2,..., jest martyngalem oraz E(V,(n)) = 1. Jako wniosek udowodnil
miedzy innymi rownosé

k"
19 (n)) = =1,2,...,k=2,3,...
E( (n)) (k__l)n, n 19 ) 1) k 9 3

Zatem wartosci oczekiwane k-tych czasow rekordowych L% (n) dla k > 2
sa skonczone; co wigcej, wiadomo, ze skonczone sa takze ich momenty
rzedu k—1.

4. Rekordy w sporcie. Model Yanga. Na og6t panuje przekonanie, ze model,
w ktorym bada si¢ rekordy w ciagu niezaleznych zmiennych losowych
o jednakowym rozkladzie, jest wystarczajacy do opisu rekordowych zjawisk
meteorologicznych, np. rekordowo duzych lub malych miesigcznych opa-
dow, rekordowo duzej lub malej liczby godzin nastonecznienia w danym
miesigcu.

Glick [20] przytacza dane dotyczace opadow i godzin nastonecznienia
w danym miesigcu w Vancouver. W kazdym przypadku podaje 65 obserwacji
(opady w latach od 1900 do 1966, nastonecznienie w latach od 1909 do 1973).
Interesuje go liczba rekordow N5 wsrod tych obserwacji. Otrzymane wyniki
przedstawiamy w tabeli 1.

Tabela 1. Liczba rekordow w ciagu 65 obserwacji

miesigc
$rednia

I I I Iv VvV, VI VII VIl IX X XI XII

opady:
rekordowo duze 4 5 2 3 6 4 5 2 6 4 4 5 4,17
rekordowo male 10 3 4 4 6 7 8 4 4 4 7 5 5,50

nastonecznienie:

rekordowo duze 4 5 3 3 4 5 6 4 1 7 5 4 4,25
rekordowo male 4 6 7 5 17 5 3 5 4 6 4 7 5,25

Teoretyczna, wynikajaca z zalozen modelu, warto$é oczekiwana liczby
rekordow Ng wynosi

E(Ngs) = 14+3+4+ ... +d5 =4,76.

Wida¢ wigc pewna zgodno$¢ danych empirycznych z modelem, gdyz rekordy
w 65 obserwacjach pojawialy si¢ $rednio co 1(4,17+5,50+4,25+5,25) =
= 4,7925 lat.
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Z rekordami w sporcie sytuacja przedstawia si¢ inaczej. Juz Foster i Stuart
[17] zauwazyli na podstawie danych dotyczacych opadéw atmosferycznych
w Oxfordzie i wynikoéw sportowych w Wielkiej Brytanii, ze rekordowe wyniki
w sporcie zdarzaja sie o wiele czgéciej niz rekordowe opady. Fakt ten tatwo
wytlumaczy¢. Podczas gdy fluktuacje pogody w obecnym stuleciu sa losowe,
bez zadnych wyraznych trenddw, sport rozwija si¢ intensywnie, zmienia si¢
liczba uprawiajacych go, a takze udoskonalaja si¢ techniki treningu. Trudno
wiec przyjaé, ze wyniki w sporcie sa realizacjami ciaggow niezaleznych zmien-
nych losowych o jednakowym rozkladzie. Powstaje zatem potrzeba po-
szukiwania modeli matematycznych pozwalajacych opisa¢ rekordy w sporcie.

Pierwszy taki model zaproponowat Yang [39] w 1975 roku. Na podstawie
wynikéw uzyskanych na igrzyskach olimpijskich wykazal on, ze przyjecie
zalozenia jednakowosci rozktadéw zmiennych losowych X,, X,, ... jest nieu-
zasadnione. Tlumaczy to faktem, ze liczba ludnosci §wiata, a wigc i sportow-
cow, jest rosnaca. Proponuje zatem przyjac, ze

@1 X, =max{X,, X,2 .- Xpm,}>

gdzie {X =1 ..,m,n=172, ...} jest tablica niezaleznych zmiennych
losowych o jednakowej ciaglej dystrybuancie F, a

m,=[1""1m +%], i=1,m >0,n=2,3,..

(fa] oznacza tu cze$¢ calkowita liczby a). Liczby m,, interpretowane jako
rozmiar populacji, wzrastaja geometrycznie, a m, jest poczatkowym roz-
miarem populaciji.

Yang badal miedzy innymi rozklad graniczny czasu, jaki uplywa mig¢dzy
chwilami ustanawiania rekordow w danej dyscyplinie sportu.

TwierDpzeNiE 4.1. Jezeli {X,,n> 1} jest ciggiem zmiennych losowych
zdefiniowanych przez (4.1), to
4.2) p;=IlimP{Am=j}=@A-117, j=1,2,..

Yang sprawdza empirycznie, czy jego model jest zgodny ze stanem
faktycznym. Szacuje parametr A, stwierdzajac, ze ludno$¢ $wiata podwaja sig
o 36 lat, zatem po uwzglednieniu czteroletniego odstgpu migdzy igrzyskami
otrizymuje A° = 2, czyli 1 = 1,08.

Rozktad graniczny 4(n) jest wtedy postaci

j = 1 2 3 4 5 ...

p; 0,074 0,069 0,064 0,059 0,054 ...
Zbieznosé w (4.2) dla A= 1,08 jest szybka (blad wzgledny aproksymacji
P{d(n) = J} przez p; jest mniejszy niz 5% dla n > 7). Zatem rozklad graniczny

Pj,j = 1} powinien dobrze opisywaé czas migdzy rekordami. Niestety, re-
kordy na igrzyskach olimpijskich padaja czesciej, niz wynikaloby to z modelu

5 ~ Wiadomosci Matematyczne XXIX
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Yanga. Na przyklad, dla ostatnich 5 rekordow olimpijskich w roku 1975
¢redni czas, jaki uptynal miedzy nimi, wynosi: 1 igrzyska dla biegu na 200
metréw, 2,4 igrzyska dla maratonu, 2,6 igrzyska dla skoku w dal. Yang
sugeruje, ze rozbieznosci te sa spowodowane albo nieuwzglednieniem rozwoju
metod treningu, albo tym, Ze liczba sportowcow wzrasta szybciej niz ludnosé
Swiata.

Pomimo niezgodnosci z danymi empirycznymi model Yanga jest in-
teresujacy z punktu widzenia teorii matematycznej. Jest on intensywnie
badany ([1], [13], [21], [22], [27]), przy czym rozwaza si¢ nastgpujace jego
uogolnienie.

Niech {X,, n > 1} bedzie ciagiem niezaleznych zmiennych losowych o dys-
trybuantach

F,(0)=P{X,<x}=F™(x), n=12,...,

gdzie F jest ciagla dystrybuanta, a {m,, n>1} jest (dowolnym) ciagiem
dodatnich statych.

W pracach Niewzorowa [21], [22], a takze w pracy Alpuim [1], podany
jest odpowiednik lematu Rényiego.

LEMAT 4.1. Jezeli {X,, n > 1} jest ciggiem niezaleznych zmiennych losowych
o dystrybuantach F™ n=1,2,..., gdzie F jest cigglq dystrybuantq,
am,n=1,2,..., sq dodatnimi liczbami rzeczywistymi, to zmienne losowe

6n = I(Xn Jjest rekordem}>s n=1,2,...,
sq niezalezne oraz

ml’l
PG, =1} = m+...+m, n=12,.

Podobnie jak poprzednio, lemat 4.1 mozna wykorzysta¢c do badania
asymptotyki liczby rekordow N, wsrdd pierwszych n zmiennych losowych
oraz asymptotyki czaséow rekordowych L(n) i miedzyrekordowych A4 (n).

Dziubdziela w pracy [13], korzystajac z metody wylaczania i wlaczania
(zob. np. [15], [19]), znalazt dla kazdego k > 1 rozklady zmiennych losowych
EW n=1,2,..., zdefiniowanych przez (3.1):

P{EW =1} = (7! -
{6” 1} Z Z( )( s—1 1<,~1<.Z‘<,~j”_1mil+... +m

s=n—k+1j=0 lj+s 1

W pracy Niewzorowa [27] udowodniony jest interesujacy fakt, ze niezalez-

no$¢ zmiennych losowych &,, &,, ... charakteryzuje, przy pewnych dodat-
kowych zatozeniach, ciag dystrybuant F™, F™, ... zmiennych losowych
X, X, .ot

TWIERDZENIE 4.2. Niech X |, ..., X, bedq niezaleznymi zmiennymi losowymi

o dystrybuantach F., ..., F, i gestoSciach f,, ..., f, takich, ze []i={ fi(x) # 0
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dla wszystkich x z pewnego przedziatu (a, b) (— o0 < a < b < ). Jezeli wektor

E=(¢y, ..., &, 1) oraz zmienna losowa &, sq niezalezne dla dowolnego wyboru
gestosci f,, to istniejq stale a,, ..., a,_, takie, ze
F,(x)=Ff(x), —owo<x<ow,k=2,...,n—1,

oraz skladowe &, ..., ¢,_, wektora & sq niezalezne.

W pracy [25] podano przyklady pokazujace, ze zmienne losowe &,, ¢,, ...
nie musza by¢ niezalezne, gdy X,, X,, ... sa niezalezne.

5. Rekordy w ciagach z liniowym trendem. Ostatnio Resnick i Ballerini
opublikowali cykl prac [2]-[5], w ktorych zaproponowali nowy model dla
rekordow w sporcie. Wyniki zilustrowali danymi dotyczacymi biegow na 400
i 800 metrow oraz na 1 milg. Rozwazaja oni rekordy w ciagu

X,=Y+cn, n=12,...,

gdzie {Y,, —o0 <n < oo} jest §cisle stacjonarnym ciagiem zmiennych loso-

wych oraz ¢ >0. Liniowy trend cn,n=1,2,..., ma migdzy innymi od-

powiada¢ wzrostowi liczby sportowcow i rozwojowi metod treningu.
Definiujemy jak poprzednio

én = I{Xn jest rekordem}s n=1, 2>

Wtedy

i

E¢E)lp=P{({Y.—ci< Yy}}, gdy n— o,
=1

a stad wynika, ze
lim E(N,)/n = p.
Przypomnijmy, ze N,=Y"-,¢ ; jest liczba rekordéow wsrdéd pierwszych
n zmiennych losowych.
Stala p nazywa si¢ asymptotyczng intensywnosciq rekordow.
_ Obliczanie p nie jest fatwe. W pracy [3] rozwazano przypadek, gdy {Y,} jest
clagiem niezaleznych zmiennych losowych o jednakowej dystrybuancie F; wtedy

p=pl)= | G,y c)F(dy),
gdzie ’

G0 9= [ Fir+a.

ji=1
_Wzér ten jest nieefektywny i zwykle p wyznacza si¢ numerycznie, np. dla ¢ = 1
1 standardowego rozkladu normalnego mamy p = 0,72506. Tylko w nielicz-
nych przypadkach p wyznaczono analitycznie; np. jesli

F(x) =exp{—exp(—(x—a)/b)}, —o<a<ow, b>0,
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to
p(c) = 1—exp(—c/b).

Empirycznie wyznaczono p dla kilku dyscyplin sportowych.

Tabela 2. Intensywnosci rekordow z proby

bieg na
dyscyplina
400 m 800 m 1 mil¢
intensywno$¢
rekordu z proby 0,16964 0,19643 0,293

W pracach [3], [4] badano asymptotyke N,, gdy n — co. Miedzy innymi
udowodniono:

TWIERDZENIE 5.1. Jezeli cigg {Y,, —00 <n < oo} jest ergodyczny, to

P{lim N,/n=p}=1.

Oczywiscie ciag niezaleznych zmiennych losowych o jednakowym roz-
kladzie jest ergodyczny.

Whnioskiem z twierdzenia 5.1 jest réwnos¢

- P{lim L(n)/n = 1/p} = 1.

Badano tez asymptotyczna normalno$¢ N,:
TwiERDZENIE 5.2 ([3]). Jezeli {Y,, —o0 <n < oo} jest ciggiem nieza-

leznych zmiennych losowych o jednakowej dystrybuancie oraz ¢ >0
i E(max {0, X,})* < oo, to

) _ 1 = 2
hmP{\/;(n 1N,‘—p)<x}=\/5; jexp(——z}—z)dt, —00 < X < 00,

n—o 0 -

gdzie

2 =p-p*+2 Y (EQ&1%)—-p?),

m=1
* —
1m - I{Ym>max(Ym-1—c.Ym-z—Zc,Ym-3‘3(:,...)), m= 1: 29

W [4] udowodniono podobne twierdzenie w przypadku, gdy {Y,} jest
ciggiem $cisle stacjonarnym i silnie mieszanym.

Wydaje si¢, ze model Balleriniego i Resnicka lepiej opisuje rekordy
w sporcie niz model Yanga. Problem miedzy innymi polega na takim
dobraniu zalozen modelu — typu zaleznosci w ciagu {Y,}, dystrybuanty F
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(np. przyjecie zalozenia, ze Y, jest procesem Gaussa) i stalej ¢ — aby
teoretyczna intensywnosé¢ rekordow byta bliska empirycznej. Na przyklad
w pracy [4] Ballerini i Resnick dla biegu na 400 m tak dobrali zalozenia, ze
intensywno$¢ rekordow wynosi p =~ 0,1523. W tym przypadku intensywnosc¢
rekordow z proby jest rowna 0,1696.

6. Uwagi koncowe. W opracowaniu omowilismy jedynie wybrane problemy
teorii rekordow. Nie wspomnieliSmy np. nic o zwiazkach teorii rekordow
z teoria punktowych procesow przekroczen wysokich poziomoéw i procesow
ekstremalnych; o tych zagadnieniach mozna przeczyta¢ w pigknie napisanej
monografii Resnicka [32].

Prawie pelny przeglad wynikow teorii rekordow znajduje si¢ w pracy
Niewzorowa [28]. Praca ta zawiera takze list¢ otwartych problemdéw w teorii
rekordow. Oczywiscie probleméw nie rozwiazanych jest znacznie wigcej.
Mozna zatem przewidywaé w najblizszych latach dalszy intensywny rozwoj
metod probabilistycznych i statystycznych teorii rekordow, a takze spodzie-
wac siec nowych interesujacych zastosowan.
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