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Funkcje symetryczne*

Wstep. Powyzszy tytul moze si¢ wydawac zbyt enigmatyczny. Uprzedze
wigc od razu, Zze bedzie tu mowa w zasadzie o wielomianach symetrycznych,
tzn. wielomianach, ktore sa niezmiennicze przy dzialaniu grupy symetryczne;j.
Dokladniej, jesli x,, ..., x, sa zmiennymi, to na pierscieniu wiclomianow
Z[x,,...,x,] dziala grupa permutacji S, zbioru n-elementowego. Przed-
miotem artykutu jest pierscieri elementow statych tego dzialania, tzn. pierScien

A, ={feZ[x,,...,x,]; af =f, Voes,}.

Wiasnoséci funkcji symetrycznych stanowia klasyczny dorobek matematyki
XIX wieku, a ich réznorodne zastosowania byly stopniowo odkrywane w XX
wieku wraz z rozwojem innych dziedzin.

Celem tego artykulu jest udostgpnienie polskiemu czytelnikowi trzech
zastosowan teorii funkcji symetrycznych: do opisu nieprzywiedlnych reprezen-
tacji wielomianowych ogoélnej grupy liniowej GL(n), do opisu pierscienia
kohomologii grassmannianu oraz w teorii reprezentacji grup symetrycznych.

Pierwszy rozdzial poswigcony jest zwigztemu przedstawieniu pojec i twier-
dzen dotyczacych funkcji symetrycznych, ktore beda potrzebne w dalszej
czgsci. Czytelnika pragnacego poszerzy¢é swe wiadomosci w tej dziedzinie
odsylam do znakomitej ksiazki Macdonalda [8]. Na koncu artykutu znajduja
si¢ tez inne pozycje bibliograficzne zwiazane z tematyka tej pracy.

1. PierScien funkcji symetrycznych. Z kursu algebry wiemy, ze
A A, =Z[e,,...,e,],

gdzie e, jest p-ta elementarnq funkcjq symetryczng oraz ey, ..., e, sa algebraicz-
nie mezalezne nad Z, tzn. kazdy wielomian symetryczny przedstawia si¢
Jednoznacznie jako wielomian wzgledem ey, ..., e

e
————

* Niniejszy tekst stanowi rozszerzona wersj¢ odczytu wygloszonego 15 wrzesnia 1988 roku
W Auli Uniwersytetu Poznanskiego podczas Zjazdu Naukowegd PTM. Dzigkuj¢ serdecznie Panu
Profesorowi Romanowi Dudzie za propozycj¢ opracowania i opubhkowama tego w Wiado-

mosciach Matematycznych.
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Przypomne, ze elementarne funkcje symetryczne mozna zdefiniowa¢ po-
przez funkcj¢ generujaca

n

E, ()= Zj:oept" =[] 1 +x),

i=1

tzn.

n

€= ) X €= D X;Xj .oy €,= Xy ool Xy
i=1 i<j

przyjmujemy tez, ze e, = 1.
Zauwazmy, ze funkcja generujaca

HO=[]0-x0"= ) h¢
i=1 =0

definiuje nam inne wielomiany symetryczne h,, h,, ... (tu réwniez hy, = 1),
przy czym z réwnosci H,(t)E,(—t) = 1 wynikaja relacje

(—eh,-,=0, m=1,

it

a to oznacza, 7e
A, =Z[h, ..., h],

ze hy, ..., h, sa algebraicznie niezalezne nad Z i ze h,. 1, hy 4, ... Wyrazaja si¢
(jako wielomiany) poprzez h, ..., h,. Funkcje h, nazywaja si¢ zupeinymi
Junkcjami symetrycznymi. Ta nazwa pochodzi stad, ze h, jest suma wszystkich
jednomianow stopnia p wzgledem x,, ..., x,, np.

n
h1= in=e1, h2= inz-f-zx,-xj,
i=1

i=1 i<j

Trzecia wazng rodzina funkcji symetrycznych sa sumy poteg

Oznaczmy

P,@)=% pt"""

r=1

Prosty rachunek pokazuje, ze P, (t) = H,(t)/H,,(t), gdzie prim oznacza pochod-
na wzgledem t. Stad

m
mh,= > ph, ,, m>=1,
r=1

a wigc mozna wyrazi¢ wielomianowo funkcje h przez sumy poteg, z tym
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zastrzezeniem, ze wspOlczynniki pojawiajace si¢ przy wyrazeniu h poprzez
p moga by¢ wymierne, np. h, = $(p}+p,). Mamy zatem

An®zQ = Q[pu tees pn]

i funkcje p,, ..., p, sa algebraicznie niezalezne.

W ten sposéb poznaliSmy trzy bazy algebraiczne pierscienia funkcji
symetrycznych (trzecia — nad Q). W roznych problemach, o ktérych bedzie
mowa pdzniej, potrzebne nam beda bazy liniowe. Zauwazmy, ze pierscien A4,
jest pierScieniem z gradacja:

Ay = {feA,; deg f=k},

przy czym dege, = degh, = degp, = k oraz A, = @, A% Kazda z baz alge-
braicznych wyznacza baze liniowa skladowej jednorodnej A%. Istotnie, dla
funkcji elementarnych baze A% nad Z stanowia wszystkie jednomiany
{e}r...efn}, gdzie 4, +24,+ ... +ni, = k. Stad latwo otrzymaé wzor na range
grupy Ak, Jesli k <n, to

ranga A% = p(k) = liczba wszystkich podzialéw liczby k.

Przez podzial « liczby k rozumiem tu taki ciag liczb a; > ... > a,,, 2e ) a; = k.
Kazdy taki podziat wyznacza ciag (4,, ..., 4,) W ten sposob, ze A, jest liczba
jedynek wérod «y, ..., o, 4, — liczba dwojek wsrod ay, ..., a,, itd. Z samego
okreslenia wynika, ze

A +20,+ ... +nd, =k

Ta odpowiednio$¢ x <> A okre$la bijekcje migdzy elementami bazy {el!... e}
a podzialami liczby k dla k < n i dowodzi wspomnianego wzoru na rangg.
Istnieja inne bazy liniowe grupy A%, ktore nie pochodza od baz algebraicz-
nych, a najwazniejsza z nich jest bez watpienia baza zlozona z tzw. funkcji
Schura.
Niech a bedzie podzialem liczby k; rozpatrzmy wyznacznik

’_‘xif‘Fn"l xaiz'i‘n"Z xq,,'
x§1+n—l X§2+"_2 Vs xaé,.
a, = det
_x:1+n—1 xz2+n 2 Xﬁ"_
Jest to wielomian antysymetryczny wzgledem x,, ..., X,, a wiec podzielny

.....

oczywiscie s, € Ak. Ta definicja pochodzi jeszcze od Jacobiego, a nazwisko
Schura pojawia si¢ tu w zwiazku z zastosowaniem tych funkcji do opisu
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reprezentacji grupy GL(n) (patrz [9]), o ktorych bedzie mowa w roz-
dziale 2.

Okazuje sig, ze funkcje {s,}, gdzie o przebiega wszystkie podzialy k, tworza
baze liniowa A% nad Z dla k < n. Zanotujmy, Ze s, = hy, S = €, gdzie (1%
oznacza podzial (1, ..., 1) (k jedynek).

Z poprzednich rozwazan wynika, ze funkcje Schura sa wielomianami
wzgledem h,, h,, ... czy tez e,, e,, ... Takie eleganckie przedstawienie podaje
nam wzor Jacobiego-Trudiego:

sa=det[hai_,-+j], 1 =i,j€m,

gdzie a = (a,, ..., ®,), m < n. Podobny wzoér wyraza s, poprzez ey, ..., €,.
Na zakonczenie tego wstepnego rozdzialu chce podac jeszcze jeden
klasyczny wzor, ktory wyraza iloczyn e, s, jako sume funkcji Schura.

Wzor Pieriego. Niech o bedzie podzialem k i niech r+k < n. Wowczas
er SG = Z sv’
v

gdzie sumowanie przebiega po wszystkich podzialach v liczby r+k spel-
niajacych warunek o; <v; < o;+1 dla kazdego i.

Latwo zapamigtac ten wzor, przyporzadkowujac kazdemu podziatowi jego
diagram. Jesli « =(a,, ..., a,,), to diagram tego podzialu sklada si¢ z ciagu
kwadratéw na plaszczyZnie ustawionych w m wierszach, przy czym i-ty wiersz
zawiera a; kwadratow, np. diagram podzialu (4, 3, 1) przedstawiamy na rys. 1.

Rys. 1

Teraz wzor Pieriego staje si¢ czysto mechaniczna zabawa. Sumowanie
przebiega po wszystkich podziatach v liczby r+k, ktore powstaja z diagramu
podziatu o poprzez dodanie r kwadratow w ten sposob, by w kazdym wierszu
doda¢ co najwyzej jeden kwadrat. Jako ilustracje obliczymy, ze

22 84 = S(16)+S(2’14) +52211 .

Pamigtajmy, ze e, = 5. W tym przypadku jedyne mozliwosci podane sa na
rys. 2.

Istnieje ogolniejszy wzor, ktory opisuje iloczyn s,s, jako sume funkcji
Schura. Tu wspolczynniki moga by¢ juz rozne od 0 i 1; ich kombinatoryczna
interpretacje podaje prawo Littlewooda—Richardsona (patrz [8]).
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XX

Rys. 2

2. Reprezentacje grupy GL (n). Przez reprezentacje grupy G rozumiem
homomorfizm T: G - GL(m, C), tzn. odwzorowanie spe}niajace warunki

(1) T)=1, Tgh=T@THh), g,heC,

gdzie GL (m, C) oznacza grupe¢ liniowa wszystkich macierzy odwracalnych
stopnia m nad cialem liczb zespolonych C, a 1 oznacza jedynke grup
G.i GL (m, C) (nie doprowadzi to chyba do nieporozumien). Liczb¢ m nazywa-
my stopniem reprezentacji T.

Z reprezentacja T mozna stowarzyszy¢ dzialanie grupy G na przestrzeni
V=C™ definivjac g-v = T(g)(v). Wowczas z (1) otrzymujemy

l-v=v, (gh)-v=g-(hv).

Taki obiekt nazywamy G-modulem. Mamy wigc wzajemnie jednoznaczna
odpowiednio$¢ miedzy G-modulami a reprezentacjami grupy G. Do pod-
stawowych operacji na G-modulach nalezy branie sumy prostej oraz pod-
modutu. Podprzestrzen W< V nazywamy G-podmodulem modulu V, jesli
9-we Wdla kazdego we W, ge G. Dla dwoch G-modutdéw U, V na zbiorze par
(u,v), ueU, veV, wprowadzamy dziatanie grupy G wzorem g¢g-(u, v)=
=(g-u, g-v) i w ten sposdb otrzymujemy G-modut U@ V zwany sumq prostq
Ui V. G-modut V nazywamy nieprzywiedinym, jezeli nie ma on wiasciwych
G-podmodutéw, tzn. podmodutéw réznych od 0 i V. Duzej klasie grup
przystuguje bardzo wazna wlasnos$é pefnej reduktywnosci:

(PR)  dowolny G-modut W jest suma prosta skonczonej liczby modutéw
nieprzywiedinych:

W=Vo..e,
gdzie V, sa nieprzywiedine.
Wiasnoéé petnej reduktywnosci (PR) zachodzi, gdy:

1° G jest grupa skoniczona,
2° G jest zwarta grupa Liego lub ogdlniej jest grupa reduktywna.

W szczegblnosei, grupa G = GL(n) = GL (n, C) jest reduktywna, wigc ma
Wlasnosé (PR).
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Wobec tego opis wszystkich reprezentacji lub G-modutoéw dla takich grup
sprowadza si¢ do opisu G-moduiéw nieprzywiedlnych. W wielu przypadkach,
w tym rowniez dla GL(n), wygodnie jest to zrobi¢, ,nadajac” zbiorowi
wszystkich modutéw strukture pierscienia. Dokladniej, dla grupy G definiuje-
my tzw. pierscien reprezentacji 2 (G). Jako grupa abelowa £ (G) jest generowa-
ne przez klasy izomorfizmow [U] G-modutéw. Jesli W= V@ U, to w £(G)
zachodzi rownos¢ [W] = [V]+[U]. Poniewaz Z(G) jest grupa, wigc mamy
formalnie w £ (G) element —[W1]. Jesli V,, ..., V, sa wszystkimi nieizomorficz-
nymi nieprzywiedlnymi G-modutami, to £ (G) jest wolna grupa abelowa rangi
k o bazie [V,], ..., [Vi], dzigki wlasnosci (PR).

W grupie #(G) istnieje naturalne mnozenie indukowane przez operacj¢
iloczynu tensorowego modulow. Dla G-modulow U i V okreslamy dziatanie
G na U®YV, przyjmujac g-(u®v) = g-u®g-v. Mnozenie w £(G) jest okres-
lone przez zadanie, by [U]-[V]=[U®V].

Zasadniczym problemem w teorii reprezentacji jest opis pierscienia % (G).
W przypadku grupy GL(n) ograniczymy si¢ do tzw. reprezentacji wielo-
mianowych, tzn. takich T: GL (n) - GL (m), ze wspoOlczynniki macierzy T (A)
wyrazaja si¢ wielomianowo poprzez wspolczynniki macierzy 4. Oznaczmy
przez #”(GL (n)) podpierscien pierscienia #(GL (n)) generowany przez klasy
reprezentacji wielomianowych. Oczekiwane powigzanie z funkcjami syme-
trycznymi sformutuj¢ w nastgpujacym twierdzeniu:

TWIERDZENIE | (Schur [9]). Istnieje izomorfizm pierscieni #*(GL (n)) i A4,
Odwzorowanie ch okreslajgce ten izomorfizm zdefiniowane jest wzorem

ch([W]) = tr(diag(x,, ..., x,): W— W),

gdzie po prawej stronie mamy Slad przeksztalcenia liniowego na W polegajqcego
na dzialaniu na W macierzy generycznej diag(x,, ..., x,) majqcej na przekqtnej
elementy x,, ..., x,, a poza przekqtng — zera. Slad ten jest funkcjq symetryczng
wzgledem x,, ..., x,, a wiec elementem pierscienia A,.

n?

Dla zilustrowania twierdzenia podam prosty przykilad. Jednak przedtem
uwaga, ktora moze nam lepiej uzmyslowi¢, czym sa reprezentacje grupy
GL (n).

Mozemy utozsami¢ GL(n) z grupa automorfizmoéw przestrzeni liniowej
U wymiaru n; oznaczmy ja przez GL (U). Dowolny funktor F na kategorii
przestrzeni liniowych i ich przeksztalcen liniowych wyznacza pewna reprezen-
tacie F grupy GL(U). Istotnie, definivjemy F: GL(U) - GL(F(U)) jako
F(¢) = F(g): F(U)- F(U) dla ¢ e GL (U). Aksjomaty funktoréw zapewniaja,
ze F jest reprezentacja.

Rozpatrzmy konkretny przykiad, w ktérym F = A* jest funktorem k-tej
potegi zewnetrznej; obliczmy ch([ A*U]). Dla ¢e GL(U), u;€ U mamy

o A rnu)=(No)uy A onw)=oU)A...Apw).
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Jesli @ = diag(x,, ..., x,), to @(v) = x;v; dla pewnej bazy v,,..., v, prze-
strzeni U. Stad otrzymujemy

ch([A\*U]) = tr(diag(xy, ..., x,): \*U - A*U)

= Y X oo Xy = €.
1<€i)<..<ix<n
Przyklad ten pokazuje, ze odwzorowanie ch jest epimorfizmem, gdyz 4, jest
generowane jako pierScienn przez e, ..., e,.
Rozpatrzenie funktoréw k-tej potegi symetrycznej S* pokazuje, ze
ch([S*U]) = h,. )
Jako wniosek odnotujemy:

TWIERDZENIE 2. Jesli S, oznacza GL (n)-modul, ktérego klasq w #” (GL (n))
jest ch™1(s,), gdzie s, jest funkcjq Schura wyznaczong przez podzial A, to zbior
{S,} indeksowany podzialami liczby k tworzy zupeiny zbiér nieprzywiedlnych
reprezentacji wielomianowych grupy GL(n) stopnia k.

Twierdzenie Schura pozwala zredukowaé wiele probleméw zwiazanych
z reprezentacjami grupy GL (n) do obliczen w pierscieniu funkcji symetrycz-
nych A,. Oto jeden z przykladow. Przypusémy, ze chcemy wiedzie¢, jak
iloczyn tensorowy A?U® A*U przedstawia si¢ jako suma reprezentacji
nieprzywiedlnych grupy GL(U). Na podstawie poprzedniego przykladu
wiemy, ze ch([/\* U]) = e,. Wobec tego, ze ch zachowuje mnozZenie, otrzy-
mujemy

ch([A*UA*UJ) = ch([/\* U ch([\* U]) = ez e,
Ze wzoru Pieriego przedstawionego w poprzednim rozdziale wiemy, ze
8234 = 5(16)+S(214)+82211,
a wigc otrzymujemy

A2U® A*U = S16/(U)+5314/(U)+ 83211 (V).

3. Pierécien kohomologii grassmannianu. Rozpatrzmy przestrzen rzutows -
P" oraz zbiér G,(n) wszystkich d-wymiarowych podprzestrzeni liniowych w P".
Na G,(n) mozna okresli¢ strukture rozmaitosci algebraicznej (rzutowej) po-
P1zez tzw. zanurzenie Pliickera

p: Gd(n)___)P(/\d-!—lCna-l)’

gdzie P(U) oznacza projektywizacje przestrzeni liniowej U. Punkt ze G, (n)
Jest wyznaczony przez (d+ 1)-wymiarowa podprzestrzen L, w C"*1. Jesli
Yos ..., v, oznacza baze L, to definiujemy p(z) jako punkt przestrzeni
P(A\?*1C"*1) wyznaczony przez wektor vy A ... A v,. Rozmaitos¢ G,(n) na-
Zywana jest grassmannianem. Zauwazmy, ze G,(n) = P"; mozna udowodnic, ze
dime G, (n) = (d+1)(n—d).
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Aby opisa¢ strukture pierscienia kohomologii grassmannianu, rozpatrzmy
flage podprzestrzeni liniowych w P”

A=A F A, E...SA4)

i zalozmy, ze dim A4; = a,+i; wowczas 0 < ay,<a, < ... < a; < n—d. Defi-
niujemy tzw. rozmaitos¢ Schuberta stowarzyszona z ciagiem A4 jako

Q(A) = {LeG,(n); dim(Ln A4, > i}.

Dla flagi B takiej, ze dim A, = dim B, dla wszystkich i, rozmaitosci Q(4) i 2(B)
wyznaczaja ten sam element w pierscieniu kohomologii przestrzeni G,(n),
ktory oznaczamy przez Q(a), gdzie a =(a,, ..., a;), 1 nazywamy cyklem
Schuberta. Wiadomo, ze

d
dim:Q(a) = ) a;.
=0

TWIERDZENIE 3 (0 bazie). 1° H***1(G,(n), Z) =0,

2° H??(G,(n), Z) jest wolnq grupq abelowq o bazie skladajqcej si¢ z cykli
Schuberta Q(a) kowymiaru p (tzn. p = (d+1)(n—d)—) -0 a).

Rozpatrzymy dwa przyklady.

PRzZYKLAD 1. Maksymalne p, dla ktérego H??(G,(n), Z) # 0, jest rowne
(d+1)(n—d) = N; mamy H*¥(G,(n), Z) = ZQ(0, ..., 0) (d+1 zer), przy czym
cykl Schuberta Q(0, ..., 0) sklada si¢ z jednego punktu. Z drugiej strony
H°(G,(n), Z) = ZQ((n—d, ..., n—d) (n—d powtérzone d+1 razy).

Przykeap 2. G,(3) jest grassmannianem prostych w P3. Baza cykli
Schuberta wyglada nastepujaco:

22,2 (1,2 0,2,2(0,1) 20,1 20,0
HO HZ H4 . H6 HS
Przypatrzmy si¢ dokladniej, czym sa te cykle Schuberta. Przechodzac do
bardziej klasycznych oznaczen, ustalmy flage p, = I, = L, w P3, tzn. p, jest

punktem lezacym na prostej [,, a ta jest zawarta w ustalonej plaszczyznie L.
Dla Q(0, 1) przyjmujemy flage A, = p,, 4, = L, i wowczas

Q0, 1)={leG,(3); dim(Inpy) =0, dim(InLy) > 1}
= {wszystkie proste przechodzace przez p, i zawarte w L,}.
Podobnie tatwo sprawdzamy, ze

(0, 2) = {wszystkie proste przechodzace przez p,},
Q(1, 1) = {wszystkie proste zawarte w L},
Q(1, 2) = {wszystkie proste przecinajace I},

oraz oczywiscie Q(0, 0) = {I,}, 2(2,2) = G,(3).
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Schemat inkluzji pomiedzy tymi cyklami Schuberta ilustruje nastgpujacy
diagram:

codim
£(2,2)=6,(3) 0]
2(1,2) 2
@1 sz(o‘,z) 4
2(07) 6
.fz(o,o)l {©.} 8

Suma prosta H*(G,(n), Z) = @, H*(G,(n), Z), jak i struktura mnozenia
na niej, maja bardzo wiele rozmaitych interpretacji. W terminach czysto
topologicznych doprowadza to do pierScienia kohomologii.

Inne podejécie prowadzi do izomorficznego piercienia A4 (G, (n)), zwanego
pierscieniem Chow, poprzez algebraiczna formalizacje przekroju dwoch pod-
rozmaitosci. Mamy

A(G,(n) = @ A*(Gy(n)) oraz  A*(G,(n) = H*(G,(n), Z),

przy czym elementami 4*(G,(n)) sa kombinacje liniowe klas rownowaznosci
podrozmaitosci w G,(n) kowymiaru k. Oczywiscie cykle Schuberta, a wigc
klasy rozmaitosci Schuberta, tworza bazg w 4*(G,(n)) nad Z. Interpretacja
mnozenia w A(G,(n)) polega na wzigciu przekroju rozwazanych podrozmaito-
Sci w sensie algebraicznym, tzn. na rozlozeniu przekroju geometrycznego na
sktadowe nieprzywiedine i rozpatrzeniu ich kombinacji liniowej o wspotczyn-
nikach bedacych krotno$ciami, z jakimi skladowe nieprzywiedlne pojawiaja
si¢ w przekroju. Wszystko, co teraz pisze, jest bardzo nieprecyzyjne. Chcial-
bym jednak przedstawié cho¢ drobne intuicje zwiazane z mnozeniem, nie
majac mozliwosci precyzyjnego opisu.

Jak w $wietle powyzszych uwag wyglada definicja potegi, np. [X]?, gdzie
X jest podrozmaitoscia? Wybieramy w klasie rownowaznosci [X] taka
Podrozmaitos¢ Y, ze X i Y przecinaja si¢ ,,wlasciwie”, i obliczamy [X 1? jako
[X]-[Y] w mysl definicji podanej uprzednio.

Rozpatrzmy prosty przyktad. Chcemy obliczyé Q(1, 1)*> w pierécieniu
4(G, (3)) izomorficznym z H* (G, (3), Z). Wiemy, ze Q(1, 1) jest klasa podroz-
maito§ci w G, (3) zlozonej z wszystkich prostych zawartych w ustalonej
Plaszczyznie L,. Kazda inna plaszczyzna L, wyznacza ten sam element
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Q(1, 1). Wybieramy wiec L, tak, by L, # L,. WoOwczas obie plaszczyzny
przetna si¢ wzdluz jednej prostej, a ta prosta reprezentuje cykl Schuberta
oznaczany przez Q(0, 0). Stad Q(1, 1)? = Q(0, 0). Jest to prosty przypadek,
poniewaz nie mieliSmy do czynienia z krotnoS$ciami.

Tematyka, ktora tu zaledwie wspominam, nazywa si¢ teorig przecigé
i stanowi centralna czeg$¢ geometrii algebraicznej. Stopniowe precyzowanie
poje¢ i definicji stanowilo w ciagu dziesigcioleci istotny impuls rozwoju
podstaw geometrii algebraicznej i przykuwalo uwage najwybitniejszych mate-
matykéw. Poczatek stanowit tu tzw. rachunek Schuberta dla podrozmaitosci
grassmannianu. Aby daé czytelnikowi posmak tego, czym zajmowal si¢
Schubert, jak réwniez uzmystowiC, skad bierze si¢ wspomniane mnozenie
w kohomologiach grassmannianu, rozpatrzmy jeden z najprostszych pro-
blemow rozwazanych przez Schuberta.

PrOBLEM. Dane sa 4 proste 1, ,, I;, [, w P? znajdujace si¢ w polozeniu
og6élnym. Ile istnieje prostych przecinajacych te 4 proste?

Zbiér prostych w P3 przecinajacych prosta [; jest wyznaczony przez cykl
Q(1, 2)(I). Nalezy to rozumie¢ tak, ze w definicji (1, 2) bierzemy flage,
w ktorej zamiast |, pojawia si¢ /;. Poniewaz klasa cyklu nie zalezy od wyboru
flagi (a jedynie od wymiarow wystepujacych w niej przestrzeni), wigc wszystkie
cykle Q(1, 2)(1), i =1, 2, 3, 4, wyznaczaja ten sam element Q(1, 2) w koho-
mologiach. Proste, o ktorych mowa w pytaniu, naleza do kazdej podrozmaito-
$ci Q(1, 2)(1), a wigc do ich przekroju — co w terminach mnozenia opisanego
uprzednio sprowadza si¢ do obliczenia Q(1, 2)* w pierscieniu kohomologii.
Zauwazmy, ze Q(1, 2)e H?, a wiec Q(1, 2)*e H® = ZQ(0, 0), czyli Q(1, 2)* =
=mQ(0, 0), meZ. Liczba m jest szukana liczba prostych przecinajacych
wszystkie cztery proste /. Aby ja obliczy¢, skorzystamy ze zwigzku z funk-
cjami symetrycznymi.

TWIERDZENIE 4. Niech N = (d+1)(n—d). Istnieje epimorfizm pierscieni
@: Ay — H*(G,(n), Z) taki, ze

OG;))=Qmn—d—2,,...,n—d—244,)
dla Ac(n—d)**' (oznacza to inkluzje odpowiednich diagraméw), gdzie
(n—d**' =(n—d, ..., n—d) (d+1)-krotne powtdrzenie).

Jesli A & (n—d)y** 1, to O (s;) = 0. Wobec tego H* (G, (n), Z) ~ Ay/1,,, gdzie

1,, jest idealem generowanym przez s, dla i ¢ (n—d)**™. -

Stosujac to twierdzenie do grassmannianu G, (3), otrzymamy

H*(G,(3) = Z2(2, 2+ ZQ(1, )+ ZR(0, 2)+ Z2(1, 1)+ ZQ(0, 1)+ ZR(0, 0)

le ! ! ! ! ! !
Aglly, = Zsy + Zsy + Zs, + Zs, + Zs,; + Zs,,

Aby zna¢ Q(1, 2)*, wystarczy obliczyé st w A,/I, , i znalezé odpowiadajacy
mu element w H*(G, (3)).. Postugujac si¢ wzorem Pieriego w A,, obliczamy,
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ze klasa st modulo I,, jest roéwna 2s,,, a wigc ostatecznie
Q(1, 2)* =2Q(0, 0), co daje odpowiedz na czysto geometryczne pytanie
rozwazane przez Schuberta.

Na zakonczenie tego rozdzialu podam jeszcze dwa klasyczne wnioski
z twierdzenia 4.

WNIOSEK 1. Pierscieri kohomologii grassmannianu G,(n) jest generowany
jako pierscien przez tzw. specjalne cykle Schuberta

0, =Qn—d—i,n—d,...,n—d), i=1,...,n—d.

d

WnNIOSEK 2 (G. Z. Giambelli).
Q(n—‘d"—ll, ceey n-—d-—-)»“.l) = det[ah_i.{.j], 1 < i,j < d+1.

Pierwszy wniosek wynika z faktu, ze @ (s) = O (h;) = g;, a drugi ze wzoru
wyznacznikowego Jacobiego-Trudiego dla funkcji Schura.

4. Reprezentacje grup symetrycznych. Powr6¢my do oznaczen z rozdziatu
2 i rozpatrzmy pierScien reprezentacji grupy symetrycznej £(S,). W tym
przypadku nie bedzie nas interesowala struktura mnozenia w £ (S,), natomiast
okreSlimy inne mnozenie na sumie prostej # = @i=0Z(S,), przyjmujac
R(S,) = Z.

Grupg S, xS, mozna w naturalny sposdb zanurzy¢ w grupe Siim.
Jesli [UleZ(S,), [V1e£(S,), to na U®YV istnieje naturalna struktura
S, x S,-modutu; definiujemy

[U]-[V]=1Ind3is3, UV,

gdzie Ind oznacza symbol reprezentacji indukowane;.

W ten sposOb otrzymujemy na £ strukture pierScienia przemiennego,
ktora rowniez mozna opisa¢ w terminach funkcji symetrycznych, tym razem
jednak zaleznych od nieskorczonej liczby zmiennych.

Zauwazmy, ze dla kazdego n mamy homomorfizm A,,, — A, okreslony
Przez warunki x;—x;, i=1,...,n, x,4;+—0. Przy tym e, (x,, ..., X,+1)—
e (x,, ..., X,) i podobnie dla funkcji h; i p, wprowadzonych w rozdziale 1.
To doprowadza do ciagu homomorfizmoéw pierscieni

e —>A,,+1 _'An—)An—l_) e ""Al,

a wigc do pewnego granicznego pierScienia A, ktéry dla naszych celow
Wygodnie jest zdefiniowaé jako pierscien wielomiandéw Z[e,, e,,...], przy
CZym e, zalezy tu od nieskonczenie wielu zmiennych x,, x,, ... Symbol e,
Oznacza teraz formalny szereg potggowy

6= ) Xx.
1<€iy<...<ik

) 6~ Wiadomosci Matematyczne XXIX "
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Piercien A jest pierscieniem z gradacja, A = @, A%, przy czym dege, = k.
Dla dowolnego n mamy epimorfizm A — A, polegajacy na podstawieniu
Xn+1 =Xnsz=...=0. Stad e, > e,(x,, ..., x,). Dlatego A*~ A% dla k <n,
a wigc. z tego, co udowodniliSmy w rozdziale 1, wynika, ze dla dowolnego
k ranga A* = p(k) = liczba podzialéw liczby k. Ponadto funkcje Schura
tworza baze¢ liniowa pierscienia A nad Z.

Z drugiej strony, ranga grupy Z(S,) jest tez réwna p(k). Istotnie, ranga
A (S,) jest rowna liczbie nieizomorficznych nieprzywiedinych S,-modulow, a ta
jest rowna liczbie klas elementow sprzgzonych w S,. Klasy elementow
sprzezonych w S, sa opisane przez strukturg¢ cykli: dla dowolnego podzialu
a liczby k wszystkie permutacje z S, o strukturze cykli « tworza jedna klase
elementoéw sprzgzonych C,. :

Teraz mozemy juz sformulowac zasadniczy rezultat.

TWIERDZENIE 5. Istnieje izomorfizm pierscieni z gradacjq ch: # — A okres-
lony nastepujaco. Niech [W]eR(S,) i niech : S, — A* oznacza takie od-
wzorowanie, ze dla teC,, a=(ay,...,o,) mamy Y(t)=p,, ... p,, . Wowczas

ch([W]) = L Yotr(e: W W)y ().

k !teSk

Jesli Id oznacza trywialna reprezentacj¢ jednowymiarowa grupy S§,, to
latwy bezposredni rachunek pokazuje, ze ch([Id]) = h,. Podobnie, dla re-
prezentacji jednowymiarowej sign: S, —» C przyporzadkowujacej permutacii
jej znak mamy ch([sign]) = e,.

TwIERDZENIE 6 (Frobenius [1]). Reprezentacje nieprzywiedlne grupy S, sq
indeksowane podzialami liczby k. Niech X, bedzie reprezentacjq nieprzywieding
odpowiadajqcq podziatowi . Wowczas [X,] = ch™1(s,), gdzie s, oznacza funkcje
Schura indeksu A.

WNIOSEK 3. Niech A i a bedg podzialami liczby k, f} =tr(t: £, > X,) dla
teC, i niech p, = p,, Dy, -.- Wowczas

s}. = Zza—l.ﬁllpaa
-2

gdzie sumowanie przebiega po wszystkich podzialach o liczby k,
az,=1"r127r,! ..., jeSli a sklada sig z r, jedynek, r, dwdjek itd.

Whniosek 3 jest zasadniczym wynikiem Frobeniusa. Wyraza on liczby 1
wartosci tzw. charakteru odpowiadajacego reprezentacji X,, poprzez znané
funkcje symetryczne p, i s,.
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Miscellanea

Naszq specjalnosciq jest matematyka lub jakas inna dziedzina wiedzy. Naszq
Specjalnosciq jest tez uczestniczenie w spolecznosci akademickiej, bez wzgledu na
uprawianq przez nas dyscypling naukowq. A koSécem tej spolecznosci jest jej
wlasna etyka, stanowiqca rozszerzenie etyki naturalnej.

Wielu sqdzi, e nie ma sensu mowienie o specjalnej etyce uczonego,
Stawiajgcej mu wigksze wymagania niz ludziom spoza Srodowiska naukowego.
Tak zwany ,,pracownik naukowy” zajmuje sie po prostu wykonywaniem swojego
zawodu, podobnie jak murarz czy urzednik. Nie wiadomo wigc, dlaczego wkiadaé
ha jego barki odpowiedzialnos¢ wigkszq niz na tamtych, zwlaszcza Ze zarabia nie
najlepiej. »

A jednak w rdznych ankietach zawdd ,profesor uniwersytetu” ma wysokq
lokate. Istnieje prawdziwa tytulomania naukowa. Stopnie i tytuly naukowe
Zastqpily dzis u nas hierarchie tytulow arystokratycznych, tyle Ze nie sq
dziedziczne. Prestiz ludzi ze srodowiska akademickiego jest duzo wyzszy, niz by
Wynikafo z ich dochodéw. Stanowi to oczywiscie dodatkowe Zrédio satysfakcji
dla ludzi tego srodowiska, a dla miodych, uzdolnionych zapalericow dodatkowy
motyw podejmowania trudnej drogi kariery uniwersyteckiej.

Prestiz ten jest uwarunkowany tradycyjnym rozumieniem dzialalnosci uczo-
hego. Jest nim bezinteresowne dochodzenie prawdy. W odczuciu spolecznym
Powinno to rzutowaé¢ na calq postawe uczonego. Zgorszeniem jest zamoziny
k“ZHOdzieja, nawotujqcy do cierpliwego znoszenia ubdstwa. Zgorszeniem jest tez



