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Funkcje quasi-rézniczkowalne
w nierézniczkowej teorii optymalizacji

Wstep. Praca zawiera przeglad wynikoéw z teorii funkcji quasi-réznicz-
kowalnych, ktore zostaly wprowadzone przez W. F. Demianowa, A. N. Ru-
binowa oraz L. W. Wasiliewa w pracach [3] i [4]. Funkcje quasi-réznicz-
kowalne na ogoét nie sa rézniczkowalne, lecz pomimo to zachodza dla nich
reguly bedace naturalnym rozszerzeniem klasycznego rachunku rozniczkowe-
go. Rozszerzenie to bazuje na pojeciu subgradientu funkcji wypuklej. W szcze-
golnosci kazda funkcja wypukla lub rézniczkowalna jest quasi-
-rozniczkowalna. Tak wigc funkcje typu skonczonego mini-maksu funkcji
r0zniczkowalnych sa quasi-rozniczkowalne. Ponadto, wymierne kombinacje
funkcji quasi-rézniczkowalnych sa rowniez quasi-rézniczkowalne.

Pojecie funkcji quasi-rézniczkowalnej jest jednym z wielu znanych
uogdlnien pojecia pochodnej. Autorzy uwazaja, ze to wiasnie uogdlnienie
jest szczegolnie wygodne w teorii optymalizacji, i dlatego je tu przedsta-
wiaja.

1. Funkcje quasi-rézniczkowalne. Niech U c R" bedzie otwartym pod-
zbiorem przestrzeni n-wymiarowej, x,€U, f: U >R jest ciagla funkcja
Tzeczywista. Mowimy, zZe f jest quasi-rézniczkowalna w punkcie x,, gdy speinia
nastepujace dwa warunki:

(i) dla dowolnego geR" istnieje pochodna kierunkowa

Y| L ot o0)~f (<)
dg o

X0 a—0
a>0

(ii) istnieja dwa zwarte zbiory wypukle

Qflxo’ Bfle < R"
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takie, ze pochodna kierunkowa rozwazana jako funkcja kierunku moze by¢
przedstawiona w postaci:

gHj—-f = sup (v,g>+ inf <w,g),
9xo vEQflxo wer"fl,c0
gdzie { , > oznacza iloczyn skalarny w przestrzeni R".

Jesli funkcja f jest quasi-rozniczkowalna w dowolnym punkcie zbioru U,
to moéwimy, ze jest quasi-rézniczkowalna. Zbior 0 f|, nazywamy subrdzniczkg
funkcji f w punkcie x,, a df|,, nazywamy superrozniczkq f w punkcie x,.
Pare

Dflso:= @f lx> f1x0)
nazywamy quasi-rézniczkq f w punkcie x,.
Podamy teraz przyklady funkcji quasi-rézniczkowalnych.

(a) Niech U < R" bedzie zbiorem otwartym oraz f: U — R bedzie funkcja
rozniczkowalng w U. Wowczas z reguly lancuchowej

d "oof
2/ Gt =3 5

wynika, Zze dla dowolnego wektora geR" i x,e U pochodna kierunkowa
jest réwna

d
Y =l >,
9ixo
gdzie
of of
Vil =t=—1| »...
= (s 70l

oznacza gradient funkcji f w punkcie x,. WeZmy teraz

o = W lxo}s o =1{0};
wowczas drugi warunek quasi-rézniczkowalnosci jest speiniony.
Powyzszy prosty przyklad pokazuje juz charakterystyczna trudnosé¢ wy-

stepujaca w teorii funkcji quasi-rozniczkowalnych. Mianowicie, sub- oraz
superrozniczka nie sa okreslone w sposéb jednoznaczny: dla

0fly = {0} oraz  0fl, = {Vfl,}

druga cze$é definicji quasi-rozniczkowalnosci jest rowniez spelniona. Wwida¢
stad, ze w .teorii funkcji quasi-rozniczkowalnych rozwaza si¢ tylko klasy
réwnowaznosci par zbioréow. Mowiac bardziej precyzyjnie, para (4, B) jest
rownowazna z (C, D), jesli A+D = B+ C (por. [10]).
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Rozwazmy teraz nastgpujacy przyklad:

(b) Jesli U < R" jest otwartym podzbiorem wypuklym przestrzeni R" oraz
f: U—->R jest funkcja wypukla, wowczas subrozniczka w sensie analizy
wypuklej [5] jest rowna

fly, = {veR"| v, (z—x,)) <f(2)—f (x,) dla wszystkich ze U}.
Poniewaz dla kazdego ge R" (zob. [5])

d
d—f = sup (v, ¢y,

X0 ved f| o

mozemy wigc przyjacé
Oflso = lsy» s, = {0}-
Zatem kazda funkcja wypukla jest quasi-rézniczkowalna.

(¢) Z ostatniego przykladu bezposrednio wynika, Zze r6znica dwoch funkcji
wypuklych jest rowniez quasi-rézniczkowalna. Niech U < R" bedzie wypuk-
lym zbiorem otwartym oraz niech f,, f,: U — R beda funkcjami wypuktymi.
Jesli geR" i x,eU, wowczas dla f:=f, —f, mamy

df
d_ = S8up <U’ g) — Sup <W9 g>
Glxo  vedfily, wed S|y :

Zatem dla
fleo = 1lror  fleo = —0f31x

warunek quasi-rézniczkowalnosci jest spetniony.

2. Rachunek quasi-rézniczkowy. Istotna przewaga okreslonych wyzej pojeé
nad innymi rozszerzeniami rachunku rézniczkowego dla pewnych klas funkcji
nieroézniczkowalnych [1] polega na tym, ze dla funkcji quasi-rézniczkowal-
nych prawa rachunku rézniczkowego sa rzeczywiscie spelnione. Moéwiac
bardziej precyzyjnie, reguly rozniczkowania sa wyrazone za pomoca réwnosci,
a nie tylko przez inkluzje.

W celu przedstawienia tych regul zdefiniujmy dodawanie par podzbiorow
zwartych przestrzeni R"

(4, B +(C, D):=(A+C, B+D),
Oraz mnozenie pary zbiorow (A4, B) przez skalar aeR:

(x4, aB), =0,

%(4, B) = {(—-ocB, —ad), a<0O.

Stosujac powyzsze dzialania, otrzymamy nastgpujace reguly rozniczkowania

(31, [4).
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TWIERDZENIE 1. Niech U < R" bedzie zbiorem otwartym, niech
J1,f2: U — R bedq cigglymi funkcjami quasi-rézniczkowalnymi w punkcie x,e U
i niech o, feR. Woéwczas zachodzq nastepujqce reguly:

(i) Liniowos¢:
D(of; + Bf ), = oDf(Ixo+ BDf 3| co-
(i) Reguta iloczynu:

D (f; fIxo = 11 (x0) Dfs o +15 (x0) DS (Xo)-

(ili) Regufa ilorazu:
1
= (fz (xo) DS, |xo —f1 (x0) Df, (xo)),

A
b (fz) xo0 (fz (xo))2

przy zaloZeniu, ze f,(x,) # 0.

Zauwazmy, 7ze spelniony jest rOwniez wariant reguly lancuchowej [3].
Poniewaz quasi-rozniczka nie jest wyznaczona w sposob jednoznaczny, wigc
powyzsze reguly opisuja dzialania na klasach rownowaznosci.

Reguly rozniczkowania sg interesujacym faktem w teorii funkcji quasi-
rézniczkowalnych. Dla lepszego zrozumienia, dlaczego reguly te 'sa speinione,
spojrzmy na definicj¢ quasi-rozniczkowalnos$ci z innego punktu widzenia.

Najbardziej istotnym warunkiem w definicji quasi-rézniczkowalnosci jest
istnienie zwartych zbiordw wypuklych éf|, , of|, = R" takich, ze

d .
gr—-—»—f = sup {v,g>+ inf <{w,g).
dg X0 vedf Ixo wedf Ixo

Poniewaz kazdej funkcji subliniowej p: R" — R, tj. takiej, ze
(o) p(ax) =ap(») dla xeR", a >0,
Bpx+y) <px)+p(y) dla x,yek’,
odpowiada dokladnie jeden zwarty zbior wypukly K < R" taki, ze
p(x) =sup<v, xy ([9)) '
oraz =

inf {w,g>=— sup <w,g),

wedSly, we=2fly

widzimy, Ze w teorii quasi-rozniczkowalnosci istotny jest fakt, iz pochodna
kierunkowa moze byé reprezentowana przez roznicg dwoch funkcji sub-
liniowych.

Niech wigc

#:={p: R" - R| p jest subliniowe},
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oznacza zbior funkcji subliniowych okreslonych na R" i niech 2 (R") = # - 2.
- Wowczas warunek (ii) quasi-rozniczkowalnosci mozna zapisa¢ inaczej:

df
— R").
92 52 ®)
Dla funkcji spetniajacych lokalnie warunek Lipschitza prawdziwe jest na-
stepujace twierdzenie:

TWIERDZENIE 2. Niech U < R" bedzie zbiorem otwartym, af: U — R funkcjq
spelniajqcq lokalnie warunek Lipschitza. Niech x,e€U. Wowczas f jest qua-
si-rozniczkowalna w x, wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje element Te Z(R")
0 nastepujqcej wiasnosci: dla kazdego ¢ > 0 istnieje 6 > O takie, ze dla wszyst-
kich geU z |g|l <6 i xo+9geU zachodzi nieréwnosé

If (xo+9)—f (xo)—T (@)l < &ligl.

Dowod znajduje si¢ w pracy [8].
Powyzsze rownowazne sformulowanie quasi-rozniczkowalnosci pokrywa
si¢ z definicja rozniczkowalnosci w sensie Freécheta, z wyjatkiem faktu, ze
T nie jest odwzorowaniem liniowym, lecz réznica dwoch odwzorowan sub-
liniowych. Latwo wykazaé, ze odwzorowanie Te 2 (R") jest okreSlone w spo-
sob jednoznaczny. Bedziemy je oznacza¢ przez df|,,, tzn. df|, =T jest

quasi-rézniczka funkcji f w punkcie x,.
Bardzo znanym przykladem funkcji nierézniczkowalnej w zerze jest funk-

¢a f: R?* —» R zdefiniowana nastepujaco:
x%y

f(x y): m dla (x,y);é(O, 0),
0 dla x=y=0.

Mozna udowodnié, ze funkcja ta jest quasi-rozniczkowalna.

Stozek ztozony z klas abstrakcji par wypuklych, zwartych podzbioréw R"
jest izomorficzny ze stoikiem, ktérego elementami sa roéznice funkcji sub-
liniowych okreslonych na R" ([5]).

3. Kierunek najwigkszego spadku. Glownym problemem teorii optymaliza-
Cji jest wyznaczenie maksimum i minimum lokalnego funkcji. Nie bedziemy
omawiaé szczegétowo tego problemu, lecz ograniczymy si¢ do prostego
przypadku znalezienia minimum lokalnego funkcji quasi-rézniczkowalnej
f: R" 5 R okreslonej na calej przestrzeni. Metoda, ktora stosuje sie do
Wyznaczenia minimum lokalnego, nazywa si¢ metodq najwigkszego spadku.
W zarysiec mozna ja przedstawié¢ nastepujaco: obieramy punkt x,eR" oraz
konstruujemy ciag (X hen wWedlug wzoru

Xp+1 = X+ 04 gy,
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gdzie g, jest kierunkiem najwigkszego spadku funkcji /' w punkcie x,, a a, jest
rozwiazaniem réwnania

(X +0a, g) = min £ (x, +g).

a>0

Przy pewnych warunkach regularnosci podciag ciagu (x,)ien jest zbiezny do
minimum lokalnego ([2], [7]).
Kierunek najwigkszego spadku jest to wektor unormowany g, taki, ze

L = inf L
d90lxy  1g11=149

Rozpatrujac przestrzenn R" z norma euklidesowa oraz zakladajac, ze f jest
quasi-rozniczkowalna, otrzymamy nastgpujacy problem optymalizacji:

X0

~ inf (sup <v,g>+ inf <{w,g)),

xo  llgl=1 veasl, wedfly,

inf d—f
gl =149

ktorego wszystkie rozwiazania sa postaci

go = — vo+Wo
° llvg +woll’
gdzie
log+wol = sup inf fo+wl.

vedfly, wedfly,

Powyzszy problem dla optymalizacji kwadratowej mozna przedstawi¢ geomet-
rycznie jak na rys. 1. Mianowicie dla vedf|,, wyznaczamy najblizszy punkt
we —0f|,, i maksymalizujemy v.

Rys. 1

Jesli funkcja rozniczkowalna ma skonczong liczbe maksiméw i minimow,
to mozna przyjac, ze sub- i superrdzniczka sa reprezentowane za pomoca
wieloscianow. Wowczas powyzszy problem optymalizacji moze byé rozwia-
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zany za pomoca zmodyfikowanego algorytmu Franka-Wolfa [4]. Odpowied-
nie oprogramowanie zagadnienia przedstawiono w pracy [6].

Zakonczenie. Funkcje quasi-rozniczkowalne sa naturalnym uogoélnieniem
funkcji rozniczkowalnych. Zamiast przyblizania liniowego stosuje si¢ przy-
blizanie za pomocg roznic funkcji subliniowych. W praktyce nie wykorzystuje
si¢ jednak powyzszego wyniku do rozwiazywania probleméw optymalizacji,
poniewaz pary zbiorOw maja lepsza reprezentacje w komputerze od réznic
funkcji subliniowych.
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Miscellanea

12, Wedlug nas nauczyciel matematyki ma zadanie:

® pozwoli¢ kazdemu uczniowi rozwingé — w ramach jego uzdolnien — umie-
Jetnosci i rozumienie matematyki niezbedne w doroslym zyciu, w pracy i w dalszej
nhauce; nauczyciel powinien byé przy tym Swiadom trudnosci, jakich niektdrzy
uczniowie bedq doznawaé w dqzeniu do takiego rozumienia;

® wyposazyé kazdego ucznia w takq matematyke, jaka jest konieczna przy
uczeniu sie innych przedmiotow;



