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José Maria Montesinos, Classical Tesselations and Three-manifolds, with
225 figures including 29 colour illustrations, Universitext, Springer-Verlag,
Berlin-Heidelberg 1987, str. 230, ISBN 3-540-15291-1, 0-387-15291-1.

Kazdy zna ornamenty i mozaiki: zdobia
one $ciany i podtogi pigknych sal, ogladac je
mozna na kratach i witrazach, stosuje si¢ je
we wzornictwie przemyslowym. Jest ich mno-
go$§¢ nieprzebrana, jednakze kiedy si¢ zasta-
nowi¢ nad sposobem ich powstawania, to
okazuje si¢, ze prawidel jest niewiele. Mate-
matyk wie, ze grup symetrii, ktorych elemen-
tami sa izometrie plaszczyzny przeprowadza-
jace dana mozaik¢ na siebie, jest tylko 17
(idac za autorem, tu i dalej przez mozaike
bedziemy rozumieli wzér pokrywajacy cala
plaszczyzne, nieredukowalny do ornamentow
liniowych i punktowych). Wszystkie te grupy
byly juz znane starozytnym Egipcjanom ({5],
str. 76), a takze hiszpanskim Maurom, twor-
com Alhambry (por. uwage autora na str.
228).

Tak si¢ maja rzeczy na plaszczyznie euk-
lidesowej E2 Ale mozna przeciez zdobié¢ tak-
7e inne powierzchnie, np. sfer¢ S? czy plasz-
czyzne hiperboliczna H?. Mozaiki na sferze
S? maja te same grupy symetrii, co bryly
platoriskie w t¢ sfer¢ wpisane. Dotaczajac do
nich ostrostup podwojny powstaly z dwoch
ostrostupéw prawidlowych, zetknigtych pod-
stawami, bedacymi wielokatami foremnymi
o dowolnej liczbie bok6éw, mamy tutaj nie-
skonczenie wiele grup symetrii, ktére mozna
jednak podzieli¢ na skonczenie wiele klas. Ich
materialnych przedstawicieli dostarcza $wiat
krysztatow.

Znacznie bogatsza od plaszczyzny euk-
lidesowej i sfery okazuje sig, z tego punktu

widzenia, plaszczyzna hiperboliczna H2. Nie
wydaje si¢ prawdopodobne, by mozaiki hi-
perboliczne zostaly znalezione w przyrodzie,
jednakze tacy artysci jak M. Escher juz je
rysowali {1].

Omawiana ksiazka rozpatruje mozaiki
euklidesowe, sferyczne i hiperboliczne. Jest to
przedmiot wdzigczny i sam w sobie bardzo
ciekawy, jednakze glownym przedmiotem za-
interesowan ksiazki nie sa owe mozaiki same
w sobie, lecz ich przestrzenie polozen, co
prosta juz droga prowadzi do pewnych roz-
maitosci trojwymiarowych. W istocie mozai-
ki sluzg w tej ksiazce przede wszystkim do

" wydobycia réznych intuicji, jakie mozna wia-

zaé z rozmaitosciami trojwymiarowymi, i au-
tor adresuje ja do tych, ktdrzy chca si¢
powaznie zainteresowac¢ tymi rozmaitosciami,
obiecujac im bogactwo materialu i ogladu.

Obietnicy dotrzymuje, a jako przyklad
jego metody rozpatrzmy dwunasto$cian fo-
remny wpisany w sfere S? i weZzmy pod
uwage zbior wszystkich jego polozen przy
ruchu tej sfery po sobie, przy czym polozenia,
w ktorych dwunasto$cian przechodzi na sie-
bie, bedziemy uwazali za identyczne. Okazuje
si¢, Ze zbidr tych polozen, z najbardziej natu-
ralng topologia, jest pewna rozmaitoscia za-
mknigtg, orientowalna, wymiaru 3. Rozmai-
toscia zreszta dobrze topologom znang, jest
to bowiem pierwsza nietrywialna sfera homo-
logiczna, odkryta przez H. Poincarégo jesz-
cze w 1904 r. [3]. W tej samej pracy Poincaré
wysunat zreszta jednocze$nie problem do dzi$
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otwarty, a znany pod nazwa hipotezy Poin-
carégo: czy kazda sfera homologiczna, ktorej
grupa podstawowa jest trywialna, jest home-
omorficzna ze sfera zwykia?

Przy okazji autor zwraca uwagg na mato
znane spostrzezenie L. Siebenmanna, Zze 20
lat wczesniej F. Klein byl bardzo bliski od-
krycia sfery homologicznej Poincarégo w po-
staci przestrzeni ilorazowej SO (3)/45 (p. [2]).

I zapytuje: dlaczego dzisiaj nadal warto defi-

niowaé sfer¢ homologiczng Poincarégo jako
przestrzen polozen dwunastoscianu foremne-
go, a nie np. w bardziej eleganckiej postaci
SO(3)/A5? Jego odpowiedz jest godna geo-
metry: bo ta pierwsza definicja jest bardziej
intuicyjna, pozwala na proste definiowanie
roznych rozmaitosci i daje glgboki wglad
w ich struktur¢. W rozwazanym przykiadzie
sfery homologicznej Poincarégo mozna np.
ustali¢ Srednice tej sfery i definiowaé dziala-
nie §! na sferze homologicznej przez obrét
wokot tej srednicy; zaleznie od doboru §red-
nicy dwunastoscian wraca do swego potoze-
nia po pelnym obrocie, po 1/2, po 1/3 lub po
1/5 obrotu. Przestrzen polozen jest wigc tutaj
roziaczna suma okrggow, przy czym niektore
z nich s3 wyjatkowe, a zatem ma ona struk-
turg¢ rozmaitosci Seiferta z wloknami wyjat-
kowymi rzedow 2, 3 i 5.

Ksiazka sklada si¢ z pigciu rozdzialow
i dwoch uzupelnien. W rozdziale [ autor
definiuje sferyczna wiazke styczna TX nad
powierzchnia zamknieta X (pod-wiazka wia-
zki stycznej, skladajaca si¢ z wektoréw o nor-
mie 1) oraz jej uogdlnienie, S'-wiazke nad X.
Biorac jako X sfer¢ S2, powierzchnie orien-
towalne i powierzchnie nicorientowalne, opi-
suje dos§¢ szczegotowo wiazki TX, a po dro-
dze traktuje o takich rzeczach, jak liczba
Eulera, diagramy Heegarda, przestrzenie so-
czewkowe, grupy podstawowe, rozmaitosci
zespolone.

Rozdzialy II, III i V sa naturalnymi
rozwinigciami rozdziatu I. Tam przedmiotem
rozwazan byly sferyczne wiazki styczne nad
powierzchniami (dwuwymiarowymi rozmai-
tosciami), tu beda nad dwuwymiarowymi
»orbifoldami”, odpowiadajacymi mozaikom,
odpowiednio, euklidesowym, sferycznym i hi-
perbolicznym.

Termin ,orbifold” zdradza podobienist-

wo do terminu ,manifold” (rozmaitos¢) i taka
tez jest jego geneza. Jak wiadomo, dla kazdej
(spdjnej) rozmaitosci M mozna skonstruowac
jej nakrycie uniwersalne M — M i zwiazaé
z nim grupe G przeksztalcen nakrywajacych
(izomorficzna z grupa podstawowa =, (M)),
ktora dziata na M w sposéb wolny i dyskret-
ny. Pozwala to mysle¢ o M jako o przestrzeni
ilorazowej M/G. Otoéz w przypadku mozaik
wygodnie jest rozpatrywaé sytuacje¢ ogolniej-
sza: rozmaitoéé M i grupe G, ktora dziata na
niej 'w sposOb dyskretny, ale niekoniecznie
wolny: iloraz M/G jest wowczas wilasnie ,,0r-
bifoldem” i jest to oczywiscie pojecie ogdl-
niejsze od rozmaitosci.

Na przyklad, dwuwymiarowe euklideso-
we ,orbifoldy” sa przestrzeniami ilorazowymi
plaszczyzny euklidesowej E? przez dziatanie
na niej jednej z 17 grup symetrii mozaiko-
wych i w tym przypadku sa to wszystko
powierzchnie z brzegiem (ktéry bywa pusty).
Zawieraja one dostatecznie duzo informacji,
by rekonstruowac nakrycie uniwersalne i od-
powiednie grupy mozaik, a wigc sa tych
mozaik dobrymi reprezentantami. ,,Orbifol-
dom” jest poSwigcone uzupelnienie A, umie-
szczone zaraz po rozdziale 1I, w ktérym to
rozdziale, w oparciu o intuicyjne ich rozumie-
nie, rozwaza si¢ sferyczne wiazki styczne nad
»orbifoldami” mozaik euklidesowych — roz-
maitosci zwigzane z tymi mozaikami. Roz-
dziaty H1 i V zajmuja si¢ sferycznymi i hiper-
bolicznymi przypadkami tej sytuacji.

Rozdziat IV jest przerywnikiem po$wie-
conym rozmaitoSciom Seiferta. Tutaj wciaz
jeszcze najlepszym wprowadzeniem jest ory-
ginalna praca Seiferta [4] z 1933 r., chociaz
D. B. A. Epstein dowiod! niedawno, ze s3 to
rozmaitosci, ktore maja foliacje ztozone wyla-
cznie z okregow. Autor w swoim wykladzie
idzie za oryginatem.

Konczy ksiazke uzupelnienie B, zawiera-
jace dywagacje na temat plaszczyzny hiper-
bolicznej, wiazace si¢ z kwestiami poruszany-
mi w rozdziale V. Jest to tekst niesystematy-
czny, ale pelen bardzo ciekawych spostrzezen
i uwag.

Do tego krotkiego przegladu tresci ko-
niecznie trzeba dodac parg¢ stow o jej, jak
pisze sam autor,.,,nieortodoksyjnym” charak-
terze: tekst ma charakter luinej gawedy z li-
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cznymi dygresjami, brak w nim explicite for-
mutowanych twierdzen, obfituje natomiast
w rysunki i ¢wiczenia. Rysunki sa na kazdej
niemal stronicy, nieraz po kilka (w sumie jest
okotlo 200), a ponadto wkiadki z kolorowymi
zdjeciami mineralow oraz motywow z Al-
hambry. Obficie w tekécie rozsypane cwicze-
nia maja stuzy¢ czytelnikowi do sprawdzania
rozumienia i do glebszego wnikania samo-
dzielnie w materi¢ rzeczy. Zalecana literatura
(38 pozycji) jest niemal catkowicie wspolczes-
na i dobrze zestawiona, lecz nie jest komplet-
na. Autor jednak wiele razy si¢ zastrzega, 7e
nie pisze monografii, tylko tekst dla studen-
tow starszych lat matematyki, interesujacych
si¢ rozmaitosciami niskowymiarowymi.

Na pytanie, co jest w tej ksiazce nowe,
autor z rozbrajajaca szczero$cia odpowiada:
Nic nowego poza ujeciem. Piszqc te ksiqzke,
chcialem postuzy¢ sie tymi konstrukcjami jako
swego rodzaju .pretekstem” do mowienia
o rozmaito$ciach trojwymiarowych i uczenia
intuicji geometrycznej, istotnego elementu for-
macji naszych studentéw, sluzqcego temu, by
mogli oni dokonywaé nowych odkryé w mate-
matyce. Konstrukcje te stuzq zatem do wpro-
wadzania réznych poje¢ odnoszqcych sie do
rozmaitosci tréjwymiarowych.

Mozna podziwia¢ odwage autora (i wy-
dawcy, ktory umiescit ksiazke w serii Univer-
sitext), ale jednoczesnie wypada pogratulo-
wac sukcesu: oto przybyla nam jeszcze jedna
dobra ksigzka, ktéra miodemu matematyko-
wi pozwala wejs¢ na obszar intensywnie dzi§
uprawiany, a starszego poprowadzi Sciezka-
mi, ktérymi sam by¢ moze nie chadzal. Ksiaz-
ka, ktora pokazuje, ze matematyka jest sztu-
ka przede wszystkim widzenia, a dopiero
potem ubierania tego widzenia w odpowied-

nia szate pojeciowa i sprawdzania popraw-
nosci spetryfikowanych intuicji. Jednocze$nie
jest ta ksiazka jeszcze jednym przykladem, jak
bardzo wspolczesnej matematyce sa potrzebni
matematycy, ktorych sila lezy nie w tworze-
niu nowych koncepcji, rozwigzywaniu trud-
nych problemow czy dowodzeniu silnych
twierdzen, lecz w glgbokiej wiedzy o matema-
tyce i umiejetnosci oryginalnego jej przeka-
zywania.

Nie jest to jednak ksiazka tatwa i sporo
trzeba juz wiedzie¢ z geometrii rzutowej i hi-
perbolicznej oraz topologii algebraicznej, by
moc ja czytaé; z drugiej jednak strony, lek-
tura takiej ksiazki bardzo wzbogaca widzenie
tego obszaru matematyki i pozwala na podej-
mowanie otwartych problemow. Dzigki i ta-
kim ksiazkom tworcy moga mie¢ nastgpcow,
a matematyka nadzieje, ze bedzie si¢ nadal
rozwijac. -
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Nauczanie matematyki jest problemem,
7 ktorym kazdy kraj musi sobie radzi¢ we
wlasnym zakresie, zgodnie z wlasnymi uwa-
runkowaniami kulturowymi i cywilizacyjny-

mi. Sposob jednak, w jaki do tego problemu
podchodzi Wielka Brytania, moze stuzy¢ jako
przykiad dobrej, rzetelnej roboty na tym
polu.

(') Cytaty z tej ksigzki zamieszczamy na stronach 91, 92, 122 i 130.



