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cznymi dygresjami, brak w nim explicite for-
mutowanych twierdzen, obfituje natomiast
w rysunki i ¢wiczenia. Rysunki sa na kazdej
niemal stronicy, nieraz po kilka (w sumie jest
okotlo 200), a ponadto wkiadki z kolorowymi
zdjeciami mineralow oraz motywow z Al-
hambry. Obficie w tekécie rozsypane cwicze-
nia maja stuzy¢ czytelnikowi do sprawdzania
rozumienia i do glebszego wnikania samo-
dzielnie w materi¢ rzeczy. Zalecana literatura
(38 pozycji) jest niemal catkowicie wspolczes-
na i dobrze zestawiona, lecz nie jest komplet-
na. Autor jednak wiele razy si¢ zastrzega, 7e
nie pisze monografii, tylko tekst dla studen-
tow starszych lat matematyki, interesujacych
si¢ rozmaitosciami niskowymiarowymi.

Na pytanie, co jest w tej ksiazce nowe,
autor z rozbrajajaca szczero$cia odpowiada:
Nic nowego poza ujeciem. Piszqc te ksiqzke,
chcialem postuzy¢ sie tymi konstrukcjami jako
swego rodzaju .pretekstem” do mowienia
o rozmaito$ciach trojwymiarowych i uczenia
intuicji geometrycznej, istotnego elementu for-
macji naszych studentéw, sluzqcego temu, by
mogli oni dokonywaé nowych odkryé w mate-
matyce. Konstrukcje te stuzq zatem do wpro-
wadzania réznych poje¢ odnoszqcych sie do
rozmaitosci tréjwymiarowych.

Mozna podziwia¢ odwage autora (i wy-
dawcy, ktory umiescit ksiazke w serii Univer-
sitext), ale jednoczesnie wypada pogratulo-
wac sukcesu: oto przybyla nam jeszcze jedna
dobra ksigzka, ktéra miodemu matematyko-
wi pozwala wejs¢ na obszar intensywnie dzi§
uprawiany, a starszego poprowadzi Sciezka-
mi, ktérymi sam by¢ moze nie chadzal. Ksiaz-
ka, ktora pokazuje, ze matematyka jest sztu-
ka przede wszystkim widzenia, a dopiero
potem ubierania tego widzenia w odpowied-
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nia szate pojeciowa i sprawdzania popraw-
nosci spetryfikowanych intuicji. Jednocze$nie
jest ta ksiazka jeszcze jednym przykladem, jak
bardzo wspolczesnej matematyce sa potrzebni
matematycy, ktorych sila lezy nie w tworze-
niu nowych koncepcji, rozwigzywaniu trud-
nych problemow czy dowodzeniu silnych
twierdzen, lecz w glgbokiej wiedzy o matema-
tyce i umiejetnosci oryginalnego jej przeka-
zywania.

Nie jest to jednak ksiazka tatwa i sporo
trzeba juz wiedzie¢ z geometrii rzutowej i hi-
perbolicznej oraz topologii algebraicznej, by
moc ja czytaé; z drugiej jednak strony, lek-
tura takiej ksiazki bardzo wzbogaca widzenie
tego obszaru matematyki i pozwala na podej-
mowanie otwartych problemow. Dzigki i ta-
kim ksiazkom tworcy moga mie¢ nastgpcow,
a matematyka nadzieje, ze bedzie si¢ nadal
rozwijac. -
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Nauczanie matematyki jest problemem,
7 ktorym kazdy kraj musi sobie radzi¢ we
wlasnym zakresie, zgodnie z wlasnymi uwa-
runkowaniami kulturowymi i cywilizacyjny-

mi. Sposob jednak, w jaki do tego problemu
podchodzi Wielka Brytania, moze stuzy¢ jako
przykiad dobrej, rzetelnej roboty na tym
polu.

(') Cytaty z tej ksigzki zamieszczamy na stronach 91, 92, 122 i 130.
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W lipcu 1977 r. jedna z komisji posel-
skich Izby Gmin opublikowata raport, w kto-
rym stwierdzila istnienie sporej liczby spraw
zwiqzanych z matematycznymi postepami dzie-
ci | wymagajqcych bardziej starannego zbada-
nia. W marcu 1978 rzad Jej Krolewskiej
Mosci zgodzit si¢ z tym stanowiskiem i po-
wolal 24-osobowa komisj¢, ktorej zadanie
sformutowat tak: Zbada¢ nauczanie matematy-
ki w podstawowych i Srednich szkolach Anglii
i Walii, ze szczegoinym uwzglednieniem potrzeb
matematycznych w dalszym i wyziszym ksztal-
ceniu, w pracy zawodowej i, ogdinie, w Zyciu
doroslym, oraz sformulowaé stosowne zalecenia.

Komisja, w ktorej skladzie byli matema-
tycy uniwersyteccy (m.in. M. F. Atiyah), dyre-
ktorzy szkol, nauczyciele i inspektorzy o§wia-
towi — pracowala intensywnie przez 3 lata,
zbierajac materialy i oswiadczenia, odwiedza-
jac szkoly w Anglii i Walii oraz zagraniczne
osrodki, inspirujac dorazne badania, prze-
prowadzajac liczne konsultacje indywidualne
i zbiorowe, a nade wszystko duzo dyskutujac
we wlasnym gronie. Nie liczac indywidualnej
pracy czionkow komisji, uzbieralo si¢ w su-
mie 64 dni posiedzen plenarnych i 143 dni
posiedzen grup roboczych. W realizacje
otrzymanego zadania wilozono wigc ogromna
pracg, ale wysilek si¢ optacil. Jego wynikiem
stal si¢ raport, od nazwiska przewodniczace-
go komisji zwany Raportem Cockcrofta, kto6-
ry ukazat si¢ drukiem w 1982 r. i niemal
z miejsca zyskat czytelnikow i wplywy, czego
dowodem sa kilkakrotne jego wznowienia.

Raport dzieli si¢ na 810 modutow zgru-
powanych w 17 rozdziatach (245 stronic), po
ktorych nastepuje 5 uzupelnien i indeks.
Czg$¢ pierwsza, zlozona z rozdzialow 1-4, ma
charakter ogélny i odpowiada na pytania:
dlaczego uczymy matematyki? jakie sa po-
trzeby matematyczne w zyciu codziennym
dorostego czlowieka? w jego pracy? w dal-
szym i wyzszym ksztalceniu?

Najobszerniejsza czg$¢ druga, zlozona
z rozdziatlow 5-11 (moduty 187-601), zajmuje
si¢ juz konkretnie matematyka w szkole, naj-
pierw ogolnie, na szczeblu podstawowym i na
szczeblu $rednim, a nastgpnie niektorymi
problemami szczegélnymi, jak kalkulatory
i komputery, ocena osiagnie¢ i ciaglosé edu-
kacji, problem egzaminow wieku 16+ (specy-
ficznie brytyjski), matematyka w VI klasie.

Cze$¢ trzecia sklada si¢ z rozdzialow
12-17 (moduty 602-810) i zwraca si¢ w strone
problemoéw nauczycielskich, omawiajac takie
sprawy, jak pomoce naukowe w szkole,
ksztalcenie nauczycieli, ulatwianie $wiezo wy-
ksztalconym nauczycielom rozpoczgcia pracy
w szkole, wspieranie nauczycieli uczacych,
spojrzenie W przyszlosé.

Na uzupetlnienia skiadaja si¢ bogate ze-
stawienia statystyczne (34 tabele), opracowa-
nie na temat réznic w uczeniu si¢ matematyki
przez chlopcow i dziewczeta oraz wykazy
organizacji i osOb, ktére nadestaly uwagi
komisji, wizyt w szkotach, zaktadach przemy-
stowych i innych zakladach pracy, wreszcie
spotkan z nauczycielami. Ksiazk¢ zamyka
wykaz uzywanych skrotow oraz dobrze zro-
biony indeks, bardzo ulatwiajacy postugiwa-
nie si¢ niq.

Logiczny i przejrzysty uklad Raportu
sprawia, ze latwo si¢ nim postugiwaé, trzez-
wos¢ zas i solidno$¢ wyrazanych w nim sa-
dow niepomiernie podnosi jego range, powo-
dujac, ze jego znaczenie wykroczylo daleko
poza wyspy brytyjskie. W szczegdlnosci nie-
ktore z jego ocen i spostrzezen mozna od-
nies¢ i do polskiej szkoly.

Nie jest latwo stresci¢ Raport i nie
chciatbym tu nawet tego probowaé. Ograni-
cze si¢ jedyniec do wyboru. Na podstawowe
pytanie — dlaczego uczymy w szkole mate-
matyki? — autorzy odpowiadaja prosto: po-
niewaz dostarcza ona poteznych srodkow
porozumicwania si¢ (przekonywania, wyjas-
niania, przewidywania), poniewaz jest wazna
w wielu dziedzinach nauki i zycia, poniewaz
bawi. Sceptycznie natomiast odnosza si¢ do
opinii 0 jej jakoby szczegdlnej roli w roz-
wijaniu intuicji przestrzennych, myslenia logi-
cznego 1 dokladnosci w postepowaniu, zau-
wazajac, ze te zdoinosci ksztalca takze inne
przedmioty szkolne.

W rozdziale o matematycznych potrze-
bach w zyciu codziennym osoby dorostej
autorzy stwierdzaja bardzo czesto Zzalosny
wrecz (duzo mniejszy, niz si¢ nam wydaje)
poziom kompetencji matematycznej doros-
tych, i to nawet wérdd osob inteligentnych
i stojacych wysoko w hierarchii spoleczne;j.
W tej sytuacji za niezbgdne minimum wiedzy
matematycznej uznaja: odczytywanie liczb
i rachowanie, znajomos¢ czasu, placenie i wy-
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dawanie reszty, waZenie i mierzenie, czytanie
rozkladow jazdy, a takze innych prostych
wykresow i tablic (modut 32). Klada tez
nacisk na uzyskanie zaufania do wlasnej
kompetencji.

Dla lepszego wyrazenia swej mysli wdaja
sie¢ w analiz¢ znaczenia stowa numeracy.
W jezyku angielskim istnieje para slow nume-
racy-literacy, nie majacych odpowiednikow
w jezyku polskim. To drugie slowo opisuje
pewien poziom bieglosci w postugiwaniu si¢
alfabetem, a wigc pewna umiejetnosé czytania
i pisania, pierwsze natomiast odnosi si¢ do
systemu liczbowego, ogdlniej do matematyki,
i wyraza pewien poziom bieglosci matematy-
cznej. Jaki poziom? Znamienne, ze od mo-
mentu pierwszego pojawienia si¢ tego slowa
(tzw. Raport Crowthera z 1959 r.) przeszio
ono spora ewolucje.

Pierwotnie numeracy mialo by¢ lustrza-
nym odbiciem wczesniejszego literacy, a wiec
oznaczaé z jednej strony (...) rozumienie nau-
kowego podejscia w badaniu zjawisk — obser-
wacji, hipotez, doswiadczen, weryfikacji. Z dru-
giej strony (...) koniecznosé myslenia iloscio-
wego we wspdlczesnym $wiecie, rozumienia, jak
dalece nasze problemy sq problemami stopnia
nawet wtedy, gdy wydajq si¢ problemami ro-
dzaju. Ignorancja statystyczna i wiqzqce sig
z tym bledy sq réwnie szeroko rozpowszech-
nione i rownie niebezpieczne jak bledy logiczne
obejmowane znaczeniem slowa ,jilliteracy” (cy-
tuj¢ za modulem 36).

Mial to byé poziom osiagany przez
szkolna npauke matematyki. Zycie jednak
sprawilo, a slowniki angielskie (np. Oxford
English Dictionary oraz Collins Concise Dic-
tionary) to potwierdzaja, ze ten wysoki po-
ziom rozumienia tego terminu spadt jednak
z czasem jedynie do umiejetnosci wykonywa-
nia podstawowych operacji arytmetycznych.
Autorzy Raportu Cockcrofta opowiadaja si¢
za rozumieniem posrednim: by¢ oswojonym
z liczbami i dzialaniami na nich w stopniu
odpowiadajagcym praktycznym potrzebom
codziennego zycia oraz posiada¢ umiejgtnosc
oceny i rozumienia informacji opisanej w ta-
kich terminach matematycznych, jak grafy,
wykresy, tabele, procenty (modut 39). Jezeli
traktowaé to jako minimalny cel ksztalcenia
matematycznego, to wielu uzna go zapewne

za nadmiernie skromny, jednakze autorzy
Raportu stwierdzaja, ze w tej chwili nawet on
nie jest realizowany.

Omawiajac nieco bardziej szczegoélowo
poszczegblne poziomy nauczania, o szkole
podstawowej pisza tak: Matematyka w szkole
podstawowej powinna wzbogacaé estetyczne
i lingwistyczne doswiadczenie dzieci, wyposa-
zaé je w Srodki eksploracji swego otoczenia
i rozwijaé umiejetnosé logicznego myslenia,
a ponadto nauczy¢ rachowania, poteinego na-
rzedzia w pézniejszej pracy czy studiach (mo-
dut 288). Ktada nacisk na ciaglo$¢ przejécia
miedzy szkola podstawowa a s$rednig (modut
430). Krytycznie wypowiadaja si¢ o egzami-
nach, zwlaszcza koncowych: Nie moZemy
uwierzyé, by bylo pozqdane, aby przecigtnie
zdolny uczer musial, dla otrzymania swiadec-
twa ukonczenia szkoly, rozwiqzywaé takie listy
zadan, za ktére potrafi otrzymaé tylko okolo
1/3 liczby mozliwych do uzyskania punktow
(modut 444). Krytykuja przeladowane i nie-
wlasciwie sformutowane programy. Nie silac
si¢ na przedstawienie wlasnego programu,
opisuja jednakze do$¢ szczegélowo podsta-
wowe, ich zdaniem, hasla matematyczne do
opanowania w szkole (modut 438, 5 stronic
druku).

Bardzo ciekawa jest czg$¢ trzecia, trak-
tujaca o ksztalceniu nauczycieli matematyki.
Stwierdzajac, ze nauczycieli matematyki bra-
kuje we wszystkich typach szkol, a ci, ktorzy
sa, nie zawsze dobrze jej ucza, pisza tak:
Uwazamy za istotne wlozenie znacznie wigk-
szego niz dotychczas wysilku w podniesienie
w opinii publicznej sprawy nauczania, zwiasz-
cza nauczania matematyki (modut 640). Brzmi
to bardzo swojsko, chociaz sytuacja nauczy-
cicla w szkolach brytyjskich jest nieporéw-
nanie lepsza niz w polskich. I nie wchodzac
na teren uniwersytetow, pisza jednak tak:
Poniewaz znaczna liczba nauczycieli matema-
tyki jest i bedzie absolwentami uniwersytetow,
uznajemy za wlasciwe rozwazenie dwéch kwes-
tii. Po pierwsze, w jakim zakresie obecne pro-
gramy uniwersyteckie dajq nalezyte przygoto-
wanie przyszlym nauczycielom, i po drugie, czy
wygorowane wymagania nie powodujq utraty
sporej liczby potencjalnych nauczycieli. Przed-
stawiamy nasze poglady na te dwie kwestie
w nadziei, ze uniwersytety zechcq ocenic,
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a moze i zmieni¢ swoje stanowisko w tej
sprawie (modut 642). Kryje si¢ w tym zawoa-
lowana krytyka uniwersytetow, a szczegbly
sa rozwinigte w kolejnych modulach.
Ksiazki tej, jak si¢ rzeklo, nie sposob
streSci€. Nie zrobila zreszta tego sama komi-
sja, poniewaz byla zdania, ze jej zalecenia
powinny by¢ czytane w calosci, w kontekscie
wszystkich prowadzonych rozwazan. Wspo-
mnijmy wigc jeszcze tylko, ze doczekala sig
ona powaznych recenzji (najobszerniejsza:
T.). Fletcher (!), The Cockcroft report on
mathematical education, An assessment of
a nation’s need, Zentralblatt fiir Didaktik der
Mathematik 5 (1982)), a takze ze kalkulatory
i komputery tak szybko zmieniaja oblicze

() Por. T. J. Fletcher, Ulepszanie pro-
gramow nauczania matematyki w zmieniajq-
cych sie spoleczerstwach, Wiadom. Mat. 27
(1986), 93-108 (przyp. red.).

szkoly, iz w tej sprawie autorzy sami musieli
zmodyfikowa¢ niektore swoje wczesniejsze
poglady (por. W. Cockcroft, Mathématiques
pour tous a I'dge de lordinateur, preprint).

Lekture tego Raportu polecam kazde-
mu, kto si¢ powaznie interesuje nauczaniem

- matematyki w szkole, a wigc dydaktykom,

nauczycielom, metodykom, autorom podre-
cznikow itd., a takze tym wszystkim, ktorzy
podejmuja w tym zakresie decyzje, np. ustala-
jac programy czy konstruujac zestawy eg-
zaminacyjne. Skorzystaja na tym oni sami,
ale przede wszystkim skorzysta szkota. Jed-
noczeénie, czytajac Raport, trudno si¢ oprzeé
uczuciu zazdrosci, zZ¢ mozna nad systemem
os$wiatowym pracowac systematycznie i rze-
¢zowo, z dobrym rozeznaniem realiow, z roz-
waga i poczuciem odpowiedzialnosci, a nie
zrywami, w pospiechu, pod presja decyzji juz
podjetych i rozlicznych niemoznosci.
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W roku 1912 ukazaly si¢, niezaleznie od
siebie, prace D. Jacksona oraz S. N. Bern-
steina, zawierajace proste i odwrotne twier-
dzenia o aproksymacji wielomianami trygo-
nometrycznymi w przestrzeni C,, funkcji
ciagtych 2n-okresowych. Oznaczajac przez
o' (f, n™ ") modut gladkosci rzedu r funkcji
f, a przez E} (f)c blad najlepszego przyblize-
nia funkcji f wielomianami trygonometrycz-
nymi stopnia <n w C,,, mamy nastgpujace
nierdwnosci:

EX(fle S Mo (f,n™ )

(nieré6wnos$é Jacksona) oraz
O (fy e S M B Y (n+ 1y EX (f)c

(nierdbwnos$¢ Stieczkina), gdzie suma rozciaga ™

si¢ na wskazniki n spelniajace nieréwnosé
0<n<h™',aMiM, sy stalymi dodatnimi.
Otrzymujemy stad nastgpujaca rownowai-
no$¢: @' (f, W =0 (h") przy 0 <a <r wte-
dy i tylko wtedy, gdy E¥(f)c =0(n™%. To

samo zachodzi w przestrzeniach I3, przy
I<p<oo.

Tzw. ,nierdwnos¢ prosta” zachodzi tak-
ze, gdy zastapi¢ wielomiany trygonometrycz-
ne wielomianami algebraicznymi. Mianowi-
cie, jeSli przez E,(f)s oznaczy¢ blad naj-
lepszego przyblizenia funkcji fe B na prze-
dziale [—1,1] w metryce przestrzeni
B=C[—1,1]1lub B=I![—1, 1] wielomia-
nami algebraicznymi stopnia < n, to okazuje
sie; 7e

E,(f)s = 0(0"(f, n7"y).

W przypadku funkcji feLipa daje to wa-
runek

®  E(fls=0@"",

W przeciwienstwie do wielomianow trygono-
metrycznych nie jest prawdziwe tzw. odwrot-
ne twierdzenie aproksymacyjne, to jest z wa-
runku () nie wynika, Zze feLipa. Klasa
funkcji f, dla ktorych zachodzi (), zwana

O<a<r.



