Recenzje

a moze i zmieni¢ swoje stanowisko w tej
sprawie (modut 642). Kryje si¢ w tym zawoa-
lowana krytyka uniwersytetow, a szczegbly
sa rozwinigte w kolejnych modulach.
Ksiazki tej, jak si¢ rzeklo, nie sposob
streSci€. Nie zrobila zreszta tego sama komi-
sja, poniewaz byla zdania, ze jej zalecenia
powinny by¢ czytane w calosci, w kontekscie
wszystkich prowadzonych rozwazan. Wspo-
mnijmy wigc jeszcze tylko, ze doczekala sig
ona powaznych recenzji (najobszerniejsza:
T.). Fletcher (!), The Cockcroft report on
mathematical education, An assessment of
a nation’s need, Zentralblatt fiir Didaktik der
Mathematik 5 (1982)), a takze ze kalkulatory
i komputery tak szybko zmieniaja oblicze

() Por. T. J. Fletcher, Ulepszanie pro-
gramow nauczania matematyki w zmieniajq-
cych sie spoleczerstwach, Wiadom. Mat. 27
(1986), 93-108 (przyp. red.).

J oot

szkoly, iz w tej sprawie autorzy sami musieli
zmodyfikowa¢ niektore swoje wczesniejsze
poglady (por. W. Cockcroft, Mathématiques
pour tous a I'dge de lordinateur, preprint).

Lekture tego Raportu polecam kazde-
mu, kto si¢ powaznie interesuje nauczaniem

- matematyki w szkole, a wigc dydaktykom,

nauczycielom, metodykom, autorom podre-
cznikow itd., a takze tym wszystkim, ktorzy
podejmuja w tym zakresie decyzje, np. ustala-
jac programy czy konstruujac zestawy eg-
zaminacyjne. Skorzystaja na tym oni sami,
ale przede wszystkim skorzysta szkota. Jed-
noczeénie, czytajac Raport, trudno si¢ oprzeé
uczuciu zazdrosci, zZ¢ mozna nad systemem
os$wiatowym pracowac systematycznie i rze-
¢zowo, z dobrym rozeznaniem realiow, z roz-
waga i poczuciem odpowiedzialnosci, a nie
zrywami, w pospiechu, pod presja decyzji juz
podjetych i rozlicznych niemoznosci.

Roman Duda

Z Ditzian i V. Totik, Moduli of Smoothness, Springer Series in Com-
putational Mathematics 9, Springer-Verlag, New York—Berlin—Heidel-
berg-London-Paris-Tokyo 1987, str. IX+225+2, ISBN 0-387-96536-X,
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W roku 1912 ukazaly si¢, niezaleznie od
siebie, prace D. Jacksona oraz S. N. Bern-
steina, zawierajace proste i odwrotne twier-
dzenia o aproksymacji wielomianami trygo-
nometrycznymi w przestrzeni C,, funkcji
ciagtych 2n-okresowych. Oznaczajac przez
o' (f, n™ ") modut gladkosci rzedu r funkcji
f, a przez E} (f)c blad najlepszego przyblize-
nia funkcji f wielomianami trygonometrycz-
nymi stopnia <n w C,,, mamy nastgpujace
nierdwnosci:

EX(fle S Mo (f,n™ )
(nier6wnoé¢ Jacksona) oraz

o' (f, e < MK Y (n+1Y 1 EX (f)e

(nierdbwnos$¢ Stieczkina), gdzie suma rozciaga ™

si¢ na wskazniki n spelniajace nieréwnosé
0<n<h™',aMiM, sy stalymi dodatnimi.
Otrzymujemy stad nastgpujaca rownowai-
no$¢: @' (f, W =0 (h") przy 0 <a <r wte-
dy i tylko wtedy, gdy E¥(f)c =0(n™%. To

samo zachodzi w przestrzeniach I3, przy
I<p<oo.

Tzw. ,nierdwnos¢ prosta” zachodzi tak-
ze, gdy zastapi¢ wielomiany trygonometrycz-
ne wielomianami algebraicznymi. Mianowi-
cie, jeSli przez E,(f)s oznaczy¢ blad naj-
lepszego przyblizenia funkcji fe B na prze-
dziale [—1,1] w metryce przestrzeni
B=C[—1,1]1lub B=I![—1, 1] wielomia-
nami algebraicznymi stopnia < n, to okazuje
sie; 7e

E,(f)s = 0(0"(f, n7"y).

W przypadku funkcji feLipa daje to wa-
runek

®  E(fls=0@"",

W przeciwienstwie do wielomianow trygono-
metrycznych nie jest prawdziwe tzw. odwrot-
ne twierdzenie aproksymacyjne, to jest z wa-
runku () nie wynika, Zze feLipa. Klasa
funkcji f, dla ktorych zachodzi (), zwana

O<a<r.
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tez klasq saturacji, nie jest wigc identyczna
z Lipa.

Ksiazka Z. Ditziana i V. Totika wywo-
dzi si¢ z nastgpujacego problemu: jak zmo-
dyfikowa¢ okreslenie modutu gtadkosci «”,
aby wyznaczona przezen klasa Lipschitza
byla klasa saturacji dla warunku (*)? Glowne
pomysly autoréw, rozwijajacych w ksiazce
wczesniejsze wyniki wilasne, polegaja na
wprowadzeniu do definicji modutu glad-
koéci pewnej wagi ¢, modyfikujacej wplyw
konficdw (czy tez konca) przedzialu okreslono-
sci funkcji, oraz na wprowadzeniu K-funk-
cjonalu J. Peetre jako istotnego elementu
w dowodach.

Przedstawi¢ sytuacje najprostsza, odpo-
wiadajaca aproksymacji wielomianami algeb-
raicznymi w przestrzeni L”(D), gdzie D jest
jednym z przedziatéw: (0, 1), R, = (0, o0)
lub R = (— o0, ). Niech 4}, f (x) bedzie r6z-
nica symetryczng rzedu r funkcji f w punkcie
x dla przyrostu h, przy czym przyjmujemy

» [ (x) =0, gdy chocéby jeden z przedzialow
[x, x+rh], [x—rh, x] nie lezy wewnatrz D.
Rozpatrujemy funkcj¢ wagowa ¢ okreslong
w D, lokalnie réwnowazna stalej, zacho-
wujaca si¢ na koricach D asymptotycznie jak
potegi dodatnie i spelniajaca pewien wa-
runek, gwarantujgcy mierzalno$é funkcji
f{x+he(x)) dla dostatecznie matych h > 0,
jesli funkcja f jest mierzalna. Modut gladkos-
ci r-tego rzgdu w I#(D), odpowiadajacy wa-
dze ¢, okreslony jest wzorem (rozdzial 2,
str. 11)

wo(fs ) = sup |45, [l
O<h<t

Przy okresleniu tym otrzymuje si¢ (roz-
dzial 7, twierdzenia 7.2.1 i 7.2.4) pelna analo-
gie nierownosci Jacksona i Stieczkina, jesli
wzia¢ o, z @(x)=./1—x* zamiast o,
a E,(f), zamiast EX(f), w przestrzeni
I[ -1, 1]. Prowadzi to do wniosku, ze kiasa
saturacji dla warunku E,(f), = O(n™") przy
0 < o < r jest zbior tych funkcji f, dla kto-
rych wg, (f, h), = O(h™*). Oznacza to, Ze re-
zultat jest optymalny.

Metoda dowodu polega na uZyciu
K-funkcjonatow. Przedstawig ja tutaj w przy-
padku najprostszym. Okreslamy

K, (f, ), = inf{[ f—gll,+¢ o g"l,},

r=1,2,..., gdzie inf po prawej stronie bie-
rze si¢ po zbiorze wszystkich (r—1)-krotnie
rozniczkowalnych funkcji ¢ takich, ze po-
chodna g"~ ! jest absolutnie ciagla w kas-
dym domknigtym podprzedziale przedziatu
D. Podstawowe twierdzenie (rozdziat 2, twier-
dzenie 2.1.1, str. 12) orzeka wowczas, ze dla
kazdej funkcji f lokalnie w I7(D), zachodza
nierdwnosci

M~ o (f, 0, < K, ,(/, 1), < Ml (f, 1),

dla 0 <t < t,, gdzie t, i M sa stalymi dodat-
nimi. Twierdzenie to, ktorego dowodd zajmuje
12 stron, pozwala w oszacowaniach dowolnie
przechodzi¢ od modutu w), do funkcjonatu
K, , i na odwot. W szczegdlnosci umozliwia
ono przeniesienie znanych wlasnosci modu-
tow gladkosci " na moduly wf,.

Zaréwno K-funkcjonaly, jak i moduty
w}, wymagaja dalszych uogélnief, by spros-
ta¢ bardziej skomplikowanym sytuacjom
w teorii aproksymacji, np. gdy przestrzen
I7(D) jest z waga w badZ tez wielomiany
najlepszego przyblizenia zastgpujemy rézny-
mi $rednimi. Wymieni¢ tu modul €, majacy
charakter czesci glownej (main-part modulus),
otrzymywany poprzez odsuniecie si¢ od kon-
ca przedzialu (rozdziat 3), oraz K-funkcjonaly
i moduly oj(f,1),, odpowiadajace prze-
strzeni I7, (D) z pewna waga w (rozdzial 6).
Wymaga to w kazdym przypadku uzyskania
odpowiedniej wersji wspomnianego Wwyzej
twierdzenia podstawowego z rozdziatu 2.

Ksigzke podzielili autorzy na dwie czg-
éci. Pierwsza, zatytulowana Modul glad-
kosci, obejmuje w 6 rozdzialach podstawowe
koncepcje, twierdzenia i dowody, o ktorych
pisalem wyzej. Druga, zatytulowana Zasto-
sowania, zaczyna si¢ od rozdzialu 7 o apro-
ksymacji  wielomianami  algebraicznymi.
O glownym wyniku tego rozdziatu rownieZ
pisalem wyzej.

O ile czg$¢ pierwsza ma charakter bar-
dzo zwarty, stanowiac rozwinigcie glownej
koncepcji autoréow, o tyle druga przedstawia
prawdziwy gaszcz rdinych przypadkow
szczegOlowych i czyta si¢ ja trudniej. W roz-
dziale 8 autorzy podejmuja zagadnienie naj-
lepszej aproksymacji z waga wielomianami
algebraicznymi. Natomiast rozdzialy 9 i 10
poswiecone sg zwyklej aproksymaciji i apro-
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symacji z waga za pomocg operatoréOw typu
wykladniczego. Jest tutaj omowiona apro-
ksymacja operatorami Bernsteina, Szasza-
Mirakiana, Baskakowa, Posta-Widdera,
Meiera-Koniga i Zellera, Kantorowicza,
Szasza-Kantorowicza oraz Baskakowa-Kan-
torowicza. Uzyskano wyniki typu saturacyj-
nego dla modulu o), badz tez dla modutdéw
okreslonych z waga w.

Rozdzial 11 obejmuje aproksymacje wie-
lomianami algebraicznymi z waga W(x) =
= exp(—Q (x)) przy odpowiednich Q, w prze-
strzeni IP(R), z uzyciem K-funkcjonalu od-
powiadajacego tej wadze W. Rozdziat 12 zaj-
muje aproksymacja funkcji wielu zmiennych
wielomianami algebraicznymi. Uzyskuje si¢
twierdzenia o klasie saturacji w kostce
Q™ =[—1, 1]™ oraz pewne oszacowania dla
IP(S), gdzie S jest wieloscianem wypuklym
w R™ Krotki rozdziat 13 to dyskusja z ak-
tualnymi wynikami, gléwnie B. L. Sendowa,
K. G. Iwanowa, P. L. Butzera, R. L. Stensa,

M. Wehrensa, M. K. Potapowa i W. Hoefl-
dinga. Ksiazka zawiera tez pewne postawione
przez autoréw problemy otwarte. Na biblio-
grafi¢ sklada si¢ 116 pozycji, z czego 2/3
z ostatnich 15 lat.

Ksiazka, w znacznej wigkszosci sktadaja-
ca si¢ z oryginalnych wynikow obydwu auto-
roéw, z ktorych wiele jest tutaj publikowanych
w pelni po raz pierwszy, bedzie niezbednym
zrodlem dla kazdego specjalisty w dziedzinie
teorii aproksymacji. Jej uzyteczno$¢ jest tym
wigksza, ze dowody przeprowadzono z wy-
starczajaca szczegOlowoscia. Z drugiej stro-
ny, pomijajac szczegoly dowodow, z trescig
ksigzki moZe zapoznaé si¢ z korzyscia dla
sicbie takze kazdy matematyk pracujacy
w dziedzinie analizy matematycznej, cho¢ la-
wina szczegblow moze w pierwszej chwili
dziala¢ zniechgcajaco na tych, ktorzy przywy-
kli do duzego stopnia ogélnosci wielu wspol-
czesnych prac.

Julian Musielak
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tions, Springer-Verlag, Berlin-Heidelberg 1987, str. 208, ISBN 3-540-18067-2,

0-387-18067-2.

Niech X bedzie przestrzenia metryczna.
Ciagle odwzorowanie n: Rx X — X nazywa
si¢ potokiem, jezeli

dla xeX,

n(t.n(s, x)) =n(t+s,x) dla t,seR, xeX.
Klasycznym przykladem potoku jest potok
n: Rx R" > R" wyznaczony przez krzywe cal-
kowe rownania rézniczkowego

ty X' (0) =1 (x(1).

Zakladamy przy tym, ze f: R" - R" jest ,,do-
statecznie porzadnym” odwzorowaniem w tym
sensie, ze dla kazdego warunku poczatkowego
x(0) = x, rOwnanie (1) ma jednoznaczne roz-
wigzanie okreslone na calej proste;.
Podzbiér Y X nazywa sie niezmienni-
czym podzbiorem potoku n, jezeli n(t, y)eY
dla teR, yeY. Podzbior S € X nazywa si¢
izolowanym podzbiorem niezmienniczym, jezeli
istnieje zwarty podzbior N < X taki, ze
ScIntN oraz S jest maksymalnym pod-
zbiorem niezmienniczym zawartym w N. Taki

n(0, x) = x

podzbiér N nazywa si¢ otoczeniem izolujqcym
zbioru niezmienniczego S.

Niech N, € N € X. Podzbiér N, nazy-
wa si¢ dodatnio niezmienniczym podzbiorem
zbioru N, jezeli warunki

7([0, ]x{x}) = N

pociagaja za soba 7([0, t]x {x}) € N, (ina-
czej mowiac, punkt nalezacy do N nie moze
opusci¢ zbioru N, wczesniej niz N).

Niech S bedzie niezmienniczym podzbio-
rem potoku # i niech N bedzie otoczeniem
izolujacym zbioru S. Para domknigtych pod-
zbioréw (N, N,), N, € N, € N, nazywa si¢
pargq indeksowq, jezeli obydwa zbiory sa doda-
tnio niezmienniczymi podzbiorami zbioru N,
S < Int(N,\N,) oraz punkty N, moga opus-
ci¢ N tylko przez N,. Okazuje sig, ze typ
homotopijny przestrzeni ilorazowej N,/N,
nie zalezy ani od wyboru otoczenia izolujace-
go N, ani od wyboru pary indeksowej. Ozna-
czajac przez h(S) typ homotopii przestrzeni
N,/N,, otrzymujemy niezmiennik wprowa-

xeNg,



