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PierScienie grupowe *

Kazda grupa nosi w sobie zalazek pierscienia lacznego z jedynka. Aby go
opisa¢ dla danej grupy G, nalezy najpierw wybra¢ wspolczynniki; niech to beda
np. liczby zespolone. Nasz pierscien begdzie si¢ wiec skladal ze wszystkich
skonczonych sum formalnych postaci

a = a(gl)gl +...+ a(gn)gn’

gdzie g; sa elementami grupy G, a a(g;) sa liczbami zespolonymi. Napisy te
dodajemy po wspolrzednych:

Ya@g + Y blgg=) (alg)+b(9)g.
g g9 ]

Mnozenie odbywa si¢ w sposOb rownie naturalny: otwieramy nawiasy,
a jednomiany a(g)g, b(h)h mnozymy wedlug wzoru

(a(9)g) - (b(h)h) = (a(g) b(h))(gh).

Tak otrzymany pierscien nazywamy pierscieniem grupowym grupy G o wspoét-
czynnikach z ciata C i oznaczamy przez C[G] lub CG.

Elementy pierScienia C[G] mozna rowniez interpretowaé jako funkcje
a: G- C o skonczonych nosnikach {g| a(g) #0}. Zgodnie z przyjetymi
definicjami, nalezy je dodawaé ,po wartosciach”, natomiast mnozyé — uzy-
wajac znanej z analizy operacji splotu

(@a-b)g) = hZ a(gh™")b(h).
G

Z tego powodu algebry grupowe nad C odgrywaja wazna rol¢ w analizie
harmoniczne;j.

Oto dwa najprostsze przyklady pierscieni grupowych. Niech

C,=<d P=1={11

* Odczyt wygloszony w 1986 roku na Konwersatorium w Instytucie Matematyki Uni-
wersytetu Warszawskiego.
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oznacza grupe cykliczna rzgdu 2. Mamy wowczas
C[C,]={a+bt]| a,beC} =CHC
Z mnozeniem
(a+bt) (c+dt) = (ac+bd)+(ad +bc)t.

Dla grupy cyklicznej nieskonczonej C, = {t) otrzymujemy

C[C,]={> at| a;eC, n,meZ}.
i=n
Elementy tego pierScienia mnozymy dokladnie tak, jak si¢ mnozy wielomiany.
Otrzymali$my zatem pierScien wielomianéw Laurenta

Clt, t™1].

Latwo zauwazyC, ze pierScien grupowy jest przemienny tylko wtedy, gdy
grupa G, od ktorej zaczynaliémy, jest przemienna.

Zamiast liczb zespolonych mozemy uzy¢ liczb rzeczywistych, wymiernych,
ciala reszt modulo p lub ogdlniej, dowolnego pierscienia przemiennego
z jedynka. Jak si¢ okaze dalej, szczegélnie pozyteczne jest rozwazanie piers-
cienia grupowego Z[G] o wspoélczynnikach catkowitych.

Co zyskujemy zamieniajac grupe na jej pierscien grupowy? Dysponujac
pierScieniem, mozemy podja¢ probg kopiowania metod algebry liniowe;.
Nasladujac definicj¢ przestrzeni liniowej, mozemy rozwazyé grupe abelowa
V wraz z mnozeniem przez skalary nalezace do dowolnego pierscienia R. Tak
otrzymujemy R-moduly. Na przyklad, dla R = C[C,] mozemy w grupie
abelowej C wprowadzi¢ mnozenie przez skalary wzorem

(a+bt)z=(a+b)z
albo wzorem
(a+bt)z =(a—b)z.

Otrzymane C[C,]-moduly oznaczmy odpowiednio przez V i W.

Niektore twierdzenia o przestrzeniach liniowych daja si¢ uogdlni¢ do
twierdzen o R-modulach. Na przyklad znane stwierdzenie: kazda skornczenie
generowana przestrzen liniowa nad cialem K jest postaci K@...®K ma
nastepujacy odpowiednik dla pierscienia C[C,]: kazdy skonczenie generowany
C[C,]-modul jest postaci V® ... @VOWD... ®W. Tutaj V, W sa modulami
zdefiniowanymi w poprzednim akapicie. Jest to bardzo szczegdlny przypadek
twierdzenia Maschke [17], [18], ktore pozwala klasyfikowa¢ CG-modutly dla
dowolnej grupy skonczonej G.

Dla piericienia grupowego C [C_] grupy cyklicznej nieskonczonej rowniez
potrafimy opisaé jego moduly. Zauwazylismy wczesniej, ze C[C, ] =
= C[t, t™1], czyli jest to yrzemienna dziedzina ideatow glownych. Skonczenie
generowane moduly takich pierScieni sa dobrze znane [6].
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Problem opisu CG-modulow dla dowolnej grupy nieskonczonej G jest
trudny i wciaz daleki od rozwiazania.

Dlaczego usitujemy zbada¢ moduly nad pierscieniami grupowymi? Od-
powiedzia niech bedzie opis kilku sytuacji, w ktorych pojawiaja si¢ one
w sposOb naturalny. .

(A) Rozwazmy par¢ izometrii plaszczyzny euklidesowe;:

S, T: R* > R?,
S, y)=(x,y+1), T(xy) = x+1, —y).
Niech I' bedzie grupa izometrii plaszczyzny, generowana przez S i T. Grupa
I’ jest przykladem grupy krystalograficznej. W szczeg6lnosci dziala ona na
plaszczyznie, dajac butelke¢ Kleina jako przestrzen orbit. Podgrupa translacji
Iy =<8, T*), izomorficzna z Z @ Z, jest podgrupa o indeksie dwa w I'. Grupa
I dziala na I', przez automorfizmy wewng¢trzne. Dzialanie to faktoryzuje si¢ do
dziatania grupy C, = I'/T’,. Jego przedluzenie liniowe zadaje na I', strukturg
Z[C,]-modutu. Modut ten zawiera istotne informacje o strukturze grupy I
Latwo si¢ przekonaé, ze jest on izomorficzny z V, ® W,, gdzie V,, W, sa
»Z-wersjami” modutéw V, W zdefiniowanych wczesniej dla pierscienia C[C,].

Ogodlniej, jesli grupa G ma abelowy dzielnik normalny A, to A mozna
traktowa¢ jak Z[G/A]-modul. Studiowanie wlasnosci tych moduléw oraz
ich zwiazku ze struktura grupy G zapoczatkowal P. Hall. Uzywajac tej me-
tody, matematycy brytyjscy uzyskali w latach siedemdziesiatych istotne infor-
macje o strukturze grup policyklicznych [25]. Ws$réd nich znajduja si¢
wszystkie grupy krystalograficzne [12].

(B) Zalézmy, ze grupa G dziala liniowo na n-wymiarowej przestrzeni
liniowej V nad cialem K, tzn. mamy dany homomorfizm grup (reprezentacije)

0: G- GL,(K).

Wtedy ¥V mozemy wyposazy¢ w strukturg K[G]-modutu, okreslajac mno-
zenie przez skalary wzorem

(Y a(@g)v=Y algelgrveV.

E. Noether pierwsza zauwazyla, ze potraktowanie reprezentacji jak K [G]-
-modutow dostarcza nowych technik do ich badania. Sa one szczegoOlnie
skuteczne w przypadku, gdy G jest grupa skonczona, a K jest cialem
o dodatniej charakterystyce [11].

(C) Jak dla kazdego pierscienia, tak i dla R = K[G] mozemy badac ciagi
dokiadne R-modutow oraz ich niedokiadno$¢ po zastosowaniu roznych
funktorow. Droga ta prowadzi do dzialu algebry homologicznej, zwanego
teorig (ko)homologii grup o wspoéiczynnikach w K [G]-modutach. Jest to jeden
ze sposobow zdobywania informacji o grupie G oraz o pewnych przestrzeniach
topologicznych z nia zwiazanych [4], [7].
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(D) Jesli K < L jest rozszerzeniem Galois cial, to dla grupy K-automor-
fizméw G = Gal(L/K) grupa addytywna L oraz grupa multyplikatywna
I* = L—{0} staja si¢ Z[G]-modulami. W szczegélnoéci mozna zastosowac
technike przykiadu (C) do tych modutow, aby uzyska¢ informacje o samym
rozszerzeniu. Przykladem twierdzenia tego rodzaju jest tzw. 90 Twierdzenie
Hilberta [4].

(E) Jesli grupa G dziala na przestrzeni topologicznej X poprzez homeo-
morfizmy, to grupy lancuchdéw (singularnych, komoérkowych, ...) staja sie
w naturalny sposob ZG-modutami. Ponadto dzialanie grupy G jest przemienne
z operatorami brzegu; w konsekwencji grupy homologii H,(X) przestrzeni
X sa takze ZG-modulami. Badanie tych moduléw jest zrodlem informacji
o dziataniu grupy G na X. W ten sposob mozna na przykiad udowodni¢, ze
grupa skonczona nie moze dziataé w sposoOb wolny na przestrzeni R" [5].

Z powyiszych przykladow wynika, ze badanie modutéw nad pierscieniami
grupowymi jest waznym zadaniem. Jednakze pierscienie grupowe manifestuja
si¢ w zastosowaniach nie tylko poprzez swe moduly.

Rozwazmy kompleks komorkowy X wraz z homotopijnie mu rownowaz-
nym podkompleksem A. Kiedy probujemy w kontrolowany sposob ,,zgniatac”
X na A, komorka po komorce, pojawia si¢ tzw. torsja Whiteheada — element
grupy abelowej Wh(G), gdzie G = =, (X) [10]. Grupa Wh(G) moze by¢
opisana w terminach pierScienia ZG jak nastgpuje: niech (dla n > 1) GL,(ZG)
oznacza grupe macierzy odwracalnych stopnia n, o wspolczynnikach z piers-
cienia ZG. Mamy zanurzenia

GLu (ZG) - GLn+ 1 (ZG)

AO
Al——»[o 1].

Niech GL(ZG) =) GL,(ZG). Aby otrzyma¢ Wh(G), nalezy podzieli¢

dane przez

grupe GL(ZG) najpierw przez jej komutant, a nastgpnie przez obraz grupy
+G < GL,(ZG) < GL(ZG).

Zrozumienie grupy Wh(G) ma kluczowe znaczenie dla rozwiazania wielu
probleméw topologii rozmaitosci. My zacznijmy skromnie: od GL,(ZG).
Z definicji, GL,(ZG) sklada si¢ z elementow odwracalnych, albo krdcej,
jednosci pierscienia ZG. Oczywiscie sa wsrod nich elementy postaci +g dla
geG. Te jednoSci nazywamy trywialnymi.

Czy istnieja jakie$ inne jednosci w ZG? Odpowiedz jest z reguly twierdza-
ca. A oto sposOb na uzyskanie przykladow.

Przypusémy, ze nasza grupa G ma podgrupeg cykliczna H = <h) rzgdu n,
ktora nie jest dzielnikiem normalnym w G. Istnieje zatem element ge G taki, ze
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gHg™ ' # H. Rozwazmy element
n=01~hg(+h+..+h YeZG.

Z zalozenia o elemencie g wynika, ze po otwarciu nawiasOw nie wszystko si¢
poskraca, tzn. n # 0. Z drugiej strony

n2=(1—hg(l+..+F Y (1~hg(+...+k"1) =0,

bo 1+h+..+h" " )(1—h)=1-h"=0. Elementy u=1+4n, v=1-neZG
spetniaja warunek uv = vu = 1, sa wigc nietrywialnymi jednosciami w ZG.

Zeby stwierdzié, ze pewien element ac ZG jest jednoscia, nalezy znalezé
element beZG taki, ze ab=1 oraz ba=1. Czy nie wystarczy polowa
sprawdzenia, tj. czy z ab =1 nie wynika czasem, ze ba = 1?

Zauwazmy, ze pytanie to ma sens w dowolnym pierscieniu. Odpowiedz jest
oczywiscie twierdzaca w pierScieniach przemiennych. PierScien macierzy
M, (K) stopnia n>2, o wspOlczynnikach z ustalonego ciala K nie jest
przemienny, ale odpowiedz dla niego jest takze twierdzaca: jesli ab = 1, to
det (a) # 0, a wigc a ma tez lewa odwrotnos¢. Z drugiej strony tatwo jest podac
przykiad negatywny w pierscieniu endomorfizméw dowolnej nieskonczenie
wymiarowej przestrzeni liniowej. Np. jesli L, R oznaczaja odpowiednio przesu-
nigcia w lewo i prawo przestrzeni Hilberta 2, to mamy LR = id, ale RL # id.

Jaka jest odpowiedz dla pierscieni grupowych? Problem ten postawit G.
Higman w 1940 roku w swojej pracy doktorskiej, pisanej pod kierunkiem
Whiteheada. Przypusémy, ze ab =1 dla pewnych elementéow a, be ZG. In-
teresuje nas e = ba. Mamy

e* = (ba) (ba) = b(ab)a = ba = e.

Elementy e pierScienia R, spelniajace warunek: e? = e, nazywamy idem-
potentami. Oczywiscie 0 i 1 sa idempotentami w dowolnym piericieniu. Sa to
tzw. idempotenty trywialne. Idempotenty sa bardzo wazne, gdyz np. pozwalaja
rozktada¢ piercien na sume prosta: jeSli mamy e = e?€R, to uzyskujemy
rozktad

R=Re®R(l1-¢)

pierScienia R na sume¢ prosta jego (lewostronnych) ideatow.

Zajmiemy si¢ zbadaniem idempotentow w CG. Skad je bra¢? Jesli G ma
podgrupe skonczona H, to element

e=(1/H)( ¥ h)eCG
heH

jest, jak fatwo sprawdzi¢, idempotentem. Ponadto, jesli ee CG jest idempoten-
tem, a element ueCG jest odwracalny, to sprzezenie ueu™ '€ CG jest znow
idempotentem.

Aby znalez¢ wlasciwe narzedzie do badania idempotentow, przyjrzyjmy sie
pier$cieniowi macierzy M, (C). Kazda macierz idempotentna E = E2e M, (C)
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jest sprzezona z macierza postaci

1 00
0 10}’
0 00

a zatem klas¢ sprzezonosci E opisuje w pelni jedna liczba: jej slad Tr(E).
Jesli mamy do czynienia z grupa skoriczona G rzedu n, to reprezentacja
regularna daje zanurzenmie pierscieni

¢: CG > M, (C);
jak latwo wykaza¢, zachodzi wowczas wzor
Tre(@) =a()|G| dla a=Y a(g)g.

Aby zbadaé idempotent ee CG, trzeba wiec zajac si¢ liczba e(1)|G|.

Jedli grupa G jest nieskoniczona, to powyzszy napis nie ma sensu, wigc
musimy zadowoli¢ si¢ liczba tr(e) = e(1). Nastgpujaca lista to spis oczywistych
wlasnosci funkcji tr: CG - C, tr (a) = a(1).

(@) tr jest C-liniowa,

(i) tr (ab) = tr (ba).

Niech *: CG —» CG bedzie dane wzorem

(X a@g)r=2algg".
Wtedy tr (aa*) = Y la(g)|>. Wobec tego *
(iii) tr (aa*) =0 pociaga a = 0.

Okazuje sig, ze te wlasnosci wystarczaja, by rozwiaza¢ problem Higmana.
Oto glowne twierdzenie.

TwierDZENIE (Kaplansky, Zaleskii). Jesli e CG jest idempotentem, to
(a) tr (e) jest liczbq wymierng,

byo<tr(e <1,

©tr@=0=e=0,tr(ey=1=>e=1.

Przytoczymy szkic dowodu czesci (b) i (c). Jedyny znany dzi§ sposob
udowodnienia tego twierdzenia uzywa analizy matematycznej w sposob

nast¢pujacy:
Pierscien CG mozna wyposazyé w iloczyn hermitowski:

(a, b> =Y a(g)blg).
g

Po uzupelnieniu otrzymamy przestrzeri Hilberta H, zawierajaca CG jako pod-
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zbiér gesty. Dla kazdego ae CG mnozenie przez a z lewej strony zadaje
operator ograniczony L,eB(H). Niech A bedzie domknigciem zbioru
{L,| aeCG} w normie operatorowej. Funkcjonat tr: CG — C mozna bez trudu
przedluzy¢ na A z zachowaniem wlasnosci (i)(iii). Jesli e jest idempotentem
w CG, to w algebrze A4 jest juz do$¢ miejsca na to, by sprzegna¢ L, z projekcja:

L,~P, P=PP*
Wtedy
tr(e) = tr(L,) = tr(P) = tr (PP*) > 0.

Ponadto jesli tr(e) =0, to tr(PP*)=0, a zatem P=0 i e =0. Jesli na-
tomiast tr(e) = 1, to tr (f) = 0, gdzie f = 1 —e jest nowym idempotentem. Stad
f=0, a wiegc e =1. Szczegdly dowodu mozna znalez¢ w ksiazce [23].

Nie znamy czysto algebraicznego dowodu czesci (b) i (c) twierdzenia.
Natomiast dowod czesci (a) uzywa wylacznie argumentéw z teorii liczb.
Zauwazmy jednak, ze wszystkie cze$ci twierdzenia sa oczywiste, gdy grupa
G jest skonczona. Istotnie, wtedy

tr(e) = dim ((CG) €)/|G|

jest liczba wymierng, ktoéra znika dokladnie wtedy, gdy e = 0. Sprawa jest
rownie prosta dla grup nieskoficzonych, jesli tylko rozwazany idempotent
moze by¢ sprzezony z elementem lezacym w pierscieniu grupowym pewnej
skonczonej podgrupy. Do niedawna wszystkie znane idempotenty dopuszczaly
takie sprz¢zenia. Co wiecej, panowato wsrod specjalistow przekonanie, ze takie
sprz¢zenie jest zapewne zawsze mozliwe: c6z bowiem moglby oznaczac licznik
i mianownik ulamka tr(e)? Dopiero w 1982 roku udalo si¢ [13] wskazaé
idempotent, ktéry nie jest sprzezony z zadnym elementem pochodzacym od
podgrupy skonczonej. Stawia to twierdzenie Kaplanskiego—Zaleskiego w no-
wym S$wietle.

Mozemy teraz latwo rozwiaza¢ problem Higmana. Niech a, be ZG beda
elementami spelniajacymi warunek ab = 1. ZauwazyliSmy juz, ze e = ba jest
idempotentem. Ponadto

tr(e) = tr(ba) = tr(ab) = 1.

Stad ba = 1. Ten sam dowodd dziata dla pierscieni grupowych o wspotczyn-
nikach z dowolnego ciala o charakterystyce zero. Natomiast dla ciat o charak-
terystykach dodatnich pytanie Higmana pozostaje otwarte.

Pytanie podobne do problemu Higmana pojawito si¢ w 1954 roku w pracy
Cockcrofta [9]. Probowal on udowodni¢ stynna hipotez¢ Whiteheada, ktora
moéwi, ze podkompleks dwuwymiarowego, asferycznego CW-kompleksu jest
tez asferyczny. Jesli L jest kontrprzykladem i jego grupa podstawowa G jest
wolna, to latwy argument topologiczny pokazuje, ze

n,(L)#0 oraz =w,(L)®ZG"=2ZG"
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dla pewnej liczby n. Ostatnia rOwnos¢ jest rOwnowazna istnieniu macierzy
X, Ye M, (ZG) spelniajacych rownosci: XY = I, YX # I. Cockcroft udowod-
nil, ze to si¢ nie moze zdarzy¢, gdy G jest grupa wolna, i pytal, czy inne
pierscienie grupowe maja podobna wilasnos¢.

Wzorujac si¢ na juz rozstrzygnigtym przypadku n = 1, tworzymy macierz
idempotentna E = YX € M, (ZG). Dla dowolnego pierscienia wspolczynnikow
k macierz spelniajaca warunek E = E% e M, (kG) daje rozktad modutu wolnego
(k[G])" na sumg prosta jego podmodutéw P = im E, Q = im (I — E). Moduly,
ktore sa skladnikami prostymi moduléw wolnych, sa znane jako moduly
projektywne. Sa one podstawowymi cegietkami w algebrze homologicznej [4].

Co wiemy o kG-modutach projektywnych? Zajmijmy si¢ najpierw przypad-
kiem wspolczynnikéow wymiernych: k = Q. Oczywiscie kazdy QG-modul
wolny jest projektywny. WidzieliSmy tez wczesniej, ze jesli grupa G ma
podgrupe skonczong, to pierscien QG ma nietrywialny element idempotentny
e, a wigc ma tez modul projektywny QGe, ktory nie jest wolny. Jesli grupa
G jest beztorsyjna, to nie mamy oczywistych kandydatow na QG-moduly
projektywne, ktore nie sa wolne. W 1976 roku Quillen i Suslin udowodnili
niezaleznie hipotez¢ Serre’a, ktéra w szczegblnoéci méwi, ze kazdy modut
projektywny nad pierScieniem wielomianéw Q[x,, ..., x,] jest wolny. Wyko-
rzystujac ten wynik nietrudno jest [20] otrzymaé podobny wynik dla QG, gdy
G jest skonczenie generowana, wolna grupa abelowa. Niezaleznie mozna
udowodni¢ podobne twierdzenie dla grupy wolnej nieabelowe;j.

W roku 1980 Lewin [21] oraz Artamonow [1] podali pierwsze przyktady
QG-modutéw projektywnych, ktore nie sa wolne, dla pewnych grup beztorsyj-
nych G. Ich przyklady P spelniaja warunek

P@ QG = 0GB QG,

a wiec sa stabilnie wolne.

Lewin podal tez przykiad ZG-modulu projektywnego, ktory nie jest wolny.
W jego przykladzie G jesu grupa krystalograficzna I' z przykladu (A).

ZG-moduly projektywne sa szczegOlnie interesujace ze wzgledu na ich
zastosowania w topologii: za ich pomoca mozna np. mierzy¢ przeszkod¢ do
tego, by dla danego CW-kompleksu istnial rownowazny mu homotopijnie
CW-kompleks skonczony [29]. To i podobne zastosowania zapoczatkowaly
rozwOj algebraicznej K-teorii. W teorii tej moduly stabilnie wolne graja role
obiektow trywialnych. Obecnie nie jest znany ani jeden przykiad grupy
beztorsyjnej G takiej, by pewien ZG-modul (lub nawet QG-modul) byl
projektywny, lecz nie stabilnie wolny. Farrell i Hsiang [15] udowodnili w 1977
roku, ze znalezienie takiego przykladu nie jest mozliwe wsrod grup krystalo-
graficznych.

Jak zauwazyliSmy wczesniej, modul projektywny moze powstaé, gdy mamy
w pierscieniu element idempotentny. Jednakze stynna hipoteza Kaplanskiego
mowi, ze pierScien grupowy grupy beztorsyjnej nie ma idempotentow roznych
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od 01 1. Jest to zreszta czgs$¢ jeszcze ogodlniejszej hipotezy: jesli grupa G jest
beztorsyjna i K jest cialem, to pierscierr K [G] nie ma dzielnikow zera, tj. takich
elementow a, b # 0 ze ab = 0. (Przypomnijmy, ze e? = e pociaga e(1 —e) = 0).
Jak dotad, udalo si¢ te¢ hipotezg udowodni¢ jedynie dla pewnych specjalnych
klas grup [14].

Istnieja przypadki, dla ktorych dowod hipotezy o dzielnikach zera jest
bardzo prosty. Rozwazmy np. pierscien K [C ] = K [t, t~!]. Pierscien ten nie
ma dzielnikow zera, gdyz iloczyn elementow

a = a,t"+ (wyrazy nizszych stopni),
b= b, t"+ (wyrazy nizszych stopni)
jest postaci

ab = a, b, t"*™+ (wyrazy nizszych stopni),

Ca

a wiec ab # 0. SkorzystaliSmy tu z tego, ze grupe C, mozna uporzadkowac
w sposOb zgodny z dzialaniem grupowym [23]. Podany wyzej argument daje
si¢ bez trudu przenies¢ na dowolne grupy uporzadkowane.

(unique product), jesli dla kazdej pary jej niepustych, skonczonych podzbioréow
A, B posrod iloczynow ab, a€ A, be B, istnieje element a, b, ktory zapisuje sie
tak tylko na jeden sposob. Jest oczywiste, ze C, ma wlasnos¢ u.p. oraz ze ta
wlasno$¢ wystarcza do dowodu hipotezy o dzielnikach zera.

Wlasno$¢ u.p. zostata odkryta przez Higmana w jego rozprawie doktorskiej
[24]. Niestety, praca ta nie zostala nigdy opublikowana w caloéci i wlasno$é
u.p. zostala zapomniana. Odkryto ja ponownie w latach sze$cdziesigtych.

W 1980 roku Strojnowski [27] udowodnil, Zze wlasno$¢ u.p. pociaga tzw.
wiasnos¢ tu.p. (two unique product property), ktora brzmi: dla kazdej pary
niepustych, skonczonych podzbioréw A, B grupy G spehniajacych |4|+|B| > 2
istnieja wsrod iloczynow ab co najmniej dwa: a, by, a, b,, zapisujace si¢ w tej
formie jednoznacznie. Ta nowa wlasnos¢, takze znana od dawna, implikuje
dodatkowo, ze w pierscieniu K [G] wszystkie jednoSci sa trywialne, tj. postaci
rg, gdzie ge G i re K*. Istotnie, jeSli a,be K[G] i ab = 1, to kladziemy

A=1{gl a(g) #0}, B={gl b(g) #0}.

Jesli a i b nie sa jednomianami, to [4|+|B] > 2 i dwa elementy w nosniku ab
nie moga si¢ skroci¢, wbrew zalozeniu: ab = 1.

Nie jest latwo sprawdza¢ wlasnosS¢ u.p. dla konkretnych grup. Jak dotad,
znany jest zaledwie jeden przyklad grupy beztorsyjnej, ktora nie ma wlasnosci
u.p. Zostal on podany przez Ripsa i Segeva w 1985 roku (preprint). Na
przyklad nie wiadomo, ktore beztorsyjne grupy krystalograficzne speiniaja
warunek u.p.

Calkiem konkretnie, nie wiadomo, czy grupa
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G=<(x,yl x 'y¥2x=y"2 y Ixty=x"2%

ma wlasno§é u.p.(!) W szczegélnosci nie wiemy, czy pierScien ZG ma nie-
trywialne jednosci, cho¢ od dawna wiemy, ze nie ma on dzielnikow zera [23].

Piericien grupowy K [G] zostal zbudowany z dwoch skladnikow: grupy
G oraz pierscienia K. Czy skladniki te dadza si¢ odczytac z pierscienia K [G]?
Oczywisty izomorfizm

K[GxH] =(K[G]) [H]

wykazuje, ze odpowiedz na tak ogélne pytanie jest negatywna.
Jesli ustalimy grupe, to mozemy pytaé, czy pierscien K da si¢ wyznaczyé
z pierscienia K[G], tj. czy z izomorfizmu

K[G] ~ L[G]

wynika izomorfizm K = L. Szczegdlnie interesujacy jest przypadek, gdy G jest
nieskoniczong grupa cykliczna C,. W jezyku geometrii algebraicznej od-
powiada on pytaniu, czy

VxTa~WxT

implikuje izomorfizm V &~ W dla zbioréw afinicznych V, W i jednowymiarowe-
go torusa T. Wiadomo, ze K[C_]~ L[C,] implikuje K ~ L, jezeli K jest
dziedzing Dedekinda [27], [30]. W geometrii algebraicznej odpowiada to
przypadkowi, gdy V jest krzywa nieosobliwa. W przypadku pierscienia
odpowiadajacego powierzchniom algebraicznym, nawet nieosobliwym, od-
powiedz moze juz by¢ negatywna [18], [30].

Zapytajmy teraz, czy mozna odtworzy¢ grupg przy ustalonych wspolczyn-
nikach. Dokladniej, zalozmy ze K-algebry K [G] i K [H] sa izomorficzne. Czy
G~ H?

Izomorfizm K[G]~ K[H] przenosi grup¢ G na podgrup¢ w grupie
elementoéw odwracalnych pierscienia K [H]. Jesli cho¢ jedna z grup G, H, np.
H, ma wlasno$¢ u.p., to mamy

GL,(K[H]) = K*xH

i stad latwo wynika, ze G ~ H. W ogdlnym przypadku grupa GL, (K [H]) jest
znacznie wigksza od K* x H.

Ograniczmy si¢ teraz do grup skoficzonych. Odpowiedz zaleze¢ bedzie od
wyboru wspotczynnikow K. Np. jesli K jest cialem liczb zespolonych, a G, H sa
skoniczonymi grupami abelowymi tego samego rzgdu, to z twierdzenia Masch-
ke wynika, z¢ CG ~ CH. OdpowiedZ jest tu wigc negatywna. Ogolnie, jesli
K jest cialem, to grupa G nie da si¢ na ogoét odczytac z K [G]. Co wigcej, mamy

(*) Dodane w korekcie: D. S. Promislow wykazat w pracy A simple example of a torsion-free
nonunique product group, Bull. London Math. Soc. 20 (4) (1988), 302-304, ze grupa G nic ma
wlasnosci u.p.!



Pierscienie grupowe 147

nastgpujace twierdzenie Dade’a udowodnione w 1971 roku [23]: istnieja
nieizomorficzne grupy metaabelowe G,, G, rzgdu 125000 takie, Ze dla kazdego
ciala K mamy izomorfizm K[G,] =~ K[G,]. Grupa G jest metaabelowa, jesli
ma abelowy dzielnik normalny A taki, ze grupa G/A jest tez abelowa.

Aby jeszcze bardziej usztywni¢ sytuacje, zaldzmy, ze grupy sa skonczone
i K jest pierscieniem liczb catkowitych Z. Wtedy ZG ~ ZH pociaga G ~ H
w nastgpujacych przypadkach:

(a) Grupy G, H sa abelowe (latwe ¢wiczenie [26]).

(b) Grupy G, H sa metaabelowe (praca doktorska Whitcomba z 1967 ro-
ku [26]).

(c) Grupy G, H sa nilpotentne (wynik Roggenkampa i Scotta z 1984 roku,
preprint).

Ogolnie nic wiecej na ten temat w chwili, gdy piszemy ten tekst, nie
wiadomo — nawet dla skonczonych grup rozwiazalnych. Badania trwaja.

Warto wiedzie¢ rOwniez, ze pier§cienie grupowe maja zastosowania poza-
matematyczne. Migdzy innymi spotyka si¢ je w elektrotechnice, jako piers-
cienie liczb strukturalnych [2].

Ciekawe i uzyteczne s3 takze uogolnienia pierscieni grupowych. Wsrod nich
najwazniejsze to pierscienie z gradacjq [22] 1 pierscienie pdoigrupowe [16], [8],
ale to juz zupelnie inne historie.
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