Recenzje

jej staranna redakcja. Autorom udalo sig
osiagna¢ wysoki stopien precyzji bez popada-
nia w pedanterig.

Uwazam tez, ze wydzielenie materiatu to-
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pologicznego z dwutomowej Geometrii i To-
pologii byto dobrym pomystem, dzigki ktore-
mu czytelnik otrzymal ksiazke bardziej spoj-
ng i zwartg.

Kazimierz Geba

Patrick Billingsley, Prawdopodobieristwo i miara, Panstwowe Wydawnictwo
Naukowe, Warszawa 1987, str. 580. Z angielskiego tlumaczyli Krystyna
Kizeweter i Janusz E. Roguski. Cena 750,— zl. ISBN 87-01-07170-2.

Specjalisci od teorii prawdopodobienstwa
znaja i cenig P. Billingsleya przede wszystkim
jako autora doskonalej, klasycznej juz ksia-
zki Convergence of Probability Measures, kto-
ra wywarla ogromny wplyw na rozwdj badan
nad twierdzeniami granicznymi dla procesow
losowych. Tym razem jego cel byl skromniej-
szy, co jednak wcale nie znaczy, ze bardzo
fatwy: napisanie podrecznika dla studentow,
obejmujacego teori¢ prawdopodobienstwa
oraz teorie miary. U czytelnika nie zaklada
si¢ zadnych wiadomosci z teorii miary i calki,
a dokladniej, jedyne, co wystarczy znac z te-
go zakresu, to elementarna catka Riemanna.

Zaktada si¢ natomiast znajomo$¢ rachun-
ku prawdopodobienstwa zbudowanego na
skonczonej przestrzeni zdarzen elementar-
nych. Z tego, jak nalezy sadzi¢, powodu
autor catkowicie pomija rozwazania nad filo-
zoficznymi podstawami teorii prawdopodo-
biefistwa, nie mowi nic o ,definicji klasycznej
prawdopodobienstwa”, nie probuje intuicyj-
nie motywowaé celowosci wprowadzania
wlasnie takich, a nie innych definicji praw-
dopodobienstwa warunkowego czy niezalez-
no$ci. Niemniej jednak, z punktu widzenia
matematyki wyklad jest kompletny: autor
formutuje wszystkie podstawowe definicje
i udowadnia wynikajace z nich wilasnosci.

Rozdziat pierwszy, zatytutowany Prawdo-
podobieristwo otwiera czysto analityczny do-
wod twierdzenia Borela o liczbach normal-
nych, tzn. prawo wielkich liczb dla cyfr roz-
winigcia dwojkowego liczby z  przedziatu
(0, 1]. Z kolei autor zajmuje si¢ miarami
unormowanymi (twierdzenie o rozszerzaniu
miary z ciala na o-cialo, konstrukcja miary
Lebesgue’a na przedziale jednostkowym),
a nastepnie buduje teori¢ prawdopodobieni-

stwa ,bez calkowania”, to znaczy ogranicza
sie do zmiennych losowych prostych, tj.
przyjmujacych tylko skonczona liczbg warto-
$ci, a warto$¢ oczekiwana definiuje jako su-
me. Rozwaza m.in. pojecie niezaleznosci zda-
rzen i zmiennych losowych, prawa zera i je-
dynki, stabe i mocne prawo wielkich liczb.

Mimo przyjetego ograniczenia, wprowa-
dzone definicje i udowodnione fakty pozwa-
laja na ukazanie calego szeregu glebokich
zastosowan. I tak, autor omawia gry hazar-
dowe (w tym zagadnienie ruiny), lancuchy
Markowa (w tym twierdzenie o istnieniu,
klasyfikacje stanow, istnienie rozkladow stac-
jonarnych, a nawet teori¢ optymalnego za-
trzymywania), wielkie odchylenia i prawo ite-
rowanego logarytmu. Udato mi sie tu jednak
»przylapac¢” autora na pewnej drobnej nie-
konsekwencji: Rozpatrujac tancuchy Marko-
wa na przeliczalnym zbiorze standéw i nie
zaktadajac nic o zerowaniu si¢ elementow
macierzy przejscia wykracza si¢ poza klase
zmiennych losowych prostych. Na szczgicie
nie ma to zadnego wplywu na poprawnosé
przeprowadzonych dowodow.

Rozdzialy drugi i trzeci, zatytulowane
Miara i Calkowanie zawieraja systematyczny,
podstawowy wykiad teorii miary i catki, przy
czym jego znaczna cz¢$¢ to uogodlnienie pojeé
i twierdzen z rozdzialu pierwszego (miary
dowolne zamiast unormowanych, funkcje
mierzalne zamiast funkcji prostych itp.). Zna-
jduje si¢ tu m.in. konstrukcja miary i catki
Lebesgue’a w R¥, konstrukcja miary produk-
towej i twierdzenie Fubiniego, za$ z zagad-
nien mniej standardowych omowiona jest
miara Hausdorffa w R*.

W rozdziale czwartym, nazwanym Zmien-
ne losowe i wartosci oczekiwane, zbudowana
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uprzednio teoria jest wykorzystana do prze-
niesienia na przypadek ogdlny faktéw proba-
bilistycznych, rozwazanych w rozdziale pier-
wszym. Gléwnym tematem jest tu niezalez-
no$¢ zmiennych losowych (sumy takich
zmiennych, prawa wielkich liczb), a jako za-
stosowanie omawia si¢ proces Poissona, po-
dajac jego rozne charakteryzacje oraz wpro-
wadza elementy teorii kolejek.

Rozdzial piaty (Zbieznosé¢ rozkladéw) jest
poswigcony stabej zbieznosci rozktadow pra-
wdopodobienstwa w R*, przy czym przypad-
ki jedno- i wielowymiarowy sa rozpatrywane
oddzielnie. Mowi si¢ tutaj o funkcjach cha-
rakterystycznych (wlacznie ze wzorem na od-
wrocenie), dowodzi centralnego twierdzenia
granicznego (podajac takze jego uogdlnienie
na ciagi stacjonarne o-mieszajace), charak-
teryzuje rozklady nieskonczenie podzielne
o skonczonej wariancji, ukazuje mozliwo$¢
badania zbieznosci rozkladow za pomocy
metody momentéw. Ta ostatnia metoda jest
zilustrowana pigknym zastosowaniem do teo-
rii liczb (szacowanie liczby czynnikéw pierw-
szych liczby naturalne;j).

Rozdziat szosty nosi tytul Pochodne i pra-
wdopodobienstwo warunkowe. Otwiera go za-
rys teorii rézniczkowania funkcji rzeczywis-
tych zmiennej rzeczywistej, nastgpnie dowo-
dzi si¢ twierdzenia Radona-Nikodyma, ktore
z kolei stuzy do wprowadzenia pojecia praw-
dopodobienstwa warunkowego i warunkowej
wartos$ci oczekiwanej (wzgledem o-ciata). Po-
kazuje si¢ zastosowanie tych pojg¢ w staty-
styce matematycznej (dostatecznosé, estyma-
tory o minimalnej wariancji), podaje si¢ okre-
slenie wilasnosci Markowa, a przede wszyst-
kim omawia niektore twierdzenia teorii mar-
tyngalow z czasem dyskretnym (w tym twier-
dzenie o zbieznosci prawie na pewno) oraz
ukazuje cze$¢ z ogromnej liczby ich zasto-
sowan. '

Rozdzial sibdmy i ostatni, zatytulowany
Procesy stochastyczne zawiera omowienie pe-
wnych zagadnien ogblnych (os$rodkowosé
procesu, twierdzenie Kolmogorowa o istnie-
niu procesu), ale zasadnicza jego trescia jest
konstrukcja oraz opisanie wlasnosci jedno-
wymiarowego procesu ruchu Browna. Znaj-
duja sie tu m.in. rozwazania tak subtelne, jak
opis topologicznej struktury zbioru zer ruchu

Browna oraz twierdzenie Skorochoda o za-
nurzaniu ciagu niezaleznych zmiennych loso-
wych w ruch Browna.

Warto$¢ ksiazki niezmiernie podnoszg za-
dania umieszczane na koncu kazdego para-
grafu. Jest ich okoto 600 i wiele z nich jest
opatrzonych wskazowkami lub komentarza-
mi ulatwiajacymi rozwiazanie. Zadania te
maja bardzo réinorodny charakter i niosg
czesto ciekawe i glebokie tresci. Stuza zarow-
no ilustracji faktow i poje¢ omawianych
w glownym tekscie, jak i poszerzaniu teorii.

Ksiazke czyta si¢ z duza przyjemnoscia.
Widaé, ze jej tresc¢ i uklad zostaly gruntownie
przemyslane. Widoczna jest nadzwyczajna
troska autora o $cistos¢; nic nie jest podawa-
ne ,na wiarg”. Dowody, mimo Ze szczegolo-
we i tak precyzyjne, ze wprost nie sposob
znalez¢ w nich luki, wcale nie sa nudne. Sam
autor za najwicksza wartos¢ (a w kazdym
razie za novum) ksiazki uwaza to, ze sposob
przedstawienia wykladanego materialu jest
oparty na przemiennosci prawdopodobienstwa
i miary, na tym, ze jest ukazane prawdopodo-
bieristwo motywujqce teori¢ miary i teoria
miary generujqca z kolei dalej prawdopodo-
bieAstwo.

Oczywiscie, uzycie teorii miary w wykla-
dzie teorii prawdopodobienstwa nie dziwi
nikogo, ciekawsze sa zaleznosci odwrotne.
Nalezy sadzié, iz autorowi chodzi o to, ze na
przyklad poznanie i zrozumienie wlasnosci
i interpretacji warto$ci oczekiwanej zmiennej
losowej prostej stanowi dobra motywacij¢ do
wprowadzenia ogélnego pojecia catki. Moim
zdaniem jednak autor nie wykorzystal wszy-
stkich mozliwosci wykazania takich zalezno-
Sci, siggajacych glebiej. Jest ciekawe, ze nie-
ktore twierdzenia z teorii miary, na przyklad
twierdzenie Radona-Nikodyma, mozna otrzy-
maé za pomoca rozwazan czysto probabili-
stycznych, korzystajac z twierdzen o martyn-
galach. Wydaje sig¢, ze przyjecie wlasnie ta-
kiej kolejnodci prezentacji (tzn.: martyngaty,
twierdzenie Radona-Nikodyma, warunkowa
warto$¢ oczekiwana) byloby bardziej zgodne
z duchem ksigzki.

Gdy probuje wyobrazi¢ sobie polskiego
czytelnika Prawdopodobienstwa i miary, wy-
daje mi si¢, ze raczej malo oso6b u nas uzyje
tej ksiazki zgodnie z zamierzonym przez au-
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tora celem, to znaczy do systematycznego
studiowania jej rozdzialow po kolei (co autor
zaleca w przypadku czterech pierwszych roz-
dzialow), czyli jako podrgcznika rownoczes-
nie teorii miary i teorii prawdopodobienstwa.
U nas studenci matematyki poznaja elementy
teorii miary, a przynajmniej catk¢ Lebesgue’a,
zanim zaczynaja uczy¢ si¢ teorii prawdopodo-
bienstwa. Z kolei brak wykladu typu under-
graduate (jesli nie liczy¢ znikomej wiedzy
probabilistycznej wyniesionej ze szkoly) po-
woduje, ze sa oni pozbawieni intuicji doty-
czacych podstawowych poje¢é rachunku pra-
wdopodobienistwa; posiadanie przez czytel-
nika wlasnie takich intuicji zaklada autor
ksiazki.

Pozostaje oczywiscie cala rzesza osob,
ktore nie studiuja ani nie studiowaly mate-
matyki, maja pojecie o rachunku prawdopo-
dobiefistwa i moglyby zapragna¢ te swoja
wiedzg uscisli¢ i poglebic. Wydawaloby sig, ze
dla takich osob ksiazka Billingsleya bedzie
idealna, bylbym jednak ostrozny w jej bez-
warunkowym rekomendowaniu; ksiazka jest
bardzo dobra, ale w moim odczuciu jest ona
pisana dla matematykow, a w kazdym razie
dla ludzi o wyraznej predylekcji, i predy-
spozycjach, do matematyki. Natomiast stude-
nci, a rowniez i absolwenci matematyki, wy-
ktadowcow teorii prawdopodobienstwa nie
wylaczajac, by¢ moze pomina pewne partie
ksiazki, ale przeczytanie pozostalych przynie-
sie im bez watpienia korzys¢ i satysfakcje.

Autor pisze we wstepie: Moim celem byla
ksiqzka, jaka bylaby mi sie podobala samemu
wtedy, gdy po raz pierwszy zajglem sie tym
przedmiotem. Uwazam, ze wykazal on dobry
gust, a je$li nawet efektem jego pracy nie jest
podrecznik idealny, w naszych warunkach, to
w kazdym razie jest to ksiazka ladna i pozy-
teczna.

To, co pisalem dotychczas, dotyczylo ory-
ginalnej wersji recenzowanej ksiazki. Pora
skomentowaé polski przektad wydany przez
PWN. Przegladajac przedstawiony mi do
zrecenzowania egzemplarz stwierdzitem ze
zdziwieniem, ze raz po raz nie rozumiem
czytanego tekstu. Zaintrygowany i zaniepo-
kojony, siegnalem do angielskiego oryginatu
i sprawa wyjasnifa si¢ natychmiast. Ot6z
mamy tu do czynienia ze wszystkimi moz-

liwymi rodzajami bledow tlumaczenia. Naj-
mniej, by¢ moze, pretensji mozna mie¢ do
ttumaczy za przeinaczenia w rodzaju: ,,czgs-
ciowego” zamiast ,czgstoSciowego” (str. 18),
»analitycznych” zamiast ,analogicznych” (str.
158), ,wartosci” zamiast ,wlasnosci” (str.
525). Sa one bardzo nieprzyjemne, bo zdania
zachowuja poprawno$¢ gramatyczna, a na-
wet maja pozory sensu matematycznego
i czytajacy ksiazke niespecjalista (student)
straci sporo czasu usilujac dociec, o co
w nich chodzi; blgdy te wynikaja jednak
raczej z niestarannego opracowania maszy-
nopisu. Wszystkie pozostale obciazaja wyla-
cznie konto tlumaczy.

Nie mam zamiaru wdawacé si¢ w szczegd-
fowa krytyke jezyka ttumaczenia, chociaz jest
on — moim zdaniem — fatalny (oryginal jest
napisany jezykiem zywym i do$¢ swobod-
nym — tlumacze nie oddaja tego zupelnie),
bo nie jestem kompetentny, a poza tym wy-
maganie od tlumaczy literatury naukowej
uzdolnien literackich bytoby chyba przesada.
Nie mozna jednak zrezygnowac z zadania od
nich znajomosci jezyka angielskiego oraz
zrozumienia sensu matematycznego przekla-
danego tekstu. Oba te warunki nie s3 niestety
spelnione w tym wypadku. Dowodow na to
jest takie mnostwo, ze wprost trudno si¢
zdecydowag, ktore przyktady wybraé. Podam
tylko kilka pierwszych z brzegu, o bardzo
réznym cig¢zarze.

(str. 46) It turns out to be simpler to impose
on A the more stringent requirement (...)
zostato przettumaczone na Postgpowanie ta-
kie sugeruje, aby nalozyé na zbior A prostszy,
ale bardziej ograniczajgcy warunek (...), przy
czym zadnego ,sugerujacego postgpowania”
w poprzedzajacym teks$cie nie ma.

I dalej na tej same;j stronie, zdanie: It also
turns out, after the fact, that (3.3) implies that
(34) holds for all E anyway figuruje jako
Wynika to rowniez z faktu, ze (3.3) implikuje,
iz (3.4) zachodzi dla kazdego zbioru E.

(str. 16) (...) the instant (...) is random in
the sense that it lies in (1,1) with probability
(1.2) tlumacze przekladaja na: Moment jest
losowy — nalezy do zbioru (1, 1), ktérego praw-
dopodobienstwo okresione jest wzorem (1.2).

(str. 44 i dalej) Liczby porzadkowe (ordi-
nal) sa nazywane stale liczbami kardynalnymi.
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(str. 56 i dalej) Tytu}l paragrafu 4: Denu-
merable probabilities zostal przetlumaczony
na Prawdopodobienstwo na przestrzeniach
dyskretnych. Tlimaczenie to jest zupelnie
zdumiewajace dla kogos, kto choé odrobinkg
wie, » co chodzi, bowiem w jednym z pierw-
szych zdan tego paragrafu autor pisze expres-
sis verbis, ze podstawowa rozpatrywang tu
przestrzenia probabilistyczna jest przedzial
(0, 1] ze zbiorami borelowskimi i miara Le-
besgue’a (!). Wyjasnia takze, iz bedzie si¢
zajmowa¢ nieskonczonymi ciggami zdarzen
i stad owo denumerable.

(str. 126 i 127) row sums (chodzi o sume
wyrazOw w wierszu macierzy) staja si¢ w th-
maczeniu sumami wierszy.

(str. 192) Na tej stronie jest kilka nonsen-
sow, oto tylko jeden z nich: Thus F, (0) does
not converge to A (0) =1, but because A is
discontinuous at 0, the definition of weak
convergence does not require this (tzn. defini-
cja stabej zbieznosci nie wymaga tego, Zeby
F, (0) bylo zbiezne do 4 (0)), to dia ttumaczy
Wobec tego F,(0) nie jest zbieine do
A (0) =1, gdyz dystrybuanta A jest nieciqgla
w zerze, a definicja slabej zbieznosci nie doty-
czy miejsc nieciqglosci.

(str. 267) The estimate has the right limit-
ing behavior according to the Glivenko—Can-
telli theorem (tzn. w granicy estymator za-
chowuje si¢ tak, jak trzeba) zostato prze-
ttumaczone na Ponizsze twierdzenie Gliwien-
ki—Cantellego podaje pewnq wlasnosé dotyczq-
cq prawostronnej granicy tej dystrybuanty.

(str. 297) (...) the waiting time itself fol-
lows the exponential law (tzn. czas oczekiwa-

nia musi mie¢ rozklad wykladniczy), to wed-
tug tlumaczy (...) sam czas oczekiwania jest
warunkiem koniecznym rozkladu wykladni-
czego.

(str. 436) constant in time zostalo prze-
tlumaczone na ciggle wzgledem czasu. W tym
samym zdaniu The X, there have countable
range as well, ttlumacze przekladaja na
Zmienne losowe X, réwniez tam majq przeli-
czalny zbiér wartosci co, biorac pod uwage
kontekst, jest zupelnym nonsensem (bo ,tu-
taj” maja wlasnie nieprzeliczalny!) Powinno
byé: ,Réwniez i zbidr wartosci zmiennych
losowych X, jest tam przeliczalny”.

(str. 189) (...) waiting times often have
this property, to po przekladzie (...) zjawisku
czasu oczekiwania zawsze przypisujemy te wla-
snos¢.

Wyliczanie takich usterek, bledow i bez-
senséw mozna by ciagnac jeszcze bardzo
dlugo, ale chyba juz nie warto. Na koniec
jeszcze tylko jeden przyklad: Ciekawy jestem,
co czytelnik, usilujacy rozwiaza¢ zadanie
35.22 zrozumie z takiej oto wskazoéwki (str.
565): Aby udowodnié, ze dwa ciqgi muszq miec
te same granice zwigzac je. W oryginale jest
(...) interlace them i chodzi o to, zeby po-
przeplataé jeden ciag drugim.

Popularne powiedzenie: ,,Byloby to bar-
dzo $mieszne, gdyby nie bylo takie smutne”
stanowi tu chyba najkrétszy i najwlasciwszy
komentarz.

Wielka szkoda, ze nieudolne ttumaczenie
tak drastycznie obnizylo wartos¢ dobrej i po-
zytecznej ksiazki.

Tomasz Bojdecki
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Ksiazka jest poSwigcona metodom nume-
rycznym rozwiazywania poczatkowych zaga-
dniei dla réwnan rozniczkowych zwyczaj-
nych. Czytelnik znajdzie w niej opis pod-
stawowych metod, takich jak liniowe metody
wielokrokowe, metody Rungego—Kutty i me-
tody ekstrapolacyjne. Przedstawiono zasade
konstrukcji poszczegdlnych rodzajow metod
oraz wyniki dotyczace rzgdu aproksymacii,

stabilnosci oraz zbiezno$ci i rzgdu zbieznosci
metody. W ksiazce znajdujemy takze dysku-
sj¢ absolutnej stabilnosci poszczegdlnych me-
tod (tzn. stabilnosci na nieskonczonym prze-
dziale przy ustalonej diugosci kroku catko-
wania).

Najwigcej uwagi poswigcono liniowym
metodom wielokrokowym. W rozdziatach
2 i 3 zostaly przedstawione elementy ogolncj



