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dla kazdego matematyka, ktoéry chcialby si¢
zapoznaé z prezentowang dziedzing, a takich,
szczegOlnie wsrod topologdw, jest wielu.

Przejde teraz do krotkiego omowienia
tresci ksigzki. Poniewaz prezentowana jest
teoria 3-rozmaitosci w kategorii PL, pierw-
szy rozdzial jest poSwigcony topologii ka-
walkami liniowej. Jest on wybitnie infor-
macyjny. Twierdzenia podane sa bez dowo-
dow. .

W rozdzialach -V jest przedstawiona
klasyczna juz czgsC teorii 3-rozmaitosci. Roz-
dziat 1II — rozklady Heegaarda, rozdziat
11 — twierdzenia o petli, o sferze i lemat
Dehna. Rozdzialy te opracowane sa wyraznie
na podstawie ksiazki J. Hempla 3-manifolds;
nie sg jednak, oczywiscie, prostym tlumacze-
niem — niewielka czg$¢ materiatu z odpowie-
dnich rozdzialow ksiazki Hempla zostata po-
mini¢ta. Pojawiaja si¢ natomiast ilustracje,
éwiczenia i twierdzenia, ktérych u Hempla
nic ma. Material poszerzony jest o nowe
rezultaty, takie jak twierdzenic Bonahona-
Hodsona (bez dowodu) czy paragraf poSwie-
cony niezmienniczym wersjom twierdzen
o petli, o sferze i niezmienniczemu lematowi
Dehna.

Rozdzial IV dotyczy rozkladu rozmaito-
$ci 3-wymiarowych na sume¢ spojna. Wykaza-
no, ze kazda zwarta 3-rozmaito$¢ moze by¢
przedstawiona jako skorficzona suma rozmai-
tosci pierwszych (tw. Knesera) i rozklad ten
jest jednoznaczny (tw. Hakena, Milnora) oraz
omoéwiono rozklad 3-rozmaitosci wzdtuz dy-
sku. Rozdzial V poswigcony jest powierzch-
niom niesciesnialnym.

Nastepny rozdzial zawiera krotki zarys
teotii wezlow. Mozna go poleci¢ studentom,
pragngcym zapoznac si¢ z elementami tej teo-
rii bez koniecznosci wertowania calej ksigz-
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ki. Omawiane sa: grupa wezla, powierz-
chnie Seiferta, klasyczny wielomian Ale-
xandera oraz latwy do wyznaczenia wielo-
mian Conwaya. O ile wiem, w przygotowa-
niu jest nowy skrypt J. H. Przytyckiego Teo-
ria wezléow. Nie ukaze si¢ on jednak zbyt
predko.

Znajomos¢ pewnych elementow teorii we-
ztéw przydatna jest przy czytaniu rozdzialu
VII (Dzialania grup skonczonych na S§3),
jedynego, w ktérym rozwazane sa rozmaito-
sci gladkie, rozdziatu VHI (Chirurgie Dehna
na rozmaitosciach 3-wymiarowych) i rozdzia-
lu IX (Zwigzek pomiedzy topologia 3-
i 4-wymiarowa), w ktorym omowiony jest
m.in. rachunek splotow Kirby’ego.

Pozostaly rozdziat X (Triangulacja 3-roz-
maitosci) zawiera dowod podanego juz
w rozdziale 1 twierdzenia 2.1, moéwiacego
wlasnie o triangulowalnosci 3-rozmaitosci.

Zaleta skryptu jest duza ilo$¢ éwiczen,
przykladow i ilustracji oraz obszerna biblio-
grafia. Natomiast, jak to bywa zazwyczaj
w skryptach, brak jest skorowidzow nazw
i symboli. Zdarzaja si¢ tez usterki redakcyjne,
takie jak bledy korektorskie (np. braki litery
lub nawiasu), nickonsekwencje w oznacze-
niach (np. macierz transponowana bywa
oznaczana AT, A' lub A’) i troche wicksze
niedoktadnosci (np. na str. 161'9).

Nie ma jednak tych usterek tak duzo, aby
w istotny sposOb utrudnialy studiowanie tek-
stu. Mam tez zastrzeZenie natury leksykalnej
w stosunku do tytulu. Powinien chyba
brzmie¢ ,Topologia tréojwymiarowych roz-
maitosci”, a nie ,Topologia trzywymiaro-
wych rozmaitosci”.

Podsumowujac, uwazam, ze skrypt jest
pozycja bardzo cenna.

Witold Rosicki

Neal Koblitz, A course in number theory and cryptography, Graduate Texts
in Mathematics 114, Springer-Verlag, New York 1987, str. 208, ISBN

0-387-96576-9, ISBN 3-540-96576-9.

Autor datl si¢ pozna¢ jako swietny popu-
laryzator réznych dzialow matematyki zwia-
zanych z teoria liczb. Napisat kilka atrakcyj-
nych ksiazek.

Na przyklad, szeroko znana jest jego
ksiazka poswigcona analizie niearchimede-
sowskiej, ktora mimo nieduzej objetosci
wprowadza czytelnika w zasadnicze wyniki,
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metody i idee tej dziedziny; przy tym autor
na ogol nie opuszcza dowodow, lecz czgsto
przenosi je do zadan. Wyktad prowadzony
jest na wysokim poziomie naukowym, lecz
rownoczesnie autor dba stale o utrzymywa-
nie zainteresowania czytelnika tematem, sto-
sujac rozne pomystowe ujecia. Ksiazka tego
typu nie zastgpuje monografii zawierajacej
systematyczny i kompletny wyklad przed-
miotu, lecz za to przyciaga i budzi zaintereso-
wanie szerokiego grona matematykow nie-
specjalistow w danej dziedzinie, ktorzy by sig
nie zabrali do studiowania monografii.

Podobny charakter ma rOwniez recenzo-
wana ksiazka poswigcona zwiazkom teorii
liczb z kryptografia. Autor przedstawil kilka
zagadnien z teorii liczb, ktore znajduja za-
stosowania w kryptografii. Zrobit to po mist-
rzowsku: Na niewielu stronach podat kom-
pletne i przejrzyste dowody potrzebnych mu
faktow, ilustrujac je trafnie dobranymi przy-
ktadami umieszczonymi czgsto w zadaniach.
Przy tym oczywiscie opuscit trudne dowody
kilku zasadniczych twierdzen.

Po przeczytaniu tekstu i rozwiazaniu za-
dan czytelnik ma podstawowe informacje
i rozumie dokladnie omawiane zagadnienia,
a takze potrafi zastosowa¢ poznang teori¢
w prostych sytuacjach.

Nastepnie autor przedstawil podstawowe
metody stosowane w kryptografii oparte na
podanych wcze$niej wiadomos$ciach z teorii
liczb.

Omoéwimy pokrotce tresé poszczegdlnych
rozdzialow. W rozdziatach I, II, V i VI
zebrane sa wiadomosci z teorii liczb i algeb-
ry, ktore sa wykorzystywane w rozdzialach
III i IV poswieconych kryptografii.

Dokladniej, w poszczegolnych rozdzia-
fach przedstawione sa nast¢pujace zagadnie-
nia. Rozdzial I. Wykonywanie dzialan na
liczbach zapisanych w réznych ukiadach nu-
meracji, kongruencje, twierdzenie chinskie
o resztach. Rozdziat II. Opis cial skonczo-
nych i ich grupy multyplikatywnej, wielo-
miany nierozkladalne nad cialami skofnczo-
nymi, reszty kwadratowe, symbole Legend-
re’a i Jacobiego, prawo wzajemnosci dla reszt
kwadratowych z dowodem za pomocg sum
Gaussa w ciatach skonczonych.

Rozdziat 1I1. Najprostsze metody szyfro-

wania tekstow polegajace na permutowaniu
zbioru liter lub par liter, ktore odpowiada
przeksztalceniu afinicznemu na prostej lub
plaszczyznie. Lamanie takiego szyfru za po-
moca badania najczesciej wystepujacych liter
lub par liter. Przyklady wzigte z jezyka an-
gielskiego i rosyjskiego. Rozdziat IV. Przesy-
tanie zaszyfrowanych wiadomosci, postugujac
si¢ tylko jawna korespondencja. Omowimy
pOzniej dokladniej ten rozdzial.

Rozdzial V. Warunki konieczne na to, by
liczba byla pierwsza, liczby pseudopierwsze
i rézne ich uwogdlnienia. Szczegbtowo omo-
wione sa pewne odkryte niedawno warunki
konieczne pierwszosci liczb (Solovay- Stras-
sen, Miller-Rabin, Adleman-Pomerance-Ru-
mely, Cohen-Lenstra). Metody rozkladania
duzych liczb na czynniki pierwsze: Metoda
Monte Carlo, przedstawianie w postaci roz-
nicy dwoch kwadratow, metoda matych reszt
kwadratowych i zastosowanie do niej ulam-
kow tancuchowych.

Rozdzial VI. Grupa punktéw wymiernych
na krzywej eliptycznej. Liczba tych punktow
na krzywej eliptycznej okreslonej nad cialem
skoficzonym. Bez dowodu, twierdzenic Has-
sego podajace oszacowanie tej liczby i twier-
dzenie Deligne’a o postaci funkcji { krzywej
eliptycznej.

Przy koncu kazdego paragrafu umiesz-
czono sporo zadan (szczegolowe ich rozwig-
zania podane sa przy koncu ksiazki) oraz
kilka pozycji bibliograficznych (na ogdbl
z ostatnich lat). Liczne zadania zawieraja
teksty, ktore czytelnik ma zaszyfrowad Iub
odszyfrowac.

Najbardziej atrakcyjnym rozdzialem jest
rozdzial IV poswigcony takim metodom szyf-
rowania, ktére pozwalaja przesyla¢ informa-
cje w jawnej korespondencji bez obaw o ich
ujawnienie. Zapewne ten rozdziat byl pretek-
stem do napisania cafej ksigzki.

Dawniej osoby uzywajace szyfru w kore-
spondencji postugiwaly si¢ tajnym kluczem
znanym im obu. Osoby postronne majace
dostgp do zaszyfrowanego tekstu nie mogly
go odszyfrowaé, gdyz nie znaly klucza.

Okotlo 10 lat temu zauwazono, ze mozna
oby¢ si¢ bez tajnego klucza znanego obu
osobom stosujacym szyfr. Przy tym osoby te
mogg przesyla¢ wszystkie informacje migdzy
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soba jawnie, a mimo to sa w stanie przesylac
wiadomosci, ktorych zadna postronna osoba
nie rozszyfruje.

Zasada jest prosta. Osoba A chce przestac
osobie B wiadomo$¢ w postaci liczby x nale-
zace] do pewnego zbioru X znanego obu
osobom. W tym celu A4 ustala pewne od-
wzorowanie wzajemnie jednoznaczne f: X —
— X, a osoba B ustala swoje odwzorowanie
g: X - X. Przy tym funkcja f znana jest
tylko osobie A, a funkcja g — tylko osobie B.
Zakladamy przy tym, ze wyboru tych funkgji
f, g dokonuje si¢ w sposOb, ktory gwaran-
tuje, ze ich zlozenie bedzie przemienne, tzn.
fg=4/.

Nastepnie osoba A przesyla jawnie osobie
B liczbe f (x). Oczywiscie, B ni¢ moze .d-
czytac¢ stad x, bo nie zna f. Nie martwi si¢
tym jednak, lecz przesyla jawnie osobie A
liczbg g(f(x)) = f(g(x)). Teraz A oblicza
£ (f(9(x)) = g () i przesyla wynik g(x) do
B. Tym razem osoba B moze odczytaé liczbe
x obliczajac ¢~ ' (g(x)) = x.

W ten sposob osoba A przekazala osobie
B liczbg¢ x. Natomiast osoby postronne zna-
ja tylko liczby f(x), g(f(x) i g(x), lecz
nie znajac funkcji f ani g nie moga poznaé
liczby x.

Te ideg ogolna mozna na przyklad zreali-
zowa¢ nastgpujgco. Obieramy duza (np.
100-cyfrowa) liczbe pierwsza p, w kazdym
razie wigksza od x. Liczbg t¢ mozemy ujaw-
ni¢ osobom postronnym!

Osoby A4 i B ustalaja odpowiednio liczby
a i b {(duze!) wzglednie pierwsze z p—1.
Wtedy funkcje f i g okreslone za pomocy
WZOrow

f@®)=t‘(mod p), g(t) =1"(mod p)
sa odwzorowaniami wzajemnie jednoznacz-
nymi zbioru liczb 1,2, ..., p—1 i spelniaja
Jg = ¢f. Wiasnie tymi funkcjami moga po-
stuzy¢ si¢ osoby A4 i B.

Osoby postronne znaja tylko reszty
z dzielenia przez p liczb x*, x* i x?, lecz nie
znajac liczby a ani b nie sa w stanie odnalez¢
x. Wprawdzie moga oblicza¢ kolejne potegi
liczby x“ chcac otrzymaé x*° (i w ten sposéb
poznaé b), lecz jest to praktycznie niemoz-
liwe, poniewaz liczba b jest duza. Nie jest

przy tym znany zaden inny algorytm prowa-
dzacy szybciej do celu.

Te sama ideg mozna zrealizowac zastepu-
jac grupe multyplikatywna niezerowych reszt
z dzielenia przez p grupa punktow wymier-
nych na krzywej eliptycznej okrestonej nad
cialem p-elementowym. Tu wykorzystuje sig
trudnos$¢ polegajaca na tym, Ze znajac pewny
wielokrotnoiss aP punktu P przy duzym i nie-
znanym a praktycznie nie sposob jest znalezé
punkt P.

Wiasciwie kazdy algorytm wystepujacy
w matematyce wymagajacy duzych rachun-
kéw (i nie dajacy sie ominaé w prosty spo-
so6b!) moze by¢é podobnie uzyty w krypto-
grafii.

Autor przedstawia jeszcze inne Sposoby
przekazywania  zaszyfrowanej  informacji
w jawnej korespondencji. Na przyktad meto-
d¢ oparta na trudnosci w znalezieniu roz-
kladu na czynniki liczby bedacej iloczynem
dwoéch duzych (lecz nie znanych!) liczb pierw-
szych.

Ograniczona objeto$¢ recenzji nic pozwa-
la mi jednak na omowienie szczegolowe in-
nych interesujacych metod przedstawionych
w ksigzce. Mam nadziej¢, 7e zainteresowany
czytelnik siggnie do ksiazki.

Na zakonczenie jeszcze dwie uwagi:

1) Autor uzywa ro6znych skutecznych
sposobow dla zaintrygowania czytelnika. Na
przyktad opowiada kawal o lekarzach fran-
cuskich, radzieckich i amerykanskich. Przy
tym wypowiedzi lei(arzy francuskich i radzie-
ckich przytacza, a wypowiedz lekarzy amery-
kanskich podaje w postaci zaszyfrowang;.
Czytelnik chcac poznaé pointe musi zlamaé
szyfr.

2) Wydawca pisze: Text prepared by
the author in camera-ready form. W wyniku
tego w ksigzce nie ma bledow drukarskich
(bo ich by¢ nie moze!). Poniewaz autor
jest bardzo staranny, wiec rowniez trudno
jest znalez¢ bledy autorskie. Dostrzeglem
tylko jeden: Na str. 99° powinno byé
218 = 1 (mod 37).

Uwazam, ze polskie tlumaczenie tej ksia-
zki znalaztoby licznych czytelnikow.

Jerzy Browkin



