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Omawiana ksiazka J. Bochnaka, M. Co-
ste i M.-F. Roy jest poswigcona geometrii
algebraicznej rzeczywistej. Dziedzina ta po-
zostawala przez dluzszy czas na margine-
sie burzliwie rozwijajacej si¢ geo.netrii algeb-
raicznej nad cialami algebraicznie domknie-
tymi.

Autorzy ksiazki uwazaja, iz znaczenie ge-
ometrii nad cialami rzeczywiscie domknigty-
mi bylo i jest nadal nie docenione. I to
pomimo licznych zastosowan, jak i ,estetyki”
samej teorii. Wiele zagadnien z analizy czy
geometrii mozna sprowadzi¢ do zagadnien
algebraicznych. I wtedy znajomosé geometrii
algebraicznej rzeczywistej okazuje si¢ znacz-
nic bardziej przydatna niz zespolone;j.

Ksiazka ma na celu zaprezentowanie
podstawowych poje¢, wynikéow i metod
teorii.

Kluczowym pojeciem charakterystycz-
nym dla przypadku rzeczywistego (a obcym
dla zespolonego) jest pojecie porzadku.
W rozdziale | omowione zostaly podstawowe
definicje, pojecia i wlasnosci cial uporzad-
kowanych. Warto wspomnie¢ tu o dwodch
faktach:

1. Kazde cialo uporzadkowane ma do-
mknigcie rzeczywiste.

2. Z formul wielomianowych nad cialem
rzeczywiscie domknigtym mozna eliminowaé
kwantyfikatory, czyli (w jezyku geometrii)
rzut zbioru semi-algebraicznego jest semi-al-
gebraiczny (zasada Tarskiego-Seidenberga).

Powyzsza zasada zapewnia nam mode-
lowa zupelnos$¢ teorii. Fakt algebraiczny pra-
wdziwy dla liczb rzeczywistych jest praw-
dziwy dla dowolnego ciala rzeczywiscie dom-
knigtego.

W rozdzialach drugim i trzecim badane
s3 zbiory semi-algebraiczne i rozmaitosci al-
gebraiczne rzeczywiste. Autorzy wprowadza-
ja tu migdzy innymi pojecie funkcji semi-
-algebraicznej, tj. funkcji, ktorej wykres jest
zbiorem semi-algebraicznym. Zauwazmy, ze
przykladem takiej funkcji moze by¢ odleglosé
punktu od zbioru semi-algebraicznego. Po-
zwala to m.in. sformulowac i udowodnic¢ nie-

réwnos$¢ Lojasiewicza jako zwiazek miedzy
dwiema funkcjami semi-algebraicznymi.

Rozdzialy 4-7 i 10 poswigcone sa algeb-
raicznym aspektom teorii. W rozdziatach
4 i 6 bada si¢ wlasnosci pierScieni wielo-
mianow nad cialem rzeczywiscie domknig-
tym. Wsrod wielu przytoczonych faktow na
uwage zastluguje rzeczywisty wariant twier-
dzenia o zerach (Nullstellensatz) i twierdzenie
o rozkladzie nieujemnego wielomianu na su-
m¢ kwadratow funkcji wymiernych (17. pro-
blem Hilberta). Nastepnie autorzy konstruuja
rzeczywiste spektrum pierscienia (rozdzial 7)
it badaja punkty rzeczywiste — places réelles
(rozdziat 10).

W rozdziale 8 omawia si¢ analityczne
aspekty, teorii. Glowny obiekt badan stano-
wia funkcje Nasha, tj. funkcje analityczne,
ktore sa pierwiastkami rownan o wspoélczyn-
nikach wiclomianowych (np. f2=1+x2).
Zainteresowanie funkcjami Nasha wynika
z tego, ze z jednej strony sa to obiekty
algebraiczne, a z drugiej charakteryzujg si¢
»gigtkosciy™ funkgji analitycznych. Dia przy-
kiadu, w dziedzinie funkcji Nasha prawdziwe
jest twierdzenie przygotowawcze Weierstras-
sa i twierdzenie o dzieleniu.

Rozdzialy 9-14 poswiecone sa topologicz-
nym aspektom teorii: stratyfikacji zbiorow
semi-algebraicznych i ich charakterystykom
topologicznym, algebraicznym wi:izkom wek-
torowym oraz funkcjom wiclomianowym
i regularnym na sferach.

W ostatnim rozdziale 15 rozwaza si¢
zwiazki miedzy rzeczywista geometriy algeb-
raiczng a algebraiczng teoria form kwadrato-
wych.

Reasumujac, trzeba powiedzie¢, ze auto-
rom ksiazki udalo si¢ zrealizowa¢ zamierzony
cel. W sposob zwigzly i przystepny przed-
stawili aktualny obraz osiagni¢¢ geometrii
algebraicznej rzeczywistej. Ich ksiazka moze
shuzy¢ czytelnikom jako cenne zrodlo infor-
magji o tej dziedzinie i o jej zwiazkach z in-
nymi dziatami matematyki.
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