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Wielkie Twierdzenie Fermata

1. Nie mozna rozdzieli¢ szescianu na dwa sze$ciany, ani bikwadratu na
dwa bikwadraty, ani, ogolniej, Zadnej potegi wyzszej od drugiej na dwie takiez
potegi. Znalaztem zaprawde zadziwiajgcy dowdd tego, lecz margines ten jest
zbyt wqski, by go zmiescic.

Te dwa zdania, napisane przez Fermata ({Fe], Observatio 2) na margine-
sie rozdzialu o kwadratowych réwnaniach diofantycznych w wydanych przez
Bacheta dzielach Diofantesa, stoja u kolebki jednego z najstawniejszych za-
gadnienn matematycznych. Polega ono na znalezieniu dowodu nastepujacego
twierdzenia, nazywanego zwykle Wielkim Twierdzeniem Fermata (WTF):

TWIERDZENIE 0. Dla n > 3 rdwnanie
(1) X"+Y"r=2"
nie ma rozwigzan w liczbach naturalnych X, Y, Z.

Od 300 lat problem ten przyciagga uwage zaréwno specjalistéw jak i ama-
toréw. Naszym celem bedzie przedstawienie jego zwiazkéw z reszty mate-
matyki.

Bedziemy uzywali nastepujacych oznaczen:

Z oznacza pierScien liczb catkowitych, a Q, R, C oznaczaja odpowiednio
ciato liczb wymiernych, rzeczywistych i zespolonych, F; jest cialem skonczo-
nym o [ elementach, a literg A oznaczamy cialo wszystkich liczb algebraicz-
nych. Przez Q, bedziemy oznaczali cialo liczb p-adycznych, a Z, oznaczaé
bedzie pierscieni liczb catkowitych p-adycznych.

Wreszcie (,, bedzie oznaczaé n-ty pierwotny pierwiastek z jednosci.

2. Nietrudno zauwazy¢, ze ze stusznosci WTF dla pewnego wykladnika
n wynika jego prawdziwos¢ dla wszystkich wielokrotnosci n. Poniewaz kazda
liczba naturalna wieksza od jednoéci i nie bedaca potega dwdjki ma niepa-
rzysty dzielnik pierwszy, przeto wystarczy udowodni¢ WTF dla wszystkich
n, bedacych liczbami pierwszymi # 2 oraz dla n = 4. W tym ostatnim
przypadku dowdd zostal podany przez Fermata ([Fe], Observatio 42), ktéry
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zastosowal tu swoja ,metode spadku”, wykorzystujac znany juz woéwczas
opis wszystkich rozwigzan réwnania Pitagorasa

(2) X*+Y*=27°

w liczbach catkowitych !. Fermat udowodnil w istocie nieco inne twierdzenie,
dowodzac nieistnienia tréjkata prostokatnego o calkowitych bokach i polu,
bedacym kwadratem liczby naturalnej, ale po drodze jego rozumowanie daje
nastepujacy wynik:

TWIERDZENIE 1. Réwnanie X4+Y* = Z2 nie ma rozwigzan naturalnych.
q Y

Dowéd. Zalézmy, ze réwnanie
(X2)2 + (Y2)2 — X4 + Y4 = Z2
ma rozwigzania naturalne i przyjmijmy, Ze Z > 0 jest minimalne. Bez szkody
dla ogdlnoéci mozna zalozyé, ze X jest liczba parzysta, a Y nieparzysta. Z
opisu rozwigzan réwnania Pitagorasa wynika istnienie wzglednie pierwszych
liczb naturalnych u > v takich, e X? = 2uv,Y? = u? —v? i Z = v% 4 22,
Nietrudno zauwazyé, ze v musi byé parzyste, a poniewaz u? = Y? + v2,
przeto powtarzajac poprzednie rozumowanie otrzymujemy istnienie wzgled-
nie pierwszych liczb calkowitych a,b, spetniajacych v = 2ab, Y = a? — 8% i
u = a? + b?. To prowadzi do
X? = 2uv = 4ab(a® + b?),
skad wynika, ze liczby a, b, a® + b* sa kwadratami, poniewaz sa parami
wzglednie pierwsze:
a=z?, b=1y?, a? +b? = 2*

Ostatecznie otrzymujemy

4 4 2
T +Yy =25,

co z uwagi na 0 < z < Z daje sprzecznosc. 0
7 uwagi na to twierdzenie w dalszym ciagu bedziemy zajmowali sie réw-
naniem

(3) XP+YP=7P, )

gdzie p jest nieparzysta liczba pierwsza. Wygodnie jest czasem zapisaé to
réwnanie w postaci symetrycznej

(4) XP+YP4+2ZP =0,

Mozna przy tym zalozyé, ze liczby X,Y,Z nie maja wspélnego dzielnika
> 1, gdyz w przeciwnym razie podzielilibySmy obie strony (4) przez jego p-ta

1 Jegli liczby X,Y, Z spelniaja (2), X,Y sa waglednie pierwsze, a Y jest nieparzysta,
to istnieja wzglednie pierwsze liczby catkowite u,v takie, 2e X = 2uv, Y = u? — % i
Z =u? + 0%
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potege. Tradycyjnie rozréznia sie tu dwa przypadki: tzw. pierwszy przypadek
WTF, gdy dodatkowo zakladamy, ze zadna z liczb X,Y, Z nie dzieli si¢ przez
p i drugi przypadek, gdy p| XY Z.

3. Na nastepny krok czekano ponad 100 lat. W 1770 roku ukazal si¢
Wstep do algebry Eulera [E], zawierajacy w §242 dowéd WTF w przypadku
n = 3. Euler korzystal w nim z pewnych wlasnodci arytmetycznych formy
kwadratowej z? + 3y2, nie podajac ich uzasadnienia, tak wiec przez dtugi
czas uwazano ten dowdd za niekompletny. Sprawa wyjasénila si¢ dopiero w
naszych czasach, gdy spostrzezono, ze brakujace uzasadnienie wynika bez
wiekszego trudu z jednej z prac Eulera z 1760 roku 2. Gauss zauwazyl,
ze stosunkowo prosty dowdd wyniku Eulera mozna uzyskaé przy uzyciu

arytmetyki pierécienia Z[(3]. Najprostsza znana wersje tego dowodu podali
II. B. Mann i W. A. Webb [MW] w 1978 roku:

TWIERDZENIE 2. W przypadku n = 3 réwnanie (1) nie ma niezerowych
rozwigzan catkowitych.

Dow6d. Niech liczby z,y,2 beda calkowitymi rozwigzaniami (1) dla
n = 3, dla ktdrych liczba |zyz| > 0 jest minimalna. Wtedy liczby te sa
parami wzglednie pierwsze. Gdyby zadna z nich nie dzielita si¢ przez 3,
to ich trzecie potegi dawalyby reszty 1 lub 8 z dzielenia przez 9, a zatem
mieliby$my

22+ 33 #£2° (mod9).

Mozemy wiec bez szkody dla ogdlnoéci przyjacl, ze z dzieli si¢ przez 3, a
nadto z = 1 (mod 3) i y = 2 (mod 3). Wowczas 23 = 0 (mod 27) i z uwagi
na 2® = 23493 = (z+y) (22 —zy+y?) i (z+y, 22 ~zy+y?) = 3 otrzymujemy
x4y = 9¢° oraz 2? — zy + y* = 3b® przy odpowiednich catkowitych a,b,
przy czym 31t b.

Teraz wykorzystamy kilka prostych wlasnosci piericienia Eisensteina

R={u+v(:u,veZ}
Jest to piercient z jednoznaczno$cig rozktadu na czynniki nierozkladalne, a
Jedynymi jego elementami odwracalnymi sg liczby +1,+(3, oraz £(2. W R
mamy rozklad
2’ —zy+ 9’ = (z + Gy)(z + Gy),
az uwagi na (z + Gy, z + (3y) = 1 — (3 oraz (1 — (3)* = —3(3 otrzymujemy
z+ Gy = a1 - G)(u +v6)°,

gdzie a € R jest elementem odwracalnym, a u,v € Z. Dzielac przez 1 — (3
otrzymujemy

a(u +v3)° = ¢+ 3d°Gs,

? Patrz [Ber).
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przy czym ¢ = 1(2z — y) jest liczby calkowita, nie dzielacy si¢ przez 3.
Stad a(u® 4+ v®) = ¢ (mod 3), a zatem « przystaje mod 3 do pewnej liczby
calkowitej wymiernej. Bezposrednie sprawdzenie pokazuje, ze jest to mozliwe
jedynie dla @« = 1i @ = —1. Zmieniajac w razie koniecznodci znaki liczb u i
v mozemy przyjac, ze a = 1. Wowczas

c+3a3¢ = u® — 3uv? + 3 + (3u2v - 3uv2)C3,

a wiec a® = uv(u — v). Liczby u,v,u — v s3 parami wzglednie pierwsze, co

daje ostatecznie u = k3, v = I3 i u—v = m3; widzimy, ze k, [, m spelniaja I3+

m3 = k3, co wobec 0 < |klm| < |zyz| jest sprzeczne z naszym zaltozeniem.
0

4. W nastepnych latach dowodzono WTF dla poszczeg6lnych malych
wykladnikéw 2, ale dopiero E. E. Kummer w potowie ubieglego stulecia do-
konal istotnego kroku naprzéd *. Zastosowal on stworzong przez siebie teorig
tzw. liczb idealnych 3 do udowodnienia WTF dla duzej klasy wykladnikéw
pierwszych. By je sformulowaé, musimy wpierw zdefiniowaé liczby pierwsze
regularne. Mozna to uczyni¢ na kilka réwnowaznych sposobdw. Uzywajac
terminologii algebraicznej teorii liczb najprosciej powiedzieé, ze liczba pierw-
sza p jest regularna, jesli liczba klas ideatdw © pierscienia Z[(,] nie dzieli si¢
przez p. Mozna warunek ten sformulowaé tez nastepujaco: jesli I jest nie-
gtéwnym ideatem w pierscieniu Z[(p), to I? tez nie jest ideatem gtdwnym.

Klasyczna definicja uzywa liczb Bernoulliego: liczba pierwsza p jest re-
gularna, jesli licznik Zadnej z liczb By, By, ..., B,_3 nie dzieli si¢ przez p.

3 Dla n = 5 Dirichlet [D1] i Legendre [Lel], [Le2], dla n = 14 Dirichlet [D2], dla n =7
Lamé [L1].

4 Cytowana czasem historia o tym, jakoby Kummer mial podaé dowéd WTF, w
ktérym Dirichlet znalazl blad, jest plotka, powstala na zasadzie znanej opowiesci ,,Czy
to prawda, ze w Moskwie na Placu Czerwonym rozdaja samochody? W zasadzie prawda,
ale nie w Moskwie...”. Historia ta bierze swdj poczatek w przeméwieniu K. Hensela po
$mierci Kummera i jest powtérzona w [Di], ale wydaje sig, ze w rzeczywistoSci sprawa
dotyczy pracy G.Lamé [L2], opublikowanej w 1847 r., w ktérej autor podal dowéd WTF
opierajac sie na twierdzeniu o jednoznacznoéci rozkladu w pierécieniach Z[(p]. Liouville
[Li] zwrécil uwage na brak dowodu tego twierdzenia, a Kummer w liScie do Liouville’a
[K1] stwierdzil, ze jest ono wrecz falszywe. Szczegdly tej historii sa opisane w [Bel].

5 Teoria ta doprowadzila z czasem dzieki pracom R. Dedekinda do wytworzenia sie
podstawowych pojeé nowoczesnej algebry.

6 Méwimy, ze dwa idealy I, J w pierécieniu przemiennym R sa réwnowazne, jesh
istnieja niezerowe elementy o, 8 € R spetniajace al = §J. W pierécieniach Z[{p], rozwa-
zanych przez Kummera, ilo§é powstalych w ten sposéb klas réwnowaznosci jest skoiiczona
1 jest nazywana liczbg klas. Liczba ta mierzy odchylenie R od pierscieni z jednoznacznoscia
rozkladu. Dla tych ostatnich liczba klas wynosi 1.
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Przypomnijmy, ze liczby Bernoulliego B, sa zdefiniowane przez réwnosé 7
o0
z B, .
2 1 = i z
e? — f=on

Istnieje takze definicja zupelnie elementarna: liczba pierwsza p jest regu-
larna, jesli dla k = 1,2,...,(p— 3)/2 suma

1+22k+32k+..-+(p—1)2k
nie dzieli sie przez p*.

Mozna sprawdzié, co uczynil juz Kummer, Ze wéréd liczb pierwszych
mniejszych od 100 jedynie 37, 59 i 67 nie sa regularne. W istocie, 67 dzieli
licznik Bsg, réwny

844 836 133 488 004 186 204 675 994 036 021,
liczba 59 dzieli licznik B4 réwny
27 833 269 579 301 024 235 023 = 11 -59 - 8089 -2 947 939 - 1 798 482 437,
a liczba 37 dzieli licznik B3y réwny
7709 321 041 217 = 37 - 683 - 305 065 927.

TwIERDZENIE 3. (E. E. Kummer [K2], 1850) Jesli liczba pierwsza p > 2
jest regularna, to WTF jest prawdziwe dla wyktadnika p.

Nie wiemy do dzisiaj, czy liczby pierwsze, ktérych to twierdzenie dotyczy,
tworza zbiér nieskonczony 3.

W roku 1857 Kummer [K3] zastosowal swa teori¢ do dowodu WTF dla
niektérych liczb pierwszych nieregularnych, w tym dla p = 37,591 67. W ten
sposob otrzymatl jego prawdziwoéé dla wszystkich wykladnikéw pierwszych
mniejszych od 100. Dowdd ten miat pewne luki, wypelnione siedemdziesiat
lat pézniej przez H. S. Vandivera [Va].

W ostatnich latach, dzieki technice komputerowej, metody Kummera i
ich pézniejsze wzmocnienia doprowadzily do udowodnienia WTTF dla, wszyst-
kich wykladnikéw pierwszych mniejszych od czterech milionéw [Bu].

5. W 1909 roku istotny postep zostal dokonany w pierwszym przypadku
WTF. A. Wieferich [Wi] udowodnitl, Ze jesli w tym przypadku dla wyklad-
nika p réwnanie (3) ma rozwiazanie, to zachodzi kongruencja

(6) 2P"1 =1 (mod p?).

" Poniewas nietrudno spostrzec, ze dla k = 1,2,... mamy B4 = 0, niektérzy
autorzy uzywaja innej numeracji dla liczb Bernoulliego, opuszczajac te, kidre sa réwne 0.

8 Za to od 1915 roku wiadomo, ze nieregularnych liczb pierwszych jest nieskofczenie
wiele [J].
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Znane s3 jedynie dwie liczby pierwsze p, spelniajace t¢ kongruencje, a mia-
nowicie 1093 i 3511, a jak sprawdzil w 1984 roku D. H. Lehmer, nie ma
innych w przedziale [3512,6 - 10%].

Wkrétce po wyniku Wiefericha D. Mirimanoff [Mi] udowodnil, ze w wy-
padku fatszywosci WTF dla wykladnika p w pierwszym przypadku, obok
kongruencji (5) musi by¢ takze spelniony warunek
(6) 3771 =1 (mod p*).

Nie wiemy, czy istnieje choéby jedna liczba pierwsza, spetniajaca réwnocze-
énie oba warunki (5) i (6). Dalszy rozwdj wydarzefi doprowadzit do istotnego
wzmocnienia warunkéw koniecznych falszywosci WTF w tym przypadku.
Niedawno A. Granville i M. B. Monagan [GM] pokazali, ze jesli WTT jest
falszywe w pierwszym przypadku dla wykltadnika p, to dla wszystkich liczb
¢ < 89 mamy

¢ '=1 (mod p?).

Rezultat ten pozwolil na udowodnienie WTT w tym przypadku dla wszyst-
kich liczb pierwszych p < 7.568 - 1017 [C].

6. Dalszy postep w pierwszym przypadku WTEF uzyskali w 1985 roku
L. Adleman i D. R. Heath-Brown [AH] 8, dowodzac prawdziwo$ci WTF w
tym przypadku dla nieskonczenie wielu wyktadnikéw pierwszych. Zastoso-
wali oni metode, ktéra swéj poczatek bierze w nastepujacym elementarnym
twierdzeniu, udowodnionym w 1823 roku przez Sophie Germain:

TWIERDZENIE 4. Jesli p @ ¢ = 2p + 1 sq liczbami pierwszymi, to dla
wyktadnika p WTT jest prawdziwe w pierwszym przypadku.

W podobny sposéb Legendre [Lel]| pokazal, ze liczbe 2p 4+ 1 mozna tu
zastapic przez 2kp+1dla k = 2,4,5,71 8. Adleman i Heath-Brown zastoso-
wali pomyst z pracy E. Wendta [We] z 1894 roku i udowodnili, Ze jesli k nie
dzieli sie przez 3, pierwszy przypadek WTT jest falszywy dla liczby pierw-
szej p, a 2kp + 1 jest liczba pierwsza, to p nalezy do pewnego skoificzonego
zbioru T, majacego co najwyzej ck? elementéw, gdzie ¢ jest pewny stala.

Niech teraz A oznacza zbidr wszystkich liczb pierwszych, dla ktdrych
WTJ jest w pierwszym przypadku falszywe. Powyzsze oszacowanie liczeb-
noéci zbioru T tatwo prowadzi do stwierdzenia, ze dla dowolnych liczb y < z
ilo§é par [p, q] (gdzie p przebiega liczby pierwsze z A, zawarte w przedziale
(y,z], a ¢ = 2kp + 1 jest liczby pierwsza, przy czym 3 t k) nie przekracza
ci(z/y)® przy pewnej stalej ¢;. Z drugiej strony E. Fouvry [Fo] pokazat, ze
dla y = z% przy pewnym 9 > 2/3 liczba Ny(z) takich par, przy opuszczeniu

warunku p € A, spelnia
x

No(2) > 2 log z

8 Por. [HB].
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(przy pewnym ¢z > 0) i przez proste poréwnanie otrzymujemy istnienie
liczby pierwszej p > z” nie nalezacej do A. Wobec dowolnoéci z daje to
nieskorniczenie wiele liczb pierwszych, dla ktérych WTF jest prawdziwe w
pierwszym przypadku.

7. Kolejny wazny krok zostal uzyskany w 1983 roku metodami geome-
trii algebraicznej. Wowczas G. Faltings [F'1] udowodnit hipoteze Mordella, z
ktorej natychmiast wynika nastepujacy wniosek:

TWIERDZENIE 5. Dla kazdej ustalonej liczby naturalnej n > 4 réowna-
nie (1) moze mieé jedynie skoriczenie wiele wzglednie pierwszych rozwigzari
catkowitych X, Y .

Whiosek ten formuluje sie zgrabniej w jezyku geometrycznym:
TWIERDZENIE 6. Na krzywej o rownaniu X™ + Y™ = 1 moze lezeé co

najwyzej skoriczenie wiele punktow o wspotrzednych wymiernych.
Inaczej,

TWIERDZENIE 7. Na krzywej o rownaniu
(7 X"+Y"+Z"=0
na ptaszczyznie rzutowej moze lezec¢ co najwyzej skoriczenie wiele punktow o
wspotrzednych wymiernych.

By sformulowac hipoteze Mordella potrzebne jest pojecie rodzaju krzywe;
algebraicznej. Ograniczymy sie przy tym do krzywych bez punktéw osobli-
wych. Niech T bedzie krzywa na zespolonej plaszczyZnie rzutowej, okreslona,
réwnaniem f(X,Y,Z) = 0, przy czym f jest jednorodnym wielomianem
trzech zmiennych o zespolonych wspétczynnikach. Punkt P = (z,y,2) € T
nazywa sie punktem osobliwym krzywej I', jesli

af
Jz

Jedli zalozymy, ze I' nie ma punktéw osobliwych, czyli jest krzywq nie-

osobliwg, to jej rodzaj g(I') definiuje si¢ wzorem

o(1) = 3(n = 1)(n - 2),

gdzie n oznacza stopiedi wielomianu f.

(=5 =G =0

TWIERDZENIE 8. (Twierdzenie Faltingsa — Hipoteza Mordella) Jesl:
wielomian f ma wspdtczynniki wymierne, krzywa 1 jest nieosobliwa oraz
g(I') > 2, to na T lezy jedynie skoriczenie wicle punktow o wspdirzednych
wymiernych 1°.

10 Liczby wymierne mozna tu zastapié przez liczby z dowolnego ustalonego skoriczo-
nego rozszerzenia ciala liczb wymiernych.
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Poniewaz krzywa (7) jest nieosobliwa, zatem jej rodzaj dla n > 4 jest
réwny co najmniej 2 i mozna do niej stosowaé wynik Faltingsa. Niestety,
zaden ze znanych dowodéw ([Bo], [F1], [F2], [V2]) tego wyniku nie jest efek-
tywny, tj. nie daje mozliwosci wyznaczenia wszystkich punktéw wymier-
nych na (7). Jednakze A. N. Pardin !! pokazal, ze przy zastosowaniu metod
D. Mumforda [Mu] i S. J. Arakelova [Ar] z dowodu Faltingsa mozna otrzy-
madé efektywne oszacowanie liczby tych punktéw.

8. W ostatnich latach odkryto powigzania twierdzenia Fermata z krzy-
wymi eliptycznymi, formami modulowymi i reprezentacjami grupy Galois
ciala A. By mdc je opisaé, przytoczymy krétko podstawowe pojecia i fakty
tych teorii 2.

Niech G bedzie grupa Galois rozszerzenia A/Q, tj. grupa wszystkich
automorfizméw ciala A. Przyjmujac za baze otoczen jednosci rodzine grup
Galois rozszerzen A/ K, przy czym K przebiega wszystkie skonczone rozsze-
rzenia Q, wprowadza sie w G topologie, tzw. topologie Krulla. W tej topo-
logii G staje si¢ zwarta grupa topologiczna, a przy tym istnieje wzajemnie
jednoznaczna odpowiednio$é pomiedzy podcialami ciata A a domknietymi
podgrupami H C G, dana przez

H— A7 = {a € A:h(a)=a dla wszystkich h € H}.

Przyda si¢ tez pézniej informacja, ze do kazdej liczby pierwszej [ istnieje
w G pewna klasa elementéw sprzezonych (tzw. automorfizmy Frobeniusa),
ztozona z wszystkich elementéw g € G o nastepujacej wlasnosci:

Jesli liczba | jest nierozgateziona '3 w rozszerzeniu K/Q, a M jest do-
wolnym ideatem maksymalnym pierscienia Zg liczb catkowitych K, ktory
zawiera l, to dla wszystkich ¢ € Zg mamy

g(z)—z' € M.

Przez Frob; bedziemy oznaczali dowolny automorfizm Frobeniusa, odpo-
wiadajacy liczbie [.

9. Przejdziemy teraz do krzywych eliptycznych i rozpoczniemy od kia-
sycznego przypadku krzywych zdefiniowanych nad cialem liczb zespolonych.

1 Dowdd jest przedstawiony w odczytach M. Raynaud i L. Szpiro w [Sz).
12 przystepne wprowadzenia do tych teorii znalezé mozna np. w [Hu), [Ko], [Lal],
[La2], (1], [S2], [Si]

Liczba pierwsza [ jest nierozgal¢ziona w skoriczonym rozszerzeniu M/Q, jesli nie
dzieli wyréznika d(M) ciala M, lub, co na jedno wychodzi, ideal generowany przez !
w pierscieniu liczb calkowitych ciala M nie jest zawarty w kwadracie zZadnego idealu
maksymalnego tego pierScienia.
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Krzywg eliptyczng bedziemy nazywaé nieosobliwa krzywa E C C2, o
rownaniu

(8) Y? = f(X),

gdzie f jest wielomianem 3 stopnia o wspdlczynnikach zespolonych. La-
two widzieé¢, ze tym wypadku nieosobliwo$é oznacza, ze wielomian f nie
ma pierwiastkéw wielokrotnych. Przez nieosobliwe przeksztalcenie liniowe
mozna kazdg taka krzywa sprowadzié¢ do postaci

(9) Y2 =4X3+aX +0b,

przy czym a,b € C. Jest to tzw. postaé weierstrassowska krzywej eliptycznej.
Do tak zdefiniowanej krzywej doltacza si¢ jeszcze punkt w nieskoficzonosci,
tak by otrzymad krzywa zwarta.

Z klasycznej teorii funkcji eliptycznych wynika istnienie liniowo nieza-
leznych (nad R) liczb zespolonych wy, wy takich, ze jesli A = Zw; & Zw, C
C? jest generowana przez nie grupa addytywna, to zwigzana z nig funkcja

Weierstrassa
1 1 1
=5+ 3 (o7 - )

wE€A
w#0

spetnia réwnanie rézniczkowe

p'(2)* = 4p(2)° + ap(2) + o,
a zatem dla dowolnego z € C\ A punkt P(z) = (p(2),p'(2)) lezy na E.
Funkcja p(z) jest dwuokresowa z okresami podstawowymi wy, ws, a przeto
mozna ja traktowac jako funkcje okreslong na grupie ilorazowej C/A. Nie-
trudno pokazaé, ze uklad

p(z) =21,  p'(2) = 2

ma przy dowolnych 2;, 29 dokladnie jedno rozwigzanie z € C/A, przeto od-
wzorowanie C/A — FE dane przez z — P(z) jest wzajemnie jednoznaczne.

Odwzorowanie to pozwala przenies¢ z C/A na F strukture grupy abelo-
wej. Grupa ta jest izomorficzna z torusem R/Z@R/Z, a zatem jej podgrupa
torsyjna Eior, zloZona z elementéw rzedu skoficzonego, jest sumg prosta
2 egzemplarzy podgrupy torsyjnej grupy R/Z. Poniewaz R/Z jest izomor-
ficzna z multyplikatywna grupa liczb zespolonych o module 1, jej podgrupa
torsyjna jest izomorficzna z grupa wszystkich pierwiastkéw z jednoéci, a
stad wynika w szczegdlnosci, ze podgrupa En grupy F zlozona z elementdw
z € I spelniajacych Nz = 0 jest dla kazdego naturalnego N izomorficzna z
Cn®Cn.

Dziatanie na krzywej (8) mozna wyrazi¢ przez wspélrzedne, uzywajac
funkcji wymiernych. Pozwala to na wprowadzenie (po dodaniu do tej krzywej
tzw. punktu w nieskoficzonodci) struktury grupy abelowej na zbiorach E =
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I'U {00}, gdzie T jest nieosobliwg krzywa w k* (przy czym k jest dowolnym
cialem), zdefiniowang przez réwnanie postaci

(10) Y 4 a1 XY +a3Y = X2+ a2 X2 + a4 X + ag

(a; € k), a punkt oo jest zerem E (por. [T]). W przypadku cial o charakte-
rystyce réinej od 2 i 3, tatwo sprowadzi¢ to réwnanie do postaci (9).

W dalszym ciaggu ograniczymy sie do krzywych eliptycznych, ktdre sa
zdefiniowane przez réwnanie o wspélczynnikach wymiernych.

Niech E C C? U {oo} bedzie taky krzywa, zadang réwnaniem postaci
(10). Wyréznik A(E) definiujemy do§¢ zawitym wzorem

A(E) = 9bybgbg — 27b% — 8b3 — b2bg,

przy czym
by = a} +4az, by = ayaz + 2ay,
be = a,% + 4(1,6, bg = (bgb(; - bi)/‘l
W przypadku, gdy E jest dana réwnaniem (8), nietrudno dostrzec zwiazek
A(F) z wyréznikiem wiclomianu f.

Niech teraz [ bedzie liczba pierwsza. Przez odpowiednig zmiane uktadu
wspdlrzednych mozemy doprowadzi¢ réwnanie E do takiej postaci, w ktdrej
wszystkie wspotezynniki ¢; maja mianowniki niepodzielne przez [, a licznik
wyréznika A(E) jest podzielny przez mozliwie najmniejsza potege . Taka
postaé nazywamy postacig minimalng rownania krzywej E wzgledem liczby
[ lub tez modelem minimalnym E. Zalézmy, ze réwnanie (10) ma postac
minimalng. Jesli zastapimy w nim kazdy ze wspdtczynnikéw przez jego reszte
z dzielenia przez [, to otrzymamy pewna krzywa w F?, ktéry oznaczmy przez
EW . Jesli jest ona nieosobliwa, to méwimy, ze I ma dobrq redukcje mod [.
Zachodzi to dokladnie wtedy, gdy licznik A(F) nie dzieli si¢ przez . Jeéli
ten przypadek nie zachodzi, ale licznik b3 — 24b4 nic dzieli si¢ przez [, to
méwimy, ze F ma multyplikatywng redukcje mod (.

Jesdli dla kazdej liczby pierwszej krzywa F ma redukcje dobra lub mul-
typlikatywna, to méwimy, ze F jest semistabilna.

10. 7 tego, iz réwnanie £ ma wspélczynniki wymierne, wynika bez
trudu, ze wspolrzedne elementéw rzedu skoficzonego grupy I sa liczbami
algebraicznymi i Ze grupa Galois G rozszerzenia A/Q dziala na grupie Iy,
wszystkich takich elementéw jako grupa automorfizméw. Przy tym grupy
En C Ey sa niezmiennicze, tj. dla dowolnego automorfizmu ¢ € G mamy

O’(EN) = EN.
Niech p bedzie nieparzysta liczbg pierwsza, dla ktérej krzywa (10) ma
dobra redukcje; rozpatrzmy ciag grup
E,CEpC...CEpnC...
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wraz z homomorfizmami Ep» — FEpn-1, Wyznaczonymi przez mmnozenie
przez p. Otrzymujemy w ten sposéb granice wsteczng Tp(E) grup Eps.
lloczyn tensorowy Vp(E) = T,(E) ®z, Qp, gdzie Q, oznacza cialo liczb I-
adycznych, a Z,, pierscien jego liczb catkowitych, nazywa si¢ modutem Tate’a
krzywej E. Poniewaz grupa, [« jest izomorficzna z Cpx @ Cpe, przeto dziata-
nie 0 € G na E,x mozna opisa za pomoca pewnej macierzy z GLy(Z/p*Z).
W ten sposéb kazdemu elementowi o € G mozna przypisa¢ pewng macierz
2 G Ly(Z/p*Z). Przyporzadkowanie to jest homomorfizmem, a zatem otrzy-
mujemy rodzing dwuwymiarowych reprezentacji G nad pierscieniami reszt
mod p*:
opr 1 G — GLy(Z/p*Z).

Nietrudno zauwazy¢, ze odwzorowanie @+ jest ciagle, a nadto w przypadku
ky > ko dla dowolnego ¢ € G mamy

S‘opkl (O’) mOd pk2 = (Ppk2 (0)
Ten ostatni warunek pokazuje, zZe grupa G dziata na V), jako grupa automor-

fizmoéw, przy czym grupe V, traktujemy tu jako Zp,-modut. W ten sposéb
otrzymujemy ciagla reprezentacje

(11) Ty G — GLy(Zy).
Nakladajac na nig redukcje mod p, otrzymujemy reprezentacje
(12) op : G — GLy(F,),

11. Oznaczmy przez E(Q) zbiér punktéw E o wymiernych wspétrzed-
nych. Okazuje sig, Ze jest on podgrupg grupy E. L. J. Mordell [Mo] udo-
wodnit w 1922 roku, ze grupa F(Q) jest postaci FF @ Z", przy czym r > 0,
a I" jest grupa skoficzona '*. Strukture tej grupy ! opisal B. Mazur [M],
pokazujac, ze jest ona cykliczna rzedu m przy m < 10 lub m = 12, lub
tez jest postaci Cy @ Cyyr dla m < 4. W szczegdlnosci grupa ta nie zawiera
elementéw rzedu p, gdy p jest liczby pierwsza wieksza od 7.

12. W zastosowaniu do twierdzenia I'ermata fundamentalng role odgry-
waja krzywe eliptyczne zdefiniowane przez réwnanie postaci

(13) Yi=X(X-A)(X+ B),

14 Wynik Mordella zostal przeniesiony przez A. Weila [W] na rozmaitosci abelowe
(rozmaitoéci algebraiczne, majace strukture grupy abelowej, w ktérej dziatanie jest zdefi-
niowane przez funkcje wymierne) nad dowolnym skoriczonym rozszerzeniem @, a nastgpnie
A. Néron [N1] otrzymal ten wynik dla dowolnych cial skoficzenie generowalnych nad swym
podcialem prostym. Dowéd znaleZé mozna takze w [La3].

150 ile struktura grupy F jest dobrze zbadana, o tyle wielkoéé r pozostaje nadal
tajemnicza. Nie wiadomo, na przyklad, czy liczba ta moze byé dowolnie duza.
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gdzie A, B sg liczbami calkowitymi, przy czym A = 1 (mod 4) oraz B =
0 (mod 2%). Nietrudno pokazaé, ze dla nieparzystych liczb pierwszych I réw-
nanie (13) jest minimalne, co daje, ze dla tych liczb pierwszych £ ma dobra
redukcje wtedy i tylko wtedy, gdy [ nie dzieli AB(A + B), a je§li warunek
ten nie jest spelniony, to redukcja jest multyplikatywna. W przypadku [ = 2
okazuje si¢ ', ze réwniez otrzymujemy multyplikatywna redukcje, a wiec
krzywa (13) jest semi-stabilna. Zobaczymy nizej, ze fakt ten decyduje o suk-
cesie pomystu zastosowania krzywych eliptycznych do problemu Fermata.

Przydatno$é krzywych (13) do zagadnienia Fermata zauwazyl G. Frey
[Fr], a L. Szpiro [Sz2] pokazal, ze stosujac do nich jego hipoteze o wyrézniku
mozna uzyska¢ twierdzenie Fermata. Hipoteza ta, postawiona w 1982 roku,
glosi w przypadku krzywych eliptycznych F, zdefiniowanych nad ciatem
liczb wymiernych, ze dla kazdego £ > 0 mamy

A(E) < C(e)NE™,

gdzie 17 Ng jest przewodnikiem E. Definicja przewodnika w ogdlnym przy-
padku krzywej (10) jest zbyt skomplikowana, by ja tu przytaczaé (korzysta
sie w niej z minimalnego modelu krzywej eliptycznej A. Nérona [N2] (p. takze
[Hu], rozdz. 14), ale dla naszych celéw wystarczy wiedzie¢, ze przewodnikiem
krzywej (13) jest iloczyn dzielnikéw pierwszych liczby AB(A + B).

13. Przechodzimy teraz do parabolicznych form modutowych. Oznaczmy
przez I' grupe macierzy 2 X 2 o catkowitych wspdlczynnikach i wyznaczniku
rownym jednosci, niech N bedzie liczba naturalna i niech

To(N) = {[2” Z} er:N;c}.

Ponadto niech H oznacza gérna pdlplaszczyzne zespolong {z € C: Sz > 0}
i niech k > 2. Funkcja F'(z) regularna na H nazywa si¢ paraboliczng formgq
modutowg typu (N, k), jesli sa spelnione nastepujace warunki:

(1) F(z) przedstawia si¢ w postaci szeregu

oo
(14) F(z)=)  Ang"
n=1
zbieznego dla wszystkich 2z € H, przy czym ¢ = exp(27iz);
(ii) Dla kazdej macierzy y = [t: Z} € T funkcja

az+b
cz+d

(cz+d)™FF (

18 Patrz np. [Fr], [S3]
17 Jak pokazal D. W. Masser [Ms] w nieréwnoéci tej nie mozna zastapi¢ wykltadnika
6 przez liczbe mniejsza. Interesujace wnioski z hipotezy Szpiro s3 podane w [HS] i [V1].
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da si¢ przedstawi¢ w postaci szeregu postaci

D An(7)(exp(2miz/N)™;

n=1

(iii) Dla 2 € H i dla kazdej macierzy [z Z:l € I'o(N) mamy

F (Zi;) = (cz + d)*F(2).

Pierwsze dwa warunki mozna sformulowac tez w inny sposéb: grupa
I'o(N) dziala przez homografie na H i ma tam spdjny obszar fundamen-
talny D, ktory nie jest zwarty, ale daje si¢ uzwarci¢ przez dodanie punktu
w nieskonczonosci oraz skonczenie wielu tzw. punktow parabolicznych, tj.
takich punktéw r na prostej rzeczywistej, dla ktérych istnieje homografia
v € To(N), ktérej r jest jedynym punktem stalym (7 ma te wlasnosé wtedy
i tylko wtedy, gdy +v nie jest macierza jednostkowa, a §lad v jest réwny
+2). Baza otoczen takiego punktu jest rodzina zbioréw zlozonych z r i z
wnetrz okregoéw lezacych w H i stycznych do prostej rzeczywistej w punk-
cie 7. Otrzymuje si¢ w ten sposéb zwarta przestrzen topologiczna Xo(N),
majaca strukture analityczng. Warunki (i) i (ii) oznaczaja, ze funkcja F(2)
przediuza si¢ w sposéb ciagly na Xo(V)1i jest réwna zeru w kazdym punkcie
zbioru Xo(N)\ D.

Nietrudno spostrzec, ze zbidr S(N,2) wszystkich form parabolicznych
typu (N, 2) jest przestrzenia liniowg nad C. Dla dowodu twierdzenia Fermata
wazny jest nastepujacy wzdr (patrz np. [CO], [Sh]:

(15) dimc §(2,2) = 0.

14. W przestrzeni S(N,2) dziala rodzina
{T, : p pierwsze, p{ N} U {U, : p pierwsze, p|N}
tzw. operatoréw Heckego ([He], [AL]) zdefiniowanych dla form F postaci (14)
poprzez
Tp(F) =Y Apng" +p Y Ang™
oraz " "

Up(F) = ZApnqn-

7 formami parabolicznymi, ktore s3 wektorami wlasnymi dla wszystkich
operatoréw Heckego, zwigzane jest pojecie reprezentacji modutowej, ktdre
teraz oméwimy. Niech f bedzie taka niezerowa forma typu (N,2), dla ktd-
rej Ay = 11 ktéra jest wektorem wlasnym dla wszystkich operatoréw Ty.
Zalézmy ponadto, ze wszystkie wspSlczynniki A, w (14) sa calkowite. Jak
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pokazat P. Deligne (patrz [DS], tw. 6.1), istnieje wéwczas ciagla reprezenta-
cja
(16) ' pr: G — GLy(Z,)

grupy G, spelniajaca nastepujace warunki:

(i) Reprezentacja py jest polprosta,

(ii) Jesli 1 { pN, to élad macierzy p;(I'rob;) réwny jest wspétczynnikowi
ar, a jej wyznacznik jest réwny [.

Kazda reprezentacja otrzymana w ten sposdb nazywa sie modufowa. 7
kazdg reprezentacja modutowy p, zwigzana jest reprezentacja R, nad ciatem
p-elementowym K, powstala przez zastapienie elementéw macierzy repre-
zentacji p, przez ich reszty mod p.

Przypuszcza si¢ (hipoteza Weila-Taniyamy), ze jesli I jest krzywa elip-
tyczna, [ jest liczba pierwsza, a reprezentacja m; dana wzorem (11) jest
nieprzywiedlna, to jest ona reprezentacja modulowa, odpowiadajacy pewnej
formie modulowej typu (V,2), gdzie N jest przewodnikiem FE. Przy tym
forma ta nie zalezy od [. Krzywe E, dla ktdrych to zachodzi, nazywa sie
krzywymi modutowyms.

15. Teraz pokazemy, jak omdwione pojecia i rezultaty stosujg si¢ do
problemu Fermata !8.

Niech X =a,Y = b, Z = c beda liczbami naturalnymi, bez wspdlnego
dzielnika > 1, spetniajagcymi réwnanie (4), przy czym p > 5. Zamieniajgc
ewentualnie rolami te liczby mozemy, bez szkody dla ogdlnosci, przyjaé, ze
a = 1(mod 4) oraz b = 0(mod 2). Niech I,(a,b,c) bedzie krzywa eliptyczna
o réwnaniu

(17) y? = z(x — aP)(z + b7).
Jej przewodnik N jest rowny iloczynowi liczb pierwszych dzielacych abe.
TWIERDZENIE 9. Krzywe Ep(a,b,c) nie sq krzywymi modutowyms.

Zalozmy, ze krzywa ta jest modutowa i niech reprezentacja ¢, bedzie
zadana przez (12). Jak pokazal J.P. Serre [S3], jej przywiedlnos$é prowadzi-
taby do istnienia krzywej eliptycznej majacej punkt rzedu p o wspdtrzednych
wymiernych, a to dla p > 7 nie jest mozliwe, dzigki wynikowi B. Mazura
[M]. Istnieje zatem forma paraboliczna I' € S(N,2) o tej wtasnosci, ze ¢,
pokrywa sie z reprezentacja f2,, zwigzana z I'. Okazuje sie, Ze istnicja formy
paraboliczne o tej samej wlasnosci, nalezace do §(M,2), pray czym M jest
wlasciwym dzielnikiem N. Jest to konsekwencjg wyniku B. Mazura i K. Ri-
beta [R], ktorzy pokazali, ze jesli

Rl G — G[/(Q,]F[)

18 Idea ta wystepuje po raz pierwszy w [Fr]. Por. [S3] i [R].
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jest ciagla modulows reprezentacja, odpowiadajaca pewnej formie parabo-
licznej f typu (2,N), p jest liczba pierwsza dzielaca N, p? nie dzieli N,
wéwezas przy pewnych technicznych zatozeniach o Ry, jesli p # 1(mod 1) lub
(I,N) = 1, to istnieje forma modulowa w S(2, N/p), ktérej odpowiada ta
sama reprezentacja ;. Spelnienie zalozen tego twierdzenia w przypadku nie-
parzystych liczb pierwszych p i reprezentacji zwiagzanej z krzywg E,(«,b,c)
wynika z rezultatéw [S3]. Teraz tatwo widaé, Zze p, odpowiada pewnej for-
mie parabolicznej typu (2,2) i wystarczy sobie przypomniec, ze wobec (15)
forma ta musi byé zerowa, co jest niemozliwe, bo ¢, jest nieprzywiedlna.

16. Poniewaz krzywe E,(a,b,c) sg scmistabilne, do dowodu twierdzenia
Fermata pozostalo pokazac, ze kazda semistabilna krzywa musi by¢ modu-
towa. Dowdd tego faktu zaprezentowal A. Wiles w czerwcu 1993 na kon-
ferencji w Cambridge. Nie jest on jeszcze opublikowany, ale z krazacych
nieoficjalnych informacji wynika, Ze zostal on podzielony na pie¢ czesci i
kazda jest sprawdzana przez wybitnego specjaliste. Podobno dowdd wymaga
jeszcze pewnych uscislen (méwi sig, Ze jest luka w tej czedci dowodu, w kto-
rej stosuje si¢ grupy kohomologii), ale specjalisci sa dobrej mysli i wiele
wskazuje na to, ze po trzystu latach doczekamy si¢ rozwiagzania jednego z
najstawniejszych problemdéw matematyki.

Jak napisal hamburski tygodnik Die Zeit: ,Jetzt hat die liebe Seele Ruh.”
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