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H istoria  teorii liczb w  Polsce w latach 1851—1950

Przeglądu prac w zakresie teorii liczb w Polsce, w wymienionym w ty­
tule stuleciu, dokonamy opisując jej dzieje w ośrodkach uniwersyteckich, 
kolejno w Krakowie, Lwowie, Poznaniu, Warszawie, Wilnie i Wrocławiu a 
następnie omawiając prace wykonane poza tymi ośrodkami, ale na ziemiach 
polskich. Nie będziemy omawiać prac matematyków polskich żyjących na ob­
czyźnie (Axer, Jabłoński, Niewęgłowski, Ptaszycki, Sochacki, Żbikowski) ani 
też prac matematyków rosyjskich działających na Cesarskim Uniwersytecie 
Warszawskim (Andriejew, Morduchaj-Bołtowskoj, Nazimow, Romanowski, 
Sonin, Stankiewicz, Wielmin, Woronoj). Twórczość niektórych, w szczegól­
ności najwybitniejszego z nich G. F. Woronoja omówiona jest w książce E. P. 
Ożigowej [7] *, która zawiera także spis ich prac z teorii liczb. Jeśli chodzi o 
matematyków, którzy opuścili ziemie polskie po rozpoczęciu twórczości na­
ukowej (Czajkowski, Mandelbrojt, Mertens, Walfisz), to będziemy omawiać 
tylko ich prace napisane przed emigracją.

1. Teoria liczb w Krakowie.
a. Analiza prac F. Mertensa.
Franciszek Mertens był profesorem Uniwersytetu Jagiellońskiego w la­

tach 1865-1884 (od roku 1869 zwyczajnym), później wyjechał do Austrii. 
Związków z Polską całkowicie nie zerwał, czego dowodem jest publikacja w 
języku polskim prac ogłoszonych wcześniej po niemiecku. W wymie­
nionym okresie ogłosił trzy prace z teorii liczb. Wyniki pracy [2 ] najwcze­
śniej napisanej (nosi datę 20 lipca 1873 r.) weszły w sposób trwały do teorii 
rozmieszczenia liczb pierwszych. Oto jej treść.

Legendre w 1808 r., a po nim Czebyszew w 1849 r., daremnie próbowali 
w swoich książkach udowodnić istnienie granic

* Numery w nawiasach kwadratowych drukowane kursywą odnoszą się do prac cyto­
wanych na końcu artykułu, drukowane antykwą do prac cytowanych w bibliografii.
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gdzie p przebiega liczby pierwsze.
Mertens nie tylko dowodzi istnienia powyższych granic, ale podaje twier­

dzenie dokładniejsze, które we współczesnych oznaczeniach daje się zapisać 
w postaci

( i)

E  -  =  loglog X +  Co + O (  — !—  j , 

I l ( 1 - " )  =  e'1’log a:+  0 (1 ),

gdzie 7  jest s tałą  Eulera. Dowód oparty jest na również bardzo interesującym 
wzorze

E ! 2 I Z = l o g x  +  0 ( l ) .

V<.x
W dalszym ciągu pracy Mertens dowodzi, że dla dowolnego charakteru Di- 
richleta x-> różnego od charakteru głównego,

(2) E x(p) _  c
p

(x) +  o
1

log x

co w szczególności pociąga za sobą zbieżność, nigdy wcześniej nie udowod­
nioną, szeregu

E ( - D v
1
p

rozpatrywanego już przez Eulera. Z równości (1) i (2) Mertens wyprowa­
dza również wniosek, że dla dowolnych liczb naturalnych k i l względnie 
pierwszych

(3) . . £ j  = ® betoe‘ + " M I + 0 ( i ) -
p^x

Dokładniejszą informację o asymptotycznym rozmieszczeniu liczb pierw­
szych w postępach arytmetycznych otrzymał dopiero de la Vallee Poussin w 
1896 r.

Praca [1 ], ukończona w styczniu 1874 r. i nie mająca już tak podstawo­
wego znaczenia, zawiera szereg luźno związanych ze sobą wzorów asympto­
tycznych, z których każdy był następnie przedmiotem badań innych m ate­
matyków. Oto jej wyniki kolejno.

= -^<?2 +  0 (G lo g G ).
m=1

1.
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Oszacowanie błędu w tym wzorze zostało poprawione dopiero przez A. Wal- 
fisza w 1953 r.

G 6
2. £  tf-(m) =  — G(log G +  c2) +  O(v/Glog G),

m = l

gdzie ^ (m ) jest liczbą dzielników m  dodatnich i bezkwadratowych.
Oszacowanie błędu w tym wzorze zostało poprawione jeszcze później, bo 

w 1961 r. przez J. Tulla.

E 1 = <*(/) loglogG + c t ( f )  +  O  ( ,  «,(/) > 0, 
f ? G p V l°g G /

gdzie p przebiega liczby pierwsze przedstawialne przez ustaloną formę kwa­
dratową dwójkową /  o wyróżniku d < 0, d =  0(mod 4). Zakłada się przy 
tym, że wyróżnik d jest regularny, tzn. grupa klas form kwadratowych pier­
wotnych o wyróżniku d, należących do rodzaju głównego jest cykliczna, a 
dowód przeprowadzony jest w szczegółach tylko dla przypadku, gdy rząd 
wymienionej grupy jest nieparzysty.

Wynik powyższy zawiera w sobie istnienie nieskończenie wielu liczb 
pierwszych przedstawialnych przez formę /  — fakt, którego dowód został 
naszkicowany przez Dirichleta w 1840 r. przy dodatkowym założeniu, że 
d =  —4P, P  — liczba pierwsza postaci 4k +  3.

Pierwszy dowód twierdzenia Dirichleta w przypadku ogólnym, podany 
przez Schweringa, został ogłoszony w 1856 r. Mertens najwidoczniej go nie 
znał, co można tłumaczyć faktem, że ukazał się on jedynie w dziełach zebra­
nych Schweringa, nie zaś w żadnym z czasopism naukowych. Drugi dowód 
ogłosił w 1882 r. Ii. Weber; zarzuty wysunięte przez Webera w stosunku 
do dowodu Mertensa uważam za bezzasadne, przynajmniej odnośnie przy­
padku rozpatrzonego w szczegółach. Sam Mertens wrócił do tem atu w 1900 
r., dowiódł wówczas wzoru (3) dla form o dowolnym wyróżniku różnym od 
kwadratu, wynik wchłonięty następnie przez mocniejszy wynik Landau’a z 
1907 r.

G 4tt
4- E ^ - 4d) =  5 ^ ( 5 ) G3/2 +  0 (G )-

Wzór jeszcze dokładniejszy mianowicie
G

£ fc( -4d)
d - 1

4?r G3/2 _  — g  +  o(G)
21C(3) 7r2 u + 0 ^u )<

był znany Gaussowi, który podał go bez dowodu w Disąuisitiones Arithme- 
ticae. Pierwszy dowód tego ostatniego wzoru z jawnym oszacowaniem błędu
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podał I. M. Winogradów w 1918 r.

5. =  c + 0 ( G 3/2),
m€Z[i]N(m)^G

gdzie N ( m )  oznacza normę liczby zespolonej całkowitej m, ip(m) zaś liczbę 
klas reszt mod m  względnie pierwszych z m.

6. r (m ) =  ’r2Gf(log 6? +  c5) +  0 (G 1/2),
m £Z(i]

N ( m ) Ą G

gdzie r(m ) jest liczbą wszystkich dzielników m w pierścieniu Z[*].

7. ^  i > ( m ) = — ~
m g Z [ i ]  =  0

gdzie ^>(m) m a to samo znaczenie co we wzorze (3), z tym że nie żąda się, 
aby dzielniki były dodatnie.

Wzory (5)-(7) stanowią pierwsze przykłady przenoszenia twierdzeń z 
analitycznej teorii liczb całkowitych wymiernych na przypadek ciał alge­
braicznych. Raport [£] nazywa Mertensa pionierem w pracy tego rodzaju. 
Uogólnienie wzorów (5)-(7) na dowolne ciała liczbowe podał E. Landau w 
1903 r.

8- 5 ,
p =  l(mod k )Npąc

gdzie p  przebiega liczby pierwsze ciała Q(i).
Wzór powyższy stanowi przeniesienie na przypadek ciała Q(i) wzoru (3) 

z pracy [2], jest jednak istotnie trudniejszy do dowodu od wzorów (5)—(7), 
zawiera bowiem w sobie twierdzenie o postępie arytmetycznym dla ciała 
Q(z) udowodnione przez Dirichleta w 1841 r. Mertens wykorzystał dowód 
Dirichłeta; w pracy [6] powrócił do tego tem atu podając własny, bardziej 
elementarny dowód twierdzenia Dirichleta, który również daje się zastosować 
do dowodu wzoru 8. Dalej idące wyniki dotyczące postępów arytmetycznych 
w dowolnych ciałach liczbowych podał Landau w 1918 r.

Praca [3] m a charakter przyczynku, zawiera prostszy dowód twierdzenia 
Gaussa o formach kwadratowych zredukowanych o wyróżniku dodatnim.

b. Krótkie omówienie prac pozostałych autorów (L. Birkenmajer, S. Kę­
piński, E. Sanczer, S. Turski, W. Wilkosz).

Każdy z wymienionych autorów prócz E. Sanczera był specjalistą z innej 
dziedziny m atem atyki, teoria liczb stanowiła margines ich twórczości.

Praca L. Birkenmajera [1] zawiera dowód twierdzenia udowodnionego 
wcześniej przez Wolstenholme’a, że dla każdej liczby pierwszej p > 3 licznik

(-U"
(2n+i)2

G(\ogGĄ-c7) + 0 ( G 1' 2),
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ułamka 1 -f y +  • ■ • +  ~ i  w postaci nieskracalnej dzieli się przez p2. Autor 
zauważa, że własność te jest charakterystyczna dla liczb pierwszych > 3. 
Praca [2] dotyczy reszty mod p liczby gdzie p jest liczbą pierwszą o
postaci 4k — 1.

Prace S. Kępińskiego [l]-[2] dotyczą grupy przekształceń liniowych o 
współczynnikach całkowitych, które nie zmieniają formy kwadratowej 
q( 2 — srj2 — r ( 2, gdzie q , s , r  są liczbami pierwszymi i co najwyżej dwie 
z nich mogą być równe. Tę samą grupę dla dowolnych całkowitych wartości 
p, ę, r zbadał w rok później znany algebraik R. Fricke.

Praca S. Turskiego [1] zawiera dowód twierdzenia wypowiedzianego bez 
dowodu przez F. Połłocka w 1851 r., że każda liczba naturalna jest sumą co 
najwyżej 10 kwadratów liczb nieparzystych. Autor zauważa, że liczby 10 nie 
można tu  zmniejszyć. W pracy [2] wyprowadza z jednego z twierdzeń Szni- 
relmana wniosek, że dla każdej liczby naturalnej p istnieje takie k , że każda 
liczba naturalna jest sumą co najwyżej k p-tych potęg liczb naturalnych 
nieparzystych.

Broszury E. Sanczera i W. Wilkosza nowych wyników nie zawierają.

2. Teoria liczb w e Lwowie.

a. Krótkie omówienie prac W. Lewickiego i M. Czajkowskiego.
Dwaj m atematycy narodowości ukraińskiej Włodzimierz Lewicki i Mi­

kołaj Czajkowski byli na Uniwersytecie Lwowskim uczniami J. Puzyny.
Lewicki po ukończeniu studiów w 1894 r. pracował jako nauczyciel gim­

nazjalny we Lwowie, potem w Tarnopolu, potem znów we Lwowie, następ­
nie jako inspektor lwowskiego kuratorium, wreszcie od 1941 r. jako profesor 
uniwersytetu. Znaczna część jego prac dotyczyła funkcji analitycznych, w 
szczególności funkcji modułowych ważnych dla teorii liczb. Prace [1], [2],
[3], [5], [6] m ają charakter przeglądowy. W pracach [4] i [7] autor podaje 
prosty sposób zwijania ułamków łańcuchowych postaci

1 | 1 |

I Gn - 1  * ' ’ U l  +  Z ’

przez które dla całkowitych można przedstawić dowolny element grupy 
modułowej. Praca [8] zawiera pewne przeformułowanie hipotezy lliemanna, 
zaś w pracy [9] autor rozważa dwa typy funkcji fuchsowskich i ich związek 
z funkcją p  Weierstrassa.

Mikołaj Czajkowski doktoryzował się w 1911 r. na podstawie pracy [1] 
poświęconej równaniom z grupą rozwiązalną stopnia p2. W pracy tej dał 
pierwszy, jak się zdaje, w językach słowiańskich wykład teorii Galois. W 
pracy [2] badał kongruencje stopni 3 i 4 według modułu pierwszego. W y­
emigrował i od 1929 r. pracował w Odessie.
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b. Krótkie omówienie prac S. Ruziewicza i E. Żylińskiego.
W 1908 r. habilitował się na Uniwersytecie Lwowskim Wacław Sierpiński, 

którego twórczość omówiona jest w części 4. Sierpiński prowadził na uniwer­
sytecie wykłady z teorii liczb, z których powstał najpierw skrypt [11], a po­
tem podręcznik [29]. W śród uczniów Sierpińskiego był Stanisław Ruziewicz, 
późniejszy profesor Uniwersytetu Jana Kazimierza, którego główny przed­
miot zainteresowań stanowiła teoria mnogości i jej zastosowania. Prowadził 
on jednak sporadycznie wykłady z teorii liczb, których plonem jest skrypt
[2] zawierający dowód twierdzenia Dirichleta o postępie arytmetycznym (we­
dług jednej z prac Landau’a) oraz dowód Hilberta twierdzenia Waringa z 
uproszczeniami pochodzącymi od Stridsberga. Aż do ukazania się podręcz­
nika W. Narkiewicza, a więc przez blisko 50 lat skrypt Ruziewicza stanowił 
jedyną publikację, w której dowody wspomnianych twierdzeń dostępne były 
w języku polskim. Jedna z prac badawczych Ruziewicza z teorii liczb [5] 
zawiera nowy dowód twierdzenia Borela, że dla każdej podstawy numera­
cji zbiór liczb rzeczywistych, które przy tej podstawie nie są normalne, jest 
miary zero.

Drugim obok Ruziewicza profesorem Uniwersytetu Jana Kazimierza za­
interesowanym teorią liczb był Eustachy Żyliński, uczeń Dymitra Grawego 
z uniwersytetu kijowskiego. O ile Ruziewicza pociągała analityczna teoria 
liczb, Żyliński zajmował się teorią algebraiczną. Jego praca [2] zawiera nastę­
pujące ciekawe twierdzenie: Jeżeli liczba pierwsza dzieli wyróżnik wszystkich 
liczb całkowitych ciała K ,  ale nie dzieli wyróżnika ciała K , to jest mniej­
sza od stopnia ciała K . Pozostałe prace Żylińskiego z teorii liczb m ają co 
najwyżej wartość metodologiczną. Książka Wstęp do matematyki /, wspólne 
dzieło Ruziewicza i Żylińskiego, zawiera elementy teorii liczb w skromnym 
zakresie.

c. Krótkie omówienie prac pozostałych autorów (T. Ciuropajłowicz, P. 
Dziwiński, A. Łomnicki, J. Mihułowicz, II. Steinhaus, E. Snopek i W. Wierz­
bicki)

Antoni Łomnicki, profesor Politechniki Lwowskiej jest autorem przy­
czynku [1] do tematyki rozważanej przez Sierpińskiego w jego pracy [4].
E. Snopek [1] dowodzi równoważności twierdzeń Schónemanna i Radosa o 
liczbie rozwiązań kongruencji algebraicznej według modułu pierwszego.

Prace P. Dziwińskiego i J. Mihułowicza nowych wyników nie zawierają. 
Do prac T. Ciuropajłowicza i W. Wierzbickiego nie dotarłem, jedynie z 
dostępnego mi ty tu łu  niemieckiego pracy Ciuropajłowicza [2] wnoszę, że 
dotyczy ona teorii liczb, nie zaś, jak sugeruje ty tu ł ukraiński, algebry.

II. Steinhaus [2] wskazał pewne związki między równomiernym rozmiesz­
czeniem mod 1 a niezależnością statystyczną.
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3. T eo ria  liczb w  P o z n a n iu . Teorią liczb w Poznaniu zajmował się 
w latach dwudziestych Kazimierz Abramowicz, w latach trzydziestych Ka­
zimierz Cwojdziński, w latach czterdziestych Zygmunt Butlewski, wszyscy 
trzej związani z Uniwersytetem Poznańskim.

Sześć prac Abramowicza dotyczy grup nieciągłych i form automorficz- 
nych. Tematyka ta, zbliżona do tematyki prac S. Kępińskiego, obecnie zali­
czana do teorii liczb, w owych czasach zaliczała się do teorii funkcji. Wyniki 
są zbyt techniczne, aby je tu ta j omawiać.

Prace K. Cwojdzińskiego na tem at równań diofantycznych drugiego stop­
nia są, w przeciwieństwie do prac Abramowicza, bardzo elementarne i no­
wych wyników nie zawierają. Z. Butlewski podał dowód, zbliżony do dowodu 
Hermite’a, że liczba em jest niewymierna przy wszelkim naturalnym m.

4. T eo ria  liczb w W arszaw ie .
a. Krótkie omówienie prac S. Dicksteina.
Samuel Dickstein był zasadniczo historykiem matematyki. Cztery z jego 

publikacji ([5]-[8]) dotyczą twórczości teorioliczbowej Hoene-Wrońskiego. 
Dickstein odnosi się z szacunkiem do twierdzeń Wrońskiego wypowiada­
nych na ogół bez dowodów, w bombastycznej formie i stara się nadać im 
precyzyjny sens matematyczny.

Okazuje się jednak w pracy [8], że “wielkie prawo teleologiczne” , odno­
szące się do kongruencji

x n — ayn =  0 (mod M ),

pojmowane wiernie według myśli Wrońskiego jest fałszywe (odpowiedni 
kontrprzykład pochodzi od korespondenta Dicksteina, G. Vivantiego), zaś 
poprawione staje się banalne. W pracy [7] na życzliwą wzmiankę zasłu­
gują zastrzeżenia Dicksteina wobec rzekomego dowodu Wrońskiego prawa 
wzajemności reszt kwadratowych. [9] jest referatem o wynikach Hermite’a i 
Lindemanna.

Trzy prace Dicksteina [1], [2], [4] dotyczą kryteriów podzielności liczb, w
[2] opartych na uwadze następującej: Liczba N  =  ap-f b jest podzielna przez 
liczbę R = ep +  d pierwszą względem d, jeżeli R  dzieli a — 6r, gdzie r jest 
liczbą całkowitą, czyniącą zadość równaniu nieoznaczonemu Rl  -f dr =  c.

b. Analiza prac W. Sierpińskiego.
Wacław Sierpiński w czasie studiów na Uniwersytecie Warszawskim 

(1900-1904) znalazł się pod wpływem G. F. Woronoja.
Jego pierwsza praca [1], ściśle wzorowana na pracy Woronoja z 1903 r. o 

problemie dzielników, zawiera oszacowanie różnicy między liczbą punktów 
kratowych w kole o środku (0,0) i promieniu yjx a polem koła przez C\y/x 
(ci ? C2 , . . .  oznaczają stałe). Poprzedni wynik w tym kierunku należący do
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Gaussa był сгл/я, a następny krok zrobił dopiero w 1923 r. J. G. van der 
Corput dowodząc oszacowanie сзхе,в  <

Wynik Sierpińskiego wszedł w sposób trwały do historii teorii liczb. W 
związku z pracą [1] pozostaje praca [15], zawierająca dowód wzoru

a po drodze oszacowania

ulepszonego w trzy lata później przez Landaua.
Praca doktorska Sierpińskiego [3], stanowiąca rozwinięcie jego rozprawy 

kandydackiej, dotyczy sum postaci J2b>n>a r (n ) f ( n )-> gdzie /  jest dowolną 
funkcją liczbową, r(n)  zaś liczbą rozkładów liczby naturalnej n na sumę 
dwóch kwadratów (zamiast używanego obecnie oznaczenia r(n)  autor używa 
oznaczenia r(n)) .  Udowodnione są m.in. wzory następujące:

Dowód opiera się na pomysłowym przekształceniu a mia­
nowicie

co stanowi uogólnienie tożsamości Liouville’a

Wzór (5) został po raz pierwszy ulepszony w pracy M. I. Stroniny z 1969 r., 
wzór (6) zaś w pracy S. Ramanujana z 1916 r., nie zawierającej dowodów, 
a następnie w pracy W. Recknagela z 1989 r.

Z pracą [3] wiążą się tematycznie prace [5], [7] i [8]. W pracy [5] podane 
są wzory asymptotyczne dla sum 2 п<хЛ (п) (г — 1,2,3),  gdzie f i ( n )  jest 
liczbą liczb naturalnych m  takich, że m 2 | n, / 2 (n) jest sumą tych liczb, 
/з(гг) zaś największą z nich.

Suma Y2 h ( n ) i jeJ uogólnienia były przedmiotem badań S. M. Lee w 
roku 1975.
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W pracy [8] autor rozważa sumy J2k=i P(^)» gdzie p(k) jest liczbą przed­
stawień k  w postaci różnicy dwóch kwadratów i otrzymuje wzór

± ( P(k) -  d(k)) =  0 (v/S),
k—1

gdzie d(k) jest liczbą dzielników k.
Omówione dotychczas prace należą do analitycznej teorii liczb. Inna 

grupa wczesnych prac Sierpińskiego obejmująca [2], [4], [10], [13], [16], [21], 
[26], [27] dotyczy rozwinięć liczb rzeczywistych na szeregi i iloczyny nieskoń­
czone. Prace te w przekonaniu autora należały do analizy, dziś zalicza się je 
do teorii liczb (w klasyfikacji Reviews in Number Theory 1973-1983 dział 
A 68). W iążą się z nimi w pewnym stopniu prace St. Guzela [4] i [5].

Praca [2] zawiera dowód następującego twierdzenia. Niech a > 1 będzie 
liczbą całkowitą, r (a , k) = 1 -  a jeżeli a j k, i 1 jeżeli a \ k, wówczas dla 
każdej liczby rzeczywistej x  < 1

aX r ( a , k ) x \  
k — x /  ’

Dla x = wzór ten zawiera jako szczególne przypadki wzory podane wcze­
śniej przez Eulera i Sterna.

Praca [13] zawiera m.in. wzór:

k +  1
k — 1 n(

n — 1
1 + h ) -

gdzie k > 1 jest liczbą naturalną, k\  =  k i kn+1 =  2k 2n -  1. Szczególne 
przypadki tego wzoru były podane przez G. Cantora w 1879 r., wzór zaś 
odkryty ponownie 4 la ta  później przez F. Engela, któremu bywa na ogół 
przypisywany.

W pracy [27] zebrane są wyniki prac [21], [26], jest też materiał nowy. 
Autor rozważa następujące rozwinięcia liczby niewymiernej x > 1, w których 
Gfc oznaczają liczby naturalne.

(7)
oo 1

(8)
oo  ,

* =  £ (  i ) * - 1
te i  a i - - -ak

®Ar-f-1 ^

(9)
OO 1

* =  £  ,

(10)
OO

X  -  V  Ck 0 ^  Ck <  Cfc całkowite.
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Rozwinięcia typu (7) były badane wcześniej przez E. Cohena w 1891 r., a 
rozwinięcia typu (8) przez M. Ostrogradskiego, który jednak swoich wyników 
nie ogłosił i znaleziono je w jego spuściźnie pośmiertnej wiele lat po ukazaniu 
się pracy [27]. Szczególne przypadki rozwinięć typu (3) można znaleźć w 
dziełach Lam berta, nie dowiódł on jednak na ich tem at żadnych twierdzeń 
ogólnych. Zrobił to  F. Engel w roku 1913; rozwinięcia typu (9) są, nazywane 
powszechnie rozwinięciami Engela, z wyraźną, krzywdą Sierpińskiego, który 
wyprzedził Engela o dwa lata. Wyniki Sierpińskiego dotyczące rozwinięć
(7)-(9) zostały uogólnione w pracy doktorskiej G. Statemeyera z roku 1931.

Rozwinięcia typu (10) ze względu na ustalony ciąg liczb rzeczywistych ak 
spełniających warunek lim^-^co e*i . . .  ak = oo stanowią daleko idące uogól­
nienie rozwinięć przy ustalonej zasadzie numeracji. Przypadek, gdy a* są 
naturalne, był rozpatrzony przez E. Straussa w 1887 r., jeszcze ogólniejsze 
rozwinięcia zwane rozwinięciami / ,  rozważał B. M. Bissinger w 1944 r.

Rozwinięć przy ustalonej zasadzie numeracji dotyczy praca [31], zwią­
zana jednak bliżej z następną grupą prac teorioliczbowych Sierpińskiego, 
prac poświęconych aproksymacjom diofantycznym. Poza [31] grupa obej­
muje prace [12], [14], [18], [19], [20], [22], [23] (rozszerzona wersja [18]) i [25] 
(rozszerzona wersja [22]) pochodzące z lat 1909-1910.

W pracy [19] dowodzi się, że dla każdej liczby rzeczywistej x i każdej 
liczby naturalnej n istnieją co najwyżej dwa ułamki p/q  takie, że \x —p/q\ < 

1 ^  q ^  n. Prace [18] i [20] anonsują, zaś prace [12], [14] i [23] zawierają 
dowód, że

dla x wymiernego 
dla x niewymiernego.

Wzór ten uogólniony jest w pracach [22], [25] dla niewymiernych x w sposób 
następujący:

1 xn A 1 
lim — > {kx  -(- y] = -  n—► oo Ti 9 (y dowolne).

k=l
Ten ostatni wzór jest równoważny równomiernemu rozmieszczeniu ciągu 

b  mod 1. Parę miesięcy wcześniej ten sam wynik otrzymał P. Bohl, a parę 
miesięcy później II. Weyl, którego następna podstawowa praca na tem at 
równomiernego rozmieszczenia przyćmiła wszystkie wyniki wcześniejsze.

Praca [31] wiąże się z równomiernym rozmieszczeniem mod 1 ciągu a g k, 
dotyczy bowiem liczb absolutnie normalnych. Nazywamy tak liczby rzeczy­
wiste a  takie, że dla każdego naturalnego g > 1 w rozwinięciu liczby a  przy 
zasadzie g każda cyfra występuje z jednakową częstością. Według twierdze­
nia Borela prawie wszystkie liczby rzeczywiste są absolutnie normalne. [31] 
zawiera nowy dowód tego twierdzenia wraz z konstrukcją liczby absolutnie 
normalnej.
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Wśród prac Sierpińskiego z lat 1940-50 są dwie poświęcone liczbom 
pierwszym. W [36] autor dowodzi, że dla ciągu liczb pierwszych pn zachodzi 
równość

lim supm in{pn - p n-i,P n + i ~ Pn} -  oo,
a w [41], że dla dowolnych liczb n i k istnieje liczba pierwsza p, taka, że 
p ±  i (i = 1 ,..., fc) ma więcej niż n dzielników. Pierwszy wynik był na różne 
sposoby wzmacniany przez Erdósa, Walfisza i Prachara.

Pozostałe prace Sierpińskiego z omawianego okresu, poza artykułem po­
lemicznym [6] i artykułam i przeglądowymi [24], [25], [30], [44], stanowią 
drobne przyczynki do elementarnej teorii liczb.

Oprócz prac badawczych Sierpiński opublikował w omawianym okresie 
skrypt [11] i dwie książki [29] i [34]. Najważniejszą pozycję stanowi tu pod­
ręcznik uniwersytecki [29], który miał trzy wydania. Zakres poruszanych w 
nim tematów jest mniejszy niż np. w podręczniku Hardy’ego i Wrighta, ale 
w obrębie tych tematów autor stara się dostarczyć czytelnikom jak najwięcej 
informacji.

W książce podany jest między innymi pochodzący od autora wzór

Y  n ( n )  =  8S(x)  -  3 2 .9 ( 0 ,
n^x

w którym 7-4(71) oznacza liczbę rozkładów n na sumę 4 kwadratów, a S(x)  = 
c(w). Wzór ten został zastosowany przez Walfisza w 1925 r. do bada­

nia liczby punktów kratowych w kuli czterowymiarowej.
Znacznie mniejsza od [29] książka [34] powstała z wykładów dla nauczy­

cieli szkół średnich. Działalność dydaktyczna Sierpińskiego w zakresie teorii 
liczb zaowocowała w Warszawie dopiero po roku 1950.

c. Analiza prac A. Walfisza
Arnold Walfisz studiował matematykę na uniwersytetach niemieckich, 

doktoryzował się w Getyndze w roku 1921 na podstawie pracy [2], jako 
uczeń E. Landaua. Do Warszawy, która była miejscem jego urodzenia, po­
wrócił na dobre w roku 1927 (niektóre jego prace pisane w 1925 r. również są 
datowane w Warszawie) i pracował w towarzystwie ubezpieczeniowym “Eu­
ropa” . Został docentem prywatnym Uniwersytetu Warszawskiego i w roku 
1935 założył wspólnie z Salomonem Lubelskim pismo “Acta Arithm etica” 
poświęcone specjalnie teorii liczb. W 1936 r. wyjechał do Gruzji. Niniejsza 
analiza obejmuje jedynie prace ogłoszone przez Walfisza do 1936 r. i opiera 
się w dużej mierze na artykule G. Lomadse [i].

Praca [1 ] zawiera dowód, że szeregi Dirichleta Y2PP~S 1 £ ( l° g P )P -s  (p 
przebiega liczby pierwsze) nie dają się przedłużyć analitycznie poza prostą 
o =  0.



3 0 A .  S c h i n z e l

Praca [2] dotyczy sum częściowych współczynników' szeregu Dirichłeta 
przedstawiającego funkcję zeta Epsteina dowolnej formy kwadratowej do­
datnio określonej к zmiennych o współczynnikach całkowitych oraz szeregu 
Dirichłeta przedstawiającego funkcję zeta Dedekinda ciała liczbowego К  
stopnia k. Dla każdej z tych sum autor podaje rozwinięcie w szereg funkcji 
Bessla lub uogólnionych funkcji Bessla. Szeregi te są zbieżne dla к =  2, a 
sumowałne odpowiednią m etodą średnich dla к > 2. Ponadto dla sumy H(x)  
początkowych [ж] współczynników funkcji Çk (s ) autor podaje oszacowanie

residuum

Rozwinięcie i ulepszenie pracy [2] w części dotyczącej funkcji zeta Dede­
kinda stanowią prace [7] i [14] oraz [12] i [13]. Bada się w nich sumy częściowe 
współczynników szeregu Dirichłeta przedstawiające dla dowolnego natu ­
ralnego m.  Pierwsza para prac dotyczy rozwinięć na szeregi uogólnionych 
funkcji Bessla, druga uogólnień wzoru (11). Najciekawszy wydaje się wy­
nik następujący poprawiony dopiero w roku 1982 przez J. Hafnera. Ozna­
czając przez H m (x) sumę pierwszych [x] współczynników funkcji Crc(s)m, 
przez pm(x)  residuum w s — 1 funkcji ^ —( к ( ^ ) т mamy H m( X )  -  pmx =

, gdzie к = k m  ^  4. Dla к ^  3 autorzy 
(prace [12] i [13] są wspólne z G. Szegó) uzyskają tylko wyniki częściowe. 
Praca [6] zawiera oszacowanie dla k = 1, Нз(х)  — p$x =  0(ж 43/ 87+£), а 
praca [9] oszacowanie dla k = 2, I I (x)  — px =  0(a?163/494).

Suma pierwszych [ж] współczynników funkcji zeta Epsteina formy kwa­
dratowej Q to  z dokładnością do stałej liczba punktów kratowych w elipso­
idzie Q ^  X, oznaczana dalej przez A q (x ).

Połóżmy Pq (x ) = A q (x) -  Vq (x), gdzie Vq jest objętością rozważanej 
elipsoidy i niech

Funkcje Pk(x) i Pq (x ) stanowiły ulubiony przedmiot badań Wałfisza w ciągu 
całego życia. Wyniki jego na ten tem at z omawianego okresu dają się streścić 
jak następuje.

к  =  2

к  =  3

k = 4
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(17)

(18)

(19)

( 20)

( 1 6 )

к =  5 (21)

к > 5 (22)

(23)

к  ^  8 (24)

Ю  10 (25)

Pionierski charakter miał wynik (25), pierwszy wynik na tem at punktów 
kratowych w elipsoidach niewymiernych. Pozostałe wyniki stanowiły na ogół 
ulepszenie wcześniejszych wyników Landaua i nie miały charakteru ostatecz­
nego. I tak wynik (12) został poprawiony przez Niełandta w roku 1928, (13) 
przez Kâtai w roku 1965, (14) przez Winogradowa w roku 1935, (15) i (16) 
przez samego Walfisza w roku 1939, (17) przez Adhikari, Balasubramaniana 
i Sankaranarayana w roku 1989, (20) przez Jarnika w roku 1940. Jednakże 
z porównania wzorów (22), (23) i (24) wynika, że są one ostateczne, z tym, 
że jak udowodnił Landau w roku 1924, (24) zachodzi również dla к =  5, 
6 i 7. W [37] autor dowodzi m.in., że dla dowolnej formy kwadratowej do­
datnio określonej Q € Q [^ i,. ..,£ * ] funkcja dana przez szereg "д /У
przedłuża się na całą płaszczyznę.

W [42] podaje wzory asymptotyczne dla sum Yln=i gdzie г*(п)
jest liczbą przedstawień n w postaci sumy к kwadratów i к ^  4.

W bliskim związku z wynikami o punktach kratowych znajdują się twier­
dzenia Walfisza dotyczące funkcji
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I tak w [10] dowodzi się, że 

(26)

(27)

W pracach [25] i [41] podane są oszacowania całek z kwadratów lewych stron, 
a w [34] oszacowania całek kwadratów odpowiednich wyrażeń dla s = ± | .  
Wreszcie w [40] autor dowodzi, że

Oszacowanie (26) i (27) zostało poprawione przez samego Walfisza w roku 
1960, a oszacowanie (28) przez H. Y. Penga w roku 1942.

W [18] poprawione jest oszacowanie błędu we wzorze Ramanujana

słusznym dla dowolnych ustalonych к i то i zależnych od nich a ,ß .
Autor zastępuje æ^logæ przez ж27/82 loglly/41 x. Można stąd otrzymać 

oszacowanie dla sumy

Ogólniejsze sumy

bada się w pracach [24], [28] i [30].
W [24] dowodzi się między innymi, że dla prawie wszystkich 0

i podobne oszacowanie zachodzi dla R(x,0) .  W [28] drugie z przytoczonych 
oszacowań wzmocnione jest do postaci

dla prawie wszystkich в
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Wzmiankowane prace zawierają również oszacowania dla D(x,9)  i R(x,9)  
zależne od arytmetycznej struktury liczby 9 i w tym sensie dotyczą teorii 
przybliżeń diofantycznych. Praca [30] zawiera m.in. oszacowanie

E =  0 (x log2+e x)
^  w

słuszne dla wszystkich e > 0 i prawie wszystkich rzeczywistych 6.
Do teorii przybliżeń diofantycznych należą prace [22], [26] i [27]. W [22] 

modyfikując znane twierdzenie Chinczyna autor bada nierówność

' - i
< / W

k
przy założeniu, że ciąg k f ( k ) jest malejący, ciąg ograniczony i całka
/i°° f ( t )d t  rozbieżna. Dowodzi, że dla prawie wszystkich liczb rzeczywistych 
9 nierówność ma nieskończenie wiele rozwiązań całkowitych h> k gdzie k > 0, 
k z/e. 2(mod 4) i (h , k) =  1.

Praca [26] zawiera prosty dowód oszacowania Hardy’ego-Littlewooda
1

E
n £ x

sin n9ir
= 0 {x)

słusznego pod warunkiem, że mianowniki rozwinięcia łańcuchowego 9 są 
ograniczone. W [27] dowodzi się przy tym samym założeniu, że

E  (" ({”* }- ^ ) )  = 0 (log*)-
nśx  '  '

Niech = {w} — | ,  jeżeli u 0 Z, ip(u) = 0, jeżeli u 6 Z. W pracy 
habilitacyjnej Riemanna znajduje się podana bez dowodu tożsamość

^ - ^ ( n e  + -  ) = ---- ~ K n ) sin 2nir9, gdzie t(n) =  V ( - l ) d,
TL \ Z / 1T *— '  n z '

n = l  n ~  1 d\n

w której 9 oznacza dowolną liczbę wymierną.
W pracy [35] Walfisz i Chowla dowodzą, że tożsamość ta  zachodzi dla 

prawie wszystkich 9 i dla wszystkich 9 algebraicznych, istnieje jednak zbiór 
liczb 9, gęsty na prostej, dla których oba występujące w tożsamości szeregi 
są rozbieżne.

Oprócz omówionych na wstępie prac związanych z rozprawą doktorską 
Walfisz ogłosił szereg innych prac dotyczących funkcji zeta Riemanna i De- 
dekinda oraz rozmieszczenia liczb pierwszych.

Praca [4] zawiera oszacowanie

C ( i  +  ^ ) = 0 ( i 163/988),
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które zostało poprawione przez Titchmarsha w roku 1931. Praca [15] zawiera 
oszacowanie funkcji zeta Dedekinda C/c(5) dla dowolnego ciała abelowego K ,  
mianowicie

w-o-oGSb).
Mocniejszy wynik dla dowolnego ciała algebraicznego K  uzyskał A. W. So­
kołowski w roku 1968.

Praca [31] zawiera dowód, że dla dowolnych liczb dodatnich 6 i e w 
obszarze

_  (log log lo g t)1+£ < ^ < 1 (log log log t)1+ 
log log t log log

istnieje zbiór miary ^  6, w którym funkcja ( k (& +  it) dowolnego ciała al­
gebraicznego K  przyjmuje każdą wartość, z wyjątkiem co najwyżej jednej, 
nieprzeliczalnie wiele razy.

Praca [36] zawiera wzór asymptotyczny dla liczby przedstawień N r>s(x) 
liczby naturalnej n jako sumy r kwadratów liczb naturalnych i s liczb pierw­
szych (r  ^  5, s > 1). Wzór ten otrzymany był wcześniej przez G. K. Stanley, 
jednak przy założeniu uogólnionej hipotezy Riemanna.

Praca [38] zawiera wzór asymptotyczny dla J\T4tl oraz wzór asympto­
tyczny dla liczby przedstawień n w postaci sumy liczby bezkwadratowej 
i liczby pierwszej, w tym drugim przypadku z nieporównanie lepszym niż 
znane poprzednio oszacowaniem błędu. W dowodzie istotną rolę gra lemat, 
który jest zapewne najtrwalszym wkładem Walfisza do teorii rozmieszcze­
nia liczb pierwszych. Niech ir (x ,k, l)  oznacza liczbę liczb pierwszych ^  x 
w postępie arytmetycznym kt  -f l, gdzie (k , l ) =  1. Z udowodnionego wła­
śnie przez Siegela oszacowania L ( l , x )  (x  — charakter kwadratowy) Wallisz 
wyprowadza nierówność

Jj % —AyfiOg"̂ +X*
ir(xJk , l ) ----- —  < x e  *(*>lo»*

<f(k)

słuszną dla dowolnego £ > 0 i odpowiedniego c (A jest stałą  absolutną). 
Wynika stąd, że dla każdego a i b > 0 zależnego od a

* (x ,k , I )  = +  0 ( x e - bV ^ )
<p{k)

jednostajnie dla wszystkich k ^  (logx)a. To ostatnie twierdzenie bywa nie­
kiedy nazywane twierdzeniem Siegela-Walfisza.

W pracy [33] Walfisz wzmocnił oszacowanie Heckego dla sumy częściowej 
współczynników Fouriera formy modułowej.

Pozostałe prace Walfisza to  nowe dowody znanych twierdzeń ([17], [20]), 
artykuły przeglądowe ([8], [19]) i recenzja [23].
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d. Analiza prac S. Lubelskiego
Informacje o życiu Salomona Lubelskiego są dość skąpe. Doktoryzował 

się na Uniwersytecie Warszawskim. W roku 1935 założył wspólnie z Walfi- 
szem “Acta Arithm etica” i był ich redaktorem do roku 1939. Po wybuchu 
wojny znalazł się w Białymstoku zajętym przez wojska radzieckie i objął 
tam  stanowisko kierownika katedry matematyki w Instytucie Pedagogicz­
nym. Po zajęciu Białegostoku przez wojska niemieckie w roku 1941 zginął 
w obozie koncentracyjnym.

Zainteresowania Lubelskiego ewoluowały od elementarnej ku algebraicz­
nej teorii liczb. Charakter elementarny ma praca [6] zawierająca 122 zadania 
(część I) z rozwiązaniami (część II) jak również znaczna część artykułu prze­
glądowego [13].

Praca [3] zawiera dowód kongruencji tożsamościowej
ptn— 1

f ( x ) pm 1 =  f ( x  +  np)(mod pm)
n = 1

gdzie /  jest dowolnym wielomianem o współczynnikach całkowitych, a p 
liczbą pierwszą, praca [2] zaś zawiera uogólnienie tej kongruencji na przy­
padek ciał algebraicznych. Dokładniejszą kongruencję (mod pm+1) podał w 
roku 1964 L. Carlitz.

Prace [1], [4], [5], [7], [11], [12] i [17] dotyczą form kwadratowych. W 
pracach [1], [4] i [7] autor bada formy kwadratowe x 2 +  D y 2 (D > 0) o 
tej własności, że dla pewnego a i dla każdego L  względnie pierwszego z 2D 
zachodzi implikacja (istnieją liczby całkowite x , y  takie, że (x ,y)  =  1 i L  | 
x 2 +  D y 2) => (istnieją liczby całkowite x , y takie, że (z, y) =  1 i L =  x 2 -f D y 2 
lub 2aL — x 2 Ą- D y 2). Lubelski wyznacza wszystkie liczby naturalne D  o 
żądanej własności przy dodatkowych warunkach a =  0 lub a ^  3. Podaje 
również warunek konieczny i dostateczny, aby żądana własność zachodziła 
dla a ^  2. Warunek ten sformułowany jest bez użycia naturalnego w tym 
przypadku obiektu, jakim jest grupa klas form pierwotnych o wyróżniku 
—4D. Być może, używając dostępnej informacji na tem at wyróżników z m ałą 
liczbą klas, dałoby się problem Lubelskiego, moim zdaniem dość sztuczny, 
rozstrzygnąć do końca.

Praca [5] dotyczy również form kwadratowych x 2 +  D y 2 i zawiera dowód 
następującego ciekawego twierdzenia. Na to, aby liczba M  względnie pierw­
sza z 2 D, M  =  M ®1 M ^ 2 • • . M ®n, gdzie M s (s = 1 ,2 , . . . , n )  są różnymi 
liczbami pierwszymi, m iała (ou +  1) . . . ( a 5 +  1) istotnie różnych przedsta­
wień właściwych przez formę x 2 -f D y 2 potrzeba i wystarcza, aby liczba M  
i liczby M j(s  =  1,2, . . . , n )  były przedstawialne przez tę formę, pierwsza 
w sposób właściwy. (Dwa przedstawienia różnią się nieistotnie, jeśli jedno 
otrzymuje się z drugiego przez automorfizm formy).
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Praca [11] zawiera rri.in. dowód rozwiązalności równania Pella przy po­
mocy teorii kompozycji form kwadratowych, bez użycia liczb niewymier­
nych. Autor pisze, że dowód bez użycia liczb niewymiernych był od dawna 
poszukiwany. Można tu  zauważyć, że algorytm rozwijania y/~D na ułamek 
łańcuchowy może być sformułowany bez użycia liczb niewymiernych (patrz 
Sierpiński [29], wyd. 3, str. 283) i dość łatwo otrzymać zeń dowród rozwią­
zalności równania Pella x 2 — D y 2 =  1.

W obszernej pracy [12] Lubelski rozwija teorię form dwójkowych o współ­
czynnikach całkowitych z ciała kwadratowego urojonego. W pracy [17] zaj­
muje się związkiem między globalną i lokalną przedstawialnością zera przez 
formy trójkowe nad ciałami euklidesowymi Q(y/D)  dla D = - 1 ,  - 2 ,  - 3  lub 
- 7 .  W arto dodać, że na podstawie rękopisu przekazanego przez Lubelskiego 
van der Corputowi zostały przygotowane dwie jego prace pośmiertne [2] i
[5] dotyczące teorii form kwadratowych nad dowolnym pierścieniem eukli- 
desowym.

Dwie prace Lubelskiego dotyczą równań diofantycznych stopni wyższych. 
Praca [8] dotyczy równania x p +  yp = czp, gdzie p jest liczbą pierwszą, c 
zaś liczbą całkowitą i zawiera dowód następującego twierdzenia. Jeżeli wy­
mienione równanie ma rozwiązanie całkowite spełniające (x y z , p ) =  1, a 
ponadto (c<p(c),p) =  1 i albo kongruencją up =  c(mod p2) jest rozwią­
zalna, albo kongruencją 2up = c(mod p2) jest nierozwiązalna, to 2P_1 = 
l(m od p2).

Wynik ten został zarazem wzmocniony i uproszczony przez Inkeriego w 
roku 1989. Praca [9] zawiera kompletne rozwiązanie równania z4 — 15yA — 1 
z pomocą twierdzenia Thuego z roku 1918.

Prace [10] i [14] pod wspólnym tytułem zawierają kilkanaście luźno zwią­
zanych ze sobą rezultatów. Myśli autora krążą wokół twierdzeń Kroneckera- 
Webera i Bauera. Dla drugiego z nich podaje własny dowród (twierdzenie 7 w 
[14]), a z obu wyprowadza szereg wniosków. Do niektórych z nich (twierdze­
nie V w [10] i twierdzenie 10 w [14]) nawiązuje praca Davenporta, Lewisa i 
Schinzla z roku 1964. W arto zauważyć, że twierdzenie IV z pracy [10], które 
brzmi:

Jeżeli wielomian F  £ Z[x\ ma mod p, dla prawie wszystkich liczb pierw­
szych p, co najmniej v czynników liniowych, to F  ma co najmniej v czynni­
ków w Z[x] (licząc z krotnościami) — można wzmocnić.

Przy tym samym założeniu F(x)  ma w Z[x) co najmniej v + 1 czynników 
(licząc z krotnościami) lub F(x)  jest iloczynem v czynników liniowych.

Praca [16] stanowi, moim zdaniem, kulminacyjne osiągnięcie Lubelskiego 
w zakresie algebraicznej teorii liczb. Podaje on w niej dla ciał algebraicznie 
rozwiązalnych dowód twierdzenia Minkowskiego, że wyróżnik każdego ciała 
algebraicznego oprócz Q jest różny od ±1, nie odwołując się do pojęcia 
liczby rzeczywistej. Stąd już wynika, że również twierdzenie Kroneckera- 
Webera daje się udowodnić bez użycia tego pojęcia. Problem w przypadku
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twierdzenia Minkowskiego był, jak podaje autor za N. Czebotariewem, po­
stawiony przez E. Noether. Zajęcie się nim świadczy o fascynacji Lubelskiego 
metodami arytmetycznymi.

e. Krótkie omówienie prac pozostałych autorów:
(T. Banachiewicz, St. Guzeł, S. Kernbaum, A. Łaparewicz, S. Mandel- 

brojt, R. Niewiadomski, E. Poznański, M. Rottenberg, E. Rubinstein, W. 
Smosarski, A. Stamirowska, R. Witwiński, K. Zarankiewicz).

Nieliczne prace wymienionych w tytule ustępu autorów można zgrupować 
według poruszanych tematów

Stosunkowo dużo uwagi poświęcono zagadnieniem podzielności i roz­
kładu liczb na czynniki pierwsze. Dotyczą ich prace Banachiewicza [1], Kern- 
bauma [1], Łaparewicza [1]—[3], M andełbrojta [1], Niewiadomskiego [2], [3], 
[3a], [5], częściowo [6], Rottenberga [1] i Witwińskiego [1], [2]. (Prace Kern- 
bauma, M andełbrojta i Rottenberga nie zawierają informacji o miejscu ich 
zamieszkania. Omawiam je w tym rozdziale ze względu na związki z pracami 
Łaparewicza i Niewiadomskiego).

Banachiewicz [1] wyraża pogląd, że Fermat swoje fałszywe twierdzenie o 
pierwszości liczb P\  =  22 +  1 (k = 0 ,1 , . . . )  wyprowadził z faktu, że

Ą |2 n_1 -  1
i z fałszywego przypuszczenia, że liczba n spełniająca podzielność n |2n_1 — 1 
jest pierwsza. W czasie, gdy Banachiewicz pisał swoją pracę i wiele jeszcze 
lat później sądzono błędnie, że takie przypuszczenie wysunęli starożytni m a­
tematycy chińscy (por. Sierpiński [35]).

Łaparewicz [1] omawia dwie metody Gaussa rozkładu liczb na czynniki 
pierwsze (Disguisitiones Arithmeticae, Art. 329-334) i przy tej okazji daje 
wykład elementów teorii form kwadratowych dwójkowych oraz własności 
tzw. liczb dogodnych (numeri idonei) Eulera. Łaparewicz [2] podaje dowód 
kryterium Lucas pierwszości liczb 2P -  1 i przy tej sposobności przedstawia 
zasadnicze własności arytmetyczne ciągów Lucasa (krytyka pod adresem 
Lucasa nie wydaje się uzasadniona).

Mimo że ostatnia praca Łaparewicza ukazała się w tomie 11 Wiadomości 
Matematycznych, w tomie 15 R. Niewiadomski ogłosił pracę [1], w której 
twierdzenie udowodnione przez Łaparewicza dla ogólnych ciągów Lucasa for­
mułuje jako przypuszczenie w szczególnym przypadku ciągu Fibonacciego. 
Są też w owej pracy inne przypuszczenia, których fałszywość wykazał Kern­
baum [1]. Ten autor daje własny wykład własności ciągów Lucasa, który 
choć nie zawiera nowych wyników, robi wrażenie pracy całkowicie samo­
dzielnej i czyta się ciekawie. Nie można tego powiedzieć o pracy Rottenberga 
[1], której wyniki są banalne. Banalne są również wyniki M andełbrojta [1].

Prace Witwińskiego [1], [2] zawierają dowód następującego twierdzenia. 
Jeżeli f ( x )  i g(x)  są wielomianami o współczynnikach całkowitych i /(f ) ltf( f)
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dla dostatecznie dużych liczb naturalnych £, to f(x) \g(x) .  To nietrudne 
twierdzenie w mocniejszej postaci znajduje się jako zadanie 92 rozdziału 
VIII znanej książki Pólya i Szego Aufgaben und Lehrsatze aus der Analysis 
wydanej w roku 1925; być może Witwiński ma pierwszeństwo w sformuło­
waniu tego rezultatu, choć jądro dowodu jest już w pracy Libriego z 1832 r.

Drugi tem at, który się powtarza, to kongruencje wykładnicze o modułach 
pierwszych. Dotyczy ich dziełko E. Poznańskiego i praca W. Smosarskiego, 
które nowych wyników nie zawierają. We wstępie do swego dziełka Poznań­
ski mówi, że w naszej literaturze “brak śladów poszukiwań samodzielnych 
lub opracowania jakiejkolwiek oddzielnej kwestii, brak oryginalnego lub tłu ­
maczonego podręcznika z teorii liczb” .

Trzeci powtarzający się tem at, to równania diofantyczne, badane przez 
Niewiadomskiego [2], [7]—[11], Rubinsteina i Zarankiewicza. Praca [2] doty­
czy równania x 2 — xy  — y 2 = N i  jego związków z uogólnionym ciągiem 
Fibonacciego (tzn. ciągiem danym przez wzór zwrotny un =  wn_i +  un _ 2 
i dowolne wyrazy początkowe uq, u i ). Autor, który był matematykiem z 
zamiłowania, ale nie z wykształcenia, niczego istotnego nie dowodzi, formu­
łuje jedynie po części trafne przypuszczenia. Praca [7] dotyczy liczb postaci 
|r [ 2  -f (m  — 2)(r — 1)], zawiera głównie tożsamości algebraiczne.

Zarankiewicz [1] bada wyłącznie przypadek m  =  3 i rozważa również 
własności otrzymanych wówczas liczb trójkątnych, które nie sprowadzają 
się do tożsamości.

Z wzorów zawartych w pracy Niewiadomskiego [9] można otrzymać do­
wód, że x 4 +  y4 +  z 4 =  2 A 2 ma nieskończenie wiele rozwiązań w liczbach 
naturalnych x , y , z , A  nie zawartych w tożsamości

x 4 +  y4 + (x +  y )4 -  2 (x 2 + xy  + y2)2.

Dwie prace Niewiadomskiego [8] i [10] dotyczą wielkiego twierdzenia Fer­
m ata, a wiąże się z nim również praca [11]. W pracy [8] autor stwierdza, 
że kongruencja x p yp = 2p(mod p2) jest nierozwiązalna w liczbach x , y , z ,  
niepodzielnych przez p dla wszystkich p < 200, p =  — l(m od 6) z wyjątkiem 
p =  59, 83, 179. Kongruencja ta  była w roku 1920 badana przez A. Arwina, 
który zauważył osobliwość liczby 59. Praca [10] dotyczy oszacowań dla ewen­
tualnych rozwiązań równania x p + yp = z p w przypadku xyz  ^  0(mod p) i 
poprawia wyniki G. Jam esa z roku 1934. Lepsze wyniki otrzymał K. Inkeri 
w roku 1953.

Praca E. Rubinsteina o uogólnionym równaniu Pella powtarza wyniki K. 
P etra  z roku 1927 i nie zawiera wzmianki o miejscu zamieszkania autora.

Pozostało do omówienia 5 prac, które nie wiążą się z innymi.
A. Stamirowska [1] dowodzi, że najmniejszy dzielnik pierwszy liczby do­

skonałej nieparzystej jest mniejszy od liczby jej dzielników pierwszych, co 
stanowi nieznaczne wzmocnienie twierdzenia Servais z roku 1887. Lepszy 
wynik otrzym ał w roku 1961 K. Norton.
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St. Guzel [1] wykazuje, że w przytoczonym wyżej oszacowaniu Sierpiń­
skiego dla sumy J2 n - i (qW  ~ d(fy)  za w symbolu O można przyjąć
4. Guzel [2] oznaczając przez 8(n) największy dzielnik nieparzysty liczby n 
dowodzi wzorów

n^x n^x
W pracy [3] bada ogólniejsze sumy Y^n<x 6 (n)r(n ), gdzie r(n )  jest dowolną 
funkcją arytmetyczną.

Z. Zalcwasser bada wielomiany trygonometryczne

: ( 2 ) -l/2)27rix

v=l
n

i3) = E
U= 1

n

44) = E(-1)V'TiiJ/=l
i dowodzi, że dla A = 2 ,3 ,4  i dowolnego A  > 0 miara zbioru 

nie przekracza przy pewnej stałej F.

{x <E (0,1) : m ax |s* (z)| > A y /N }
n < N

5. T eo ria  liczb w W iln ie . Rozprawa Mikołaja Trynkowskiego z końca 
ubiegłego stulecia ma charakter kompilacyjny. We wstępie autor wymienia 
dzieła, z których korzystał; są to przede wszystkim wykłady Kleina z teorii 
funkcji modułowych, ponadto pierwsze wydanie książki H. Webera Ellipti- 
sche FunJctionen und algebraische Zahlen oraz pięć innych książek z teorii 
funkcji eliptycznych. Oprócz tego autor powołuje się w tekście na oryginalne 
prace Abela, Jacobiego i Schwarza, monografie E. Netto z teorii podstawień 
oraz Faa di Bruno z teorii form dwójkowych. Erudycja autora jest impo­
nująca, zwłaszcza jeśli się zważy, że był matematykiem z wykształcenia ale 
nie z zawodu. Nie dostrzegłem natom iast w rozprawie wyników nowych, 
przynajmniej w zakresie teorii liczb.

W okresie międzywojennym teorią liczb w Wilnie zajmowali się przygod­
nie Kazimierz Jantzen (astronom) i Juliusz Rudnicki, profesor Uniwersytetu 
Stefana Batorego. K. Jantzen badał równanie

k
a 1

arctan t  — /  arctan — 
b ' uii=i 2

gdzie a, 6 są danymi, zaś U{ poszukiwanymi liczbami całkowitymi. Rozwią­
zania tego równania są użyteczne przy obliczeniach przybliżonych liczby n.
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J. Rudnicki dowiódł, że jeśli n jest liczbą całkowitą, zaś p liczbą pierw­
szą, to poczynając od pewnego miejsca wszystkie reszty ciągu p ,p p,p pP, . . .  
mod n są równe. W. Sierpiński i autor niniejszego artykułu udowodnili w 
roku 1959, że to samo twierdzenie zachodzi dla dowolnych liczb całkowitych 
p, niekoniecznie pierwszych.

6. T eo ria  liczb w e W ro c ław iu . We Wrocławiu teorią liczb zajmowali 
się w latach czterdziestych Stanisław Hartm an, Jakub Intrator, Maria No- 
sarzewska i Hugo Steinhaus. Z tego okresu pochodzą dwie prace H artm ana 
dotyczące aproksymacji diofantycznych. [1] zawiera uogólnienie na przypa­
dek wielowymiarowy twierdzenia Ostrowskiego z roku 1930 o odchyleniach 
od równomiernego rozmieszczenia mod 1 ciągu n£ (£ niewymierne). [2] za­
wiera dowód następującego twierdzenia.

Dla dowolnych liczb naturalnych a, b i s i dowolnej liczby niewymiernej 
f  > 0 istnieje nieskończenie wiele par liczb naturalnych u, v spełniających 
warunek

2 s2
2 ’ u = a (mod s), v = b (mod 5 ).

Jak zauważył w roku 1952 K. Ćerny, stałą 2 można tu zastąpić przez +  £ 
(e dowolne dodatnie) stosując twierdzenie Chinczyna z roku 1935 o aprok­
symacjach niejednorodnych.

Krótka praca J. In tratora  poświęcona jest liczbie rozkładów liczby natu­
ralnej na sumę ustalonej liczby składników naturalnych niemalejących.

H. Steinhaus [3] i M. Nosarzewska zajmowali się oszacowaniem liczby 
punktów kratowych w obszarze płaskim przez funkcje pola i obwodu tego 
obszaru. Oszacowanie Nosarzewskiej dotyczące obszarów wypukłych było 
optymalne i jego uogólnieniem na przypadek przestrzeni n -wymiarowej zaj­
mowało się w latach siedemdziesiątych wielu autorów obcych.

7. T e o ria  liczb p o za  g łó w n y m i o śro d k am i. Poza głównymi ośrod­
kami teorię liczb uprawiało w Polsce zaledwie kilka osób: biskup Antoni Ba­
ranowski (Sejny), nauczyciele Karol Czajkowski (Buczacz, Przemyśl), Kon­
stanty Matulewicz (Góra Śląska) i Edward Stamm (Lubowidz) oraz przy­
godnie Hugo Steinhaus (w czasie pobytu w Jaśle).

A. Baranowski [1 ]—[2] zajmował się obliczaniem liczby liczb pierwszych 
tt(x ) nie przekraczających x  na podstawie wzoru

7r(x) = ip(x,7r(y/x))  +  w(y/x) ~  1 ,

w którym <p(x, m)  oznacza liczbę liczb naturalnych ^  x niepodzielnych przez 
żadną z początkowych m  liczb pierwszych.

Do tego samego wzoru zapisanego nieco inaczej sprowadzają się wywody
E. Stam m a [1].
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K. Matulewicz [1] dowiódł znanego wcześniej twierdzenia o liczbach pseu- 
dopierwszych utworzonych z dwu czynników pierwszych.

Rozprawa K. Czajkowskiego ([1], [2]- są, to kolejne części tej samej roz­
prawy) ma charakter kompilacyjny. Nota H. Steinhausa zawiera próbę od­
powiedzi na pytanie postawione w Intermediaire der mathematiciens.

Do wydanej w Bydgoszczy w języku niemieckim rozprawy K. Wilske nie 
dotarłem.

*

W sposób trwały do teorii liczb weszły wyniki pracy Mertensa [2], Sier­
pińskiego [22], [27] bez jego nazwiska, Walfisza [5], [11], [38] i Żylińskiego
[2], a ponadto do historii teorii liczb wynik pracy Sierpińskiego [1]. Nie jest 
to lista długa.
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—  A cta Arithm etica
—  Annales de la Societe Polonaise des M athem atiąues
—  Biuletyn Akademii Umiejętności w Krakowie (później Polskiej Akademii Umie­

jętności); Bulletin International de 1’Academie des Sciences et des Lettres, Cra- 
covie, classe des Sciences m athem . et nat., Serie A: Sciences m athem atiąues

—  Colloąuium  M athem aticum
—  Journal fiir die reine und angewandte M athematik
—  M athem atische Annalen
—  M athem atische Zeitschrift
—  Prace M atem atyczno-Fizyczne
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RAU —  Rozprawy Akademii Umiejętności w Krakowie, W ydział M atematyczno-przy­
rodniczy, Seria 2.

STN W  — Sprawozdania z posiedzeń Towarzystwa Naukowego Warszawskiego, W ydział 
III, Warszawa; Com ptes Rendus des seances de la Societe des Sciences et de 
Lettres de Varsovie, Classe III 

WM —  W iadomości M atem atyczne
Z —  Zbirnik Sekcii M atematićno-Prirodopisno-Lekarskoi Naukovogo Tovaristva

im eni Sevćenka, Lwów. (Uwaga: W tomach Zbirnika 1-17 każda praca ma 
odrębną paginację. D latego w opisie bibliograficznym ogłoszonych tam  prac 
podajem y w nawiasie miejsce zajmowane przez pracę w odpowiednim tomie).

Bibliografia nie obejmuje krótkich not, bez pretensji do oryginalności, ogłoszonych w 
dziale M iscellanea czasopism a Wektor. Nie obejmuje również prac z historii lub dydak­
tyki teorii liczb. Nie obejmuje wreszcie prac na tem aty wchodzące tradycyjnie do kursów 
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