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ANDRZEJ SCHINZEL (Warszawa)

Historia teorii liczb w Polsce w latach 1851-1950

Przegladu prac w zakresie teorii liczb w Polsce, w wymienionym w ty-
tule stuleciu, dokonamy opisujac jej dzieje w oérodkach uniwersyteckich,
kolejno w Krakowie, Lwowie, Poznaniu, Warszawie, Wilnie i Wroclawiu a
nastepnie omawiajac prace wykonane poza tymi osrodkami, ale na ziemiach
polskich. Nie bedziemy omawia¢ prac matematykéw polskich zyjacych na ob-
czyznie (Axer, Jablonski, Nieweglowski, Ptaszycki, Sochacki, Zbikowski) ani
tez prac matematykéw rosyjskich dziatajacych na Cesarskim Uniwersytecie
Warszawskim (Andriejew, Morduchaj-Boltowskoj, Nazimow, Romanowski,
Sonin, Stankiewicz, Wielmin, Woronoj). Twdrczosé niektdrych, w szczegdl-
nosci najwybitniejszego z nich G. F. Woronoja omdéwiona jest w ksiazce E. P.
Ozigowej [7] *, ktdra zawiera takze spis ich prac z teorii liczb. Jesli chodzi o
matematykéw, ktorzy opuscili ziemie polskie po rozpoczeciu twdrczosci na-
ukowej (Czajkowski, Mandelbrojt, Mertens, Walfisz), to bedziemy omawiaé
tylko ich prace napisane przed emigracja.

1. Teoria liczb w Krakowie.

a. Analiza prac F. Mertensa.

Franciszek Mertens by} profesorem Uniwersytetu Jagiellofskiego w la-
tach 1865-1884 (od roku 1869 zwyczajnym), pdZniej wyjechal do Austrii.
Zwiazkéw z Polsky catkowicie nie zerwal, czego dowodem jest publikacja w
jezyku polskim prac [{]-[6] ogloszonych wczesniej po niemiecku. W wymie-
nionym okresie oglosit trzy prace z teorii liczb. Wyniki pracy [2] najwcze-
$niej napisanej (nosi date 20 lipca 1873 r.) weszly w sposéb trwaty do teorii
rozmieszczenia liczb pierwszych. Oto jej tresé.

Legendre w 1808 r., a po nim Czebyszew w 1849 r., daremnie prébowali
w swoich ksiazkach udowodni¢ istnienie granic

zlgréo (Z;— - 10g10gw>, ler%ologm H (1 - %) ,

p<z p<z

* . .
Numery w nawiasach kwadratowych drukowane kursywa odnosza si¢ do prac cyto-
wanych na koncu artykutu, drukowane antykwa do prac cytowanych w bibliografii.
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gdzie p przebiega liczby pierwsze.

Mertens nie tylko dowodzi istnienia powyzszych granic, ale podaje twier-
dzenie dokladniejsze, ktére we wspodtczesnych oznaczeniach daje sie zapisaé
w postaci

1 1
Z; =loglogz +¢co+ O (logx)’
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(1)

gdzie v jest stala Eulera. Dowdd oparty jest na réwniez bardzo interesujacym
WZOrze
1
Z 8P _ logz + O(1).
PST P

W dalszym ciagu pracy Mertens dowodzi, ze dla dowolnego charakteru Di-
richleta x, réznego od charakteru gléwnego,

) S X _e+0 (),

p<LT

co w szczegdlnosci pociaga za sobg zbieznosé, nigdy wczesniej nie udowod-

niona, szeregu
p 1 1
(=10

p>2
rozpatrywanego juz przez Eulera. Z réwnoéci (1) i (2) Mertens wyprowa-
dza réwniez wniosek, ze dla dowolnych liczb naturalnych £ i | wzglednie
pierwszych

(3) Z %:;%Ejloglog:chc(k,l)-#O(lO;m).

p=l(mod k)
p<z

Dokladniejsza informacje o asymptotycznym rozmieszczeniu liczb pierw-
szych w postepach arytmetycznych otrzymal dopiero de la Vallée Poussin w
1896 r.

Praca [1], ukoficzona w styczniu 1874 r. i nie majaca juz tak podstawo-
wego znaczenia, zawiera szereg luzno zwiazanych ze sobg wzoréw asympto-
tycznych, z ktérych kazdy byl nastepnie przedmiotem badan innych mate-
matykéw. Oto jej wyniki kolejno.

3
1. > p(m) = FG2 + 0(Glog G).
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Oszacowanie bledu w tym wzorze zostalo poprawione dopiero przez A. Wal-
fisza w 1953 r.

G
2. S (m) = %G(logG +¢3) + O(VGlog G),
m=1

gdzie 1¥(m) jest liczbay dzielnikéw m dodatnich i bezkwadratowych.
Oszacowanie bledu w tym wzorze zostato poprawione jeszcze péiniej, bo
w 1961 r. przez J. Tulla.

3. Z ;—):C3(f)loglogG+C4(f)+O (l-o—gl—é’—) , ea(f) >0,
p<G

gdzie p przebiega liczby pierwsze przedstawialne przez ustalong forme kwa-
dratowg dwdjkowa f o wyrdzniku d < 0, d = 0(mod 4). Zaklada si¢ przy
tym, Ze wyrdznik d jest regularny, tzn. grupa klas form kwadratowych pier-
wotnych o wyrdzniku d, nalezacych do rodzaju gtéwnego jest cykliczna, a
dowdd przeprowadzony jest w szczegdlach tylko dla przypadku, gdy rzad
wymienionej grupy jest nieparzysty.

Wynik powyzszy zawiera w sobie istnienie nieskoficzenie wielu liczb
pierwszych przedstawialnych przez forme f — fakt, ktérego dowdd zostal
naszkicowany przez Dirichleta w 1840 r. przy dodatkowym zalozeniu, ze
d = —4P, P — liczba pierwsza postaci 4k + 3.

Pierwszy dowdd twierdzenia Dirichleta w przypadku ogdlnym, podany
przez Schweringa, zostal ogloszony w 1856 r. Mertens najwidoczniej go nie
znal, co mozna tlumaczy¢ faktem, ze ukazal si¢ on jedynie w dzielach zebra-
nych Schweringa, nie za§ w Zadnym z czasopism naukowych. Drugi dowéd
oglosit w 1882 r. H. Weber; zarzuty wysunigte przez Webera w stosunku
do dowodu Mertensa uwazam za bezzasadne, przynajmniej odnoénie przy-
padku rozpatrzonego w szczegétach. Sam Mertens wrécil do tematu w 1900
r., dowiédl wéwczas wzoru (3) dla form o dowolnym wyrézniku réznym od

kwadratu, wynik wchlonigty nastepnie przez mocniejszy wynik Landau’a z
1907 r.

21¢(3)

Wzér jeszcze dokladniejszy mianowicie

G
4, S h(—4d) = 2 G*/? + O(G).
d=1

ih( 4d) = A g 2oy (G)
s = 21¢(3) a2 T

byt znany Gaussowi, ktéry podat go bez dowodu w Disquisitiones Arithme-
ticae. Pierwszy dowdd tego ostatniego wzoru z jawnym oszacowaniem btedu
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podal I. M. Winogradow w 1918 r.
5. > pm) = 6sGt+ 0GP,

mE€Z[i]
N(m)G

gdzie N(m) oznacza norme liczby zespolonej catkowitej m, ¢(m) zas$ liczbe
klas reszt mod m wzglednie pierwszych z m.

6. >_ 7(m)=1’G(logG +¢cs5) + O(G'/?),

meZ[i}
N(m)<G

gdzie 7(m) jest liczba wszystkich dzielnikéw m w pierScieniu Z[7].

7. > p(m)= 5 G(log G + ¢7) + O(G'?),
meL[i] Zn_o (J[ﬁ?{-‘)l‘)f

N(m)KG
gdzie ¥(m) ma to samo znaczenie co we wzorze (3), z tym ze nie zada sig,
aby dzielniki byly dodatnie.

Wzory (5)-(7) stanowia pierwsze przyklady przenoszenia twierdzen z
analitycznej teorii liczb catkowitych wymiernych na przypadek cial alge-
braicznych. Raport [8] nazywa Mertensa pionierem w pracy tego rodzaju.
Uogdlnienie wzoréw (5)—(7) na dowolne ciala liczbowe podal E. Landau w
1903 r.

1 4 1
8. — = ——loglogG + ¢ k,l-’rO(————),
;, N(p) = oy 818G+ D+ 0o
pE)fv(;nggk)

gdzie p przebiega liczby pierwsze ciata Q(¢).

Wzér powyzszy stanowi przeniesienie na przypadek ciala Q(7) wzoru (3)
z pracy [2], jest jednak istotnie trudniejszy do dowodu od wzoréw (5)—(7),
zawiera bowiem w sobie twierdzenie o postepie arytmetycznym dla ciala
Q(¢) udowodnione przez Dirichleta w 1841 r. Mertens wykorzystal dowdd
Dirichleta; w pracy [6] powrdcil do tego tematu podajac wlasny, bardziej
elementarny dowdd twierdzenia Dirichleta, ktéry réwniez daje si¢ zastosowaé
do dowodu wzoru 8. Dalej idace wyniki dotyczace postepdw arytmetycznych
w dowolnych ciatach liczbowych podal Landau w 1918 r.

Praca [3] ma charakter przyczynku, zawiera prostszy dowdd twierdzenia
Gaussa o formach kwadratowych zredukowanych o wyrézniku dodatnim.

b. Krétkie omdwienie prac pozostalych autoréw (L. Birkenmajer, S. K¢-
pinski, E. Sanczer, S. Turski, W. Wilkosz).

Kazdy z wymienionych autoréw procz E. Sanczera byl specjalista 7 innej
dziedziny matematyki, teoria liczb stanowila margines ich twdrczosci.

Praca L. Birkenmajera [1] zawiera dowdd twierdzenia udowodnionego
wczesniej przez Wolstenholme’a, ze dla kazdej liczby pierwszej p > 3 licznik
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utamka 1 + % +...+ p_iT w postaci nieskracalnej dzieli si¢ przez p*. Autor
zauwaza, ze wlasno$¢ te jest charakterystyczna dla liczb pierwszych > 3.
Praca [2] dotyczy reszty mod p liczby (p—;l)!, gdzie p jest liczba pierwsza o
postaci 4k — 1.

Prace S. Kepifiskiego [1]-[2] dotycza grupy przeksztalced liniowych o
wspétezynnikach calkowitych, ktére nie zmieniaja formy kwadratowej
qC? — snp? — r(?, gdzie q,s,r sa liczbami pierwszymi i co najwyzej dwie
z nich moga by¢ réwne. Te sama grupe dla dowolnych caltkowitych wartosci
p, q,r zbadal w rok pdziniej znany algebraik R. Fricke.

Praca S. Turskiego [1] zawiera dowdd twierdzenia wypowiedzianego bez
dowodu przez F. Pollocka w 1851 r., ze kazda liczba naturalna jest suma co
najwyzej 10 kwadratéw liczb nieparzystych. Autor zauwaza, ze liczby 10 nie
mozna tu zmniejszyé. W pracy [2] wyprowadza z jednego z twierdzef Szni-
relmana wniosek, ze dla kazdej liczby naturalnej p istnieje takie k, zZe kazda
liczba naturalna jest sumg co najwyzej k p-tych poteg liczb naturalnych
nieparzystych.

Broszury E. Sanczera i W. Wilkosza nowych wynikéw nie zawieraja.

2. Teoria liczb we Lwowie.

a. Krétkie omowienie prac W. Lewickiego i M. Czajkowskiego.

Dwaj matematycy narodowosci ukraifiskiej Wtodzimierz Lewicki 1 Mi-
kotaj Czajkowski byli na Uniwersytecie Lwowskim uczniami J. Puzyuy.

Lewicki po ukoniczeniu studiéw w 1894 r. pracowat jako nauczyciel gim-
nazjalny we Lwowie, potem w Tarnopolu, potem znéw we Lwowie, nastep-
nie jako inspektor lwowskiego kuratorium, wreszcie od 1941 r. jako profesor
uniwersytetu. Znaczna cze$¢ jego prac dotyczyla funkcji analitycznych, w
szczegolnodei funkeji modutowych waznych dla teorii liczb. Prace [1], [2],
(3], [5], [6] maja charakter przegladowy. W pracach [4] i [7] autor podaje
prosty sposob zwijania utamkéw tancuchowych postaci

f_l—J r_l_l
an — - ,
Ap-—-1 ay + 2

przez ktére dla a; calkowitych mozina przedstawi¢ dowolny element grupy
modulowej. Praca [8] zawiera pewne przeformulowanie hipotezy Riemanna,
za$8 w pracy [9] autor rozwaza dwa typy funkcji fuchsowskich i ich zwigzek
z funkcjy, p Weierstrassa.

Mikotaj Czajkowski doktoryzowal si¢ w 1911 r. na podstawie pracy [1]
poéwigconej réwnaniom z grupa rozwiazalna stopnia p?. W pracy tej dal
pierwszy, jak si¢ zdaje, w jezykach slowiafiskich wyklad teorii Galois. W
pracy [2] badal kongruencje stopni 3 i 4 wedlug modulu pierwszego. Wy-
emigrowal i od 1929 r. pracowal w Odessie.
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b. Krétkie oméwienie prac S. Ruziewicza i E. Zylifiskiego.

W 1908 r. habilitowat sie¢ na Uniwersytecie Lwowskim Wactaw Sierpifiski,
ktdrego twdrczos¢ omowiona jest w czesci 4. Sierpinski prowadzil na uniwer-
sytecie wyktady z teorii liczb, z ktérych powstal najpierw skrypt [11], a po-
tem podrecznik [29]. Wéréd uczniéw Sierpifiskiego byl Stanistaw Ruziewicz,
pOiniejszy profesor Uniwersytetu Jana Kazimierza, ktérego gléwny przed-
miot zainteresowan stanowila teoria mnogosci i jej zastosowania. Prowadzit
on jednak sporadycznie wyklady z teorii liczb, ktérych plonem jest skrypt
[2] zawierajacy dowéd twierdzenia Dirichleta o postepie arytmetycznym (we-
dtug jednej z prac Landau’a) oraz dowéd Hilberta twierdzenia Waringa z
uproszczeniami pochodzacymi od Stridsberga. Az do ukazania sie podrecz-
nika W. Narkiewicza, a wiec przez blisko 50 lat skrypt Ruziewicza stanowit
jedyng publikacje, w ktérej dowody wspomnianych twierdzen dostepne byty
w jezyku polskim. Jedna z prac badawczych Ruziewicza z teorii liczb [5]
zawiera nowy dowdd twierdzenia Borela, ze dla kazdej podstawy numera-
cji zbidr liczb rzeczywistych, ktore przy tej podstawie nie sa normalne, jest
miary zero.

Drugim obok Ruziewicza profesorem Uniwersytetu Jana Kazimierza za-
interesowanym teorig liczb byt Eustachy Zylifiski, uczenr Dymitra Grawego
z uniwersytetu kijowskiego. O ile Ruziewicza pociggala analityczna teoria
liczb, Zylifiski zajmowat sie teorig algebraiczng. Jego praca [2] zawiera naste-
pujace ciekawe twierdzenie: Jezeli liczba pierwsza dzieli wyréznik wszystkich
liczb catkowitych ciala K, ale nie dzieli wyrdznika ciala K, to jest mniej-
sza od stopnia ciata K. Pozostale prace Zylifiskiego z teorii liczb maja co
najwyzej wartos¢ metodologiczng. Ksiagzka Wstep do matematyki I, wspdlne
dzielo Ruziewicza i Zylifiskiego, zawiera elementy teorii liczb w skromnym
zakresie.

c. Kréotkie oméwienie prac pozostatych autoréw (T. Ciuropajlowicz, P.
Dziwinski, A. Lomnicki, J. Mihutowicz, I. Steinhaus, E. Snopek i W. Wierz-
bicki)

Antoni Lomnicki, profesor Politechniki Lwowskiej jest autorem przy-
czynku [1] do tematyki rozwazanej przez Sierpinskiego w jego pracy [4].
E. Snopek [1] dowodzi réwnowazno$ci twierdzen Schénemanna i Radosa o
liczbie rozwiagzan kongruencji algebraicznej wedlug modutu pierwszego.

Prace P. Dziwinskiego i J. Mihulowicza nowych wynikéw nie zawieraja.
Do prac T. Ciuropajlowicza i W. Wierzbickiego nie dotartem, jedynie z
dostepnego mi tytulu niemieckiego pracy Ciuropajlowicza [2] wnosze, ze
dotyczy ona teorii liczb, nie za$, jak sugeruje tytut ukrainski, algebry.

H. Steinhaus [2] wskazal pewne zwiazki miedzy réwnomiernym rozmiesz-
czeniem mod 1 a niezaleznoécig statystyczng.
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3. Teoria liczb w Poznaniu. Teorig liczb w Poznaniu zajmowal si¢
w latach dwudziestych Kazimierz Abramowicz, w latach trzydziestych Ka-
zimierz Cwojdzinski, w latach czterdziestych Zygmunt Butlewski, wszyscy
trzej zwigzani z Uniwersytetem Poznanskim.

Sze$¢ prac Abramowicza dotyczy grup nieciagltych i form automorficz-
nych. Tematyka ta, zblizona do tematyki prac S. Kepiiiskiego, obecnie zali-
czana do teorii liczb, w owych czasach zaliczala si¢ do teorii funkcji. Wyniki
sg zbyt techniczne, aby je tutaj omawiac.

Prace K. Cwojdzifiskiego na temat réwnan diofantycznych drugiego stop-
nia s3, w przeciwienstwie do prac Abramowicza, bardzo elementarne i no-
wych wynikow nie zawieraja. Z. Butlewski podat dowdd, zblizony do dowodu
Hermite’a, ze liczba e™ jest niewymierna przy wszelkim naturalnym m.

4. Teoria liczb w Warszawie.

a. Krétkie omowienie prac S. Dicksteina.

Samuel Dickstein byl zasadniczo historykiem matematyki. Cztery z jego
publikacji ([5]-[8]) dotyczy twdrczosci teorioliczbowej Hoene-Wrotiskiego.
Dickstein odnosi si¢ z szacunkiem do twierdzen Wronskiego wypowiada-
nych na ogél bez dowodéw, w bombastycznej formie i stara si¢ nadaé im
precyzyjny sens matematyczny.

Okazuje si¢ jednak w pracy [8], ze “wielkie prawo teleologiczne”, odno-
szace sie do kongruencji

z" — ay”™ = 0 (mod M),

pojmowane wiernie wedlug mysli Wroriskiego jest falszywe (odpowiedni
kontrprzyklad pochodzi od korespondenta Dicksteina, G. Vivantiego), za$
poprawione staje si¢ banalne. W pracy [7] na zyczliwag wzmianke zastu-
guja zastrzezenia Dicksteina wobec rzekomego dowodu Wrotiskiego prawa
wzajemnosci reszt kwadratowych. [9] jest referatem o wynikach Hermite’a i
Lindemanna.

Trzy prace Dicksteina [1], [2], [4] dotycza kryteriéw podzielnosci liczb, w
[2] opartych na uwadze nastepujacej: Liczba N = ap+b jest podzielna przez
liczbe R = ep + d pierwsza wzgledem d, jezeli R dzieli a — br, gdzie 7 jest
liczba calkowita, czyniaca zadoéé réwnaniu nieoznaczonemu Rl + dr = c.

b. Analiza prac W. Sierpifiskiego.

Waclaw Sierpifiski w czasie studiéw na Uniwersytecie Warszawskim
(1900-1904) znalazl sie pod wplywem G. F. Woronoja.

Jego pierwsza praca [1], §ci§le wzorowana na pracy Woronoja z 1903 r. o
problemie dzielnikéw, zawiera oszacowanie réznicy miedzy liczba punktéw
kratowych w kole o érodku (0,0) i promieniu +/Z a polem kola przez ¢, ¥/z
(c1, cg,... oznaczaja state). Poprzedni wynik w tym kierunku nalezacy do
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Gaussa byl ¢34/, a nastepny krok zrobil dopiero w 1923 r. J. G. van der
Corput dowodzac oszacowanie c3z?,8 < %—
Wynik Sierpifiskiego wszedl w sposéb trwaly do historii teorii liczb. W
zwiazku z praca [1] pozostaje praca [15], zawierajaca dowéd wzoru
1
Y s =4rVa+c+0(cV/5)
2 2 2 ’
P <e P4+m?24+n

a po drodze oszacowania

Z 1= érr:v\/a?—}- O(z/%)
3
24m24n2&z
ulepszonego w trzy lata pdzniej przez Landaua.

Praca doktorska Sierpifiskiego [3], stanowiaca rozwiniecie jego rozprawy
kandydackiej, dotyczy sum postaci Eb>n>a r(n)f(n), gdzie f jest dowolng
funkcja liczbowa, r(n) za$ liczby rozkladéw liczby naturalnej » na sume
dwéch kwadratéw (zamiast uzywanego obecnie oznaczenia 7(n) autor uzywa
oznaczenia 7(n)). Udowodnione sa m.in. wzory nastepujace:

(4) Z%L—)-zwlogm+65+0(\—}—_w—),

ngz
4
(5) ; r(n?) = ;:clog:c + ez + O(223),
(6) Z r(n)? = 4zlog z + crz + O(z%/* log z).
ngz

Dowdd opiera sie¢ na pomyslowym przeksztalceniu ) b3n>0 r(n)f(n), a mia-
nowicie
[(b-1)/2] [b/(2v+1)]
S rmim=4 Y, (1Y f(v 1)
b2n>0 v=0 pn=0
co stanowi uogdlnienie tozsamosci Liouville’a
Vel + [Ve= o]+ [Ve-z] v = [3] - [5] < [5] -

Wzér (5) zostat po raz pierwszy ulepszony w pracy M. I. Stroniny z 1969 r.,
wzdr (6) za§ w pracy S. Ramanujana z 1916 r., nie zawierajacej dowodéw,
a nastepnie w pracy W. Recknagela z 1989 r.

Z praca [3] wiaza sie tematycznie prace [5], [7] i [8]. W pracy [5] podane
sa wzory asymptotyczne dla sum . .. fi(n) (1 = 1,2,3), gdzie fi(n) jest
liczba liczb naturalnych m takich, ze m? | n, fo(n) jest suma tych liczb,
fs(n) za$ najwieksza z nich.

Suma ) f3(n) i jej uogdlnienia byly przedmiotem badan S. M. Lee w
roku 1975.
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W pracy [8] autor rozwaza sumy . ,_, p(k), gdzie p(k) jest liczba przed-
stawiei k w postaci réznicy dwéch kwadratéw i otrzymuje wzér

> (p(k) = d(k)) = O(v/m),
k=1

gdzie d(k) jest liczba dzielnikéw k.

Omoéwione dotychczas prace naleza do analitycznej teorii liczb. Inna
grupa wczesnych prac Sierpifiskiego obejmujaca (2], [4], [10], [13], [16], [21],
[26], [27] dotyczy rozwinigé liczb rzeczywistych na szeregi i iloczyny nieskot-
czone. Prace te w przekonaniu autora nalezaly do analizy, dzi$§ zalicza sie je
do teorii liczb (w klasyfikacji Reviews in Number Theory 1973-1983 dziat
A 68). Wiaza sie z nimi w pewnym stopniu prace St. Guzela [4] i [5].

Praca [2] zawiera dowdd nastepujacego twierdzenia. Niech a > 1 bedzie
liczbg catkowita, 7(a,k) = 1 — a jezeli a | k, i 1 jezeli a { k, wéwczas dla
kazdej liczby rzeczywistej z < 1

- o ,
7(a, k)
a® = H (1 + 1 )
k=1 k—z
Dla z = % wzOr ten zawiera jako szczegélne przypadki wzory podane wcze-
éniej przez Eulera i Sterna.
Praca [13] zawiera m.in. wzér:

E+1 1o ( 1
EHL_TT (4 L),
gdzie k > 1 jest liczba naturalng, k1 = & i knyq = 2k2 — 1. Szczegdlne
przypadki tego wzoru byly podane przez G. Cantora w 1879 r., wzdr zaé
odkryty ponownie 4 lata pdZniej przez F. Engela, ktéremu bywa na ogét
przypisywany.

W pracy [27] zebrane sa wyniki prac [21], [26], jest tez material nowy.
Autor rozwaza nastepujace rozwinigcia liczby niewymiernej z > 1, w ktérych
aj oznaczaja liczby naturalne.

)
1 1
(7) z=) (1) 1;;, a1 2 ak(ar + 1),
k=1
- 1
(8) T = D)l —— ) apyy > ay,
;( ) a...ag +1
- 1
(9) T = ’ ap > a,
1; ay...ag +1 k
> [
(10) T = Z k 0 < ek <ag, ci calkowite.
(03] Ak

b
Il
-
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Rozwinigcia typu (7) byly badane wczesniej przez E. Cohena w 1891 ., a
rozwiniecia typu (8) przez M. Ostrogradskiego, ktéry jednak swoich wynikéw
nie oglosil i znaleziono je w jego spusciZnie po$miertnej wiele lat po ukazaniu
si¢ pracy [27]. Szczegdlne przypadki rozwinieé¢ typu (3) mozna znalezé w
dzielach Lamberta, nie dowiéd}l on jednak na ich temat zadnych twierdzen
ogdlnych. Zrobil to F. Engel w roku 1913; rozwinigcia typu (9) s3 nazywane
powszechnie rozwinigciami Engela, z wyrazna krzywda Sierpiniskiego, ktéry
wyprzedzil Engela o dwa lata. Wyniki Sierpifskiego dotyczace rozwinied
(7)-(9) zostaly uogdlnione w pracy doktorskiej G. Statemeyera z roku 1931.

Rozwinigcia typu (10) ze wzgledu na ustalony ciag liczb rzeczywistych oy
spetniajacych warunek limg_, o @y ... 0 = 00 stanowia daleko idace uogdl-
nienie rozwinie przy ustalonej zasadzie numeracji. Przypadek, gdy oy sa
naturalne, byt rozpatrzony przez L. Straussa w 1887 r., jeszcze ogdlniejsze
rozwiniecia zwane rozwinieciami f, rozwazal B. M. Bissinger w 1944 r.

Rozwinigé przy ustalonej zasadzie numeracji dotyczy praca [31], zwia-
zana jednak blizej z nastepna grupa prac teorioliczbowych Sierpinskiego,
prac po§wieconych aproksymacjom diofantycznym. Poza [31] grupa obej-
muje prace [12], [14], [18], [19], [20], [22], [23] (rozszerzona wersja [18]) 1 [25]
(rozszerzona wersja [22]) pochodzace z lat 1909-1910.

W pracy [19] dowodzi sig, Ze dla kaidej liczby rzeczywistej z 1 kazdej
liczby naturalnej = istnieja co najwyzej dwa utamki p/q takie, ze |z —p/q| <
nl-—q, 1 < g < n. Prace [18] i [20] anonsuja, za$ prace [12], [14] i [23] zawieraja
dowdd, ze
dla x wymiernego
dla z niewymiernego.

-
l5
87-—
Sim
I‘M:
~—
x~
8
——
——
A

Wzér ten uogdlniony jest w pracach [22], [25] dla niewymiernych z w sposéb
nastepujacy:

L1 1
nh—E%o - ’;{k:c +y} = 3 (y dowolne).

Ten ostatni wzor jest réwnowazny rownomiernemu rozmieszczeniu ciagu
kz mod 1. Pare miesiecy wczesniej ten sam wynik otrzymal P. Bohl, a pare
miesiecy pdzniej H. Weyl, ktérego nastepna podstawowa praca na temat
réwnomiernego rozmieszczenia przycémita wszystkie wyniki wczesniejsze.

Praca [31] wiaze si¢ z réwnomiernym rozmieszczeniem mod 1 ciagu ag*,
dotyczy bowiem liczb absolutnie normalnych. Nazywamy tak liczby rzeczy-
wiste a takie, ze dla kazdego naturalnego g > 1 w rozwinieciu liczby a przy
zasadzie g kazda cyfra wystepuje z jednakowsa czestoscia. Wedlug twierdze-
nia Borela prawie wszystkie liczby rzeczywiste sa absolutnie normalne. [31]
zawiera nowy dowdd tego twierdzenia wraz z konstrukcja liczby absolutnie
normalnej.
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Wsréd prac Sierpinskiego z lat 1940-50 sa dwie po$wiecone liczbom
pierwszym. W [36] autor dowodzi, Ze dla ciagu liczb pierwszych p, zachodzi
réwnosé

lim sup min{pn — Pn—-1,Pn+1 — pn} = o0, -
a w [41], ze dla dowolnych liczb n i k istnieje liczba pierwsza p, taka, ze
pti(i=1,...,k) ma wiecej niz n dzielnikéw. Pierwszy wynik byt na rézne
sposoby wzmacniany przez Erdosa, Walfisza i Prachara.

Pozostate prace Sierpinskiego z omawianego okresu, poza artykutem po-
lemicznym [6] i artykulami przegladowymi [24], [25], [30], [44], stanowia
drobne przyczynki do elementarnej teorii liczb.

Oprécz prac badawczych Sierpinski opublikowal w omawianym okresie
skrypt [11] 1 dwie ksiazki [29] i [34]. Najwazniejsza pozycje stanowi tu pod-
recznik uniwersytecki [29], ktéry mial trzy wydania. Zakres poruszanych w
nim tematéw jest mniejszy niz np. w podreczniku Hardy’ego i Wrighta, ale
w obrebie tych tematéw autor stara sie dostarczy¢ czytelnikom jak najwiecej
informacji.

W ksiazce podany jest miedzy innymi pochodzacy od autora wzér

Z r4(n) = 85(z) — 325(2),

n{T
w ktérym r4(n) oznacza liczbe rozkladéw n na sume 4 kwadratéw, a §(z) =
2 ngz 0(n). Wadr ten zostat zastosowany przez Walfisza w 1925 r. do bada-
nia liczby punktéw kratowych w kuli czterowymiarowe;j.

Znacznie mniejsza od [29] ksigzka [34] powstata z wykiadéw dla nauczy-

cieli szk6t §rednich. Dziatalno§é dydaktyczna Sierpifiskiego w zakresie teorii
liczb zaowocowala w Warszawie dopiero po roku 1950.

c. Analiza prac A. Walfisza

Arnold Walfisz studiowal matematyke na uniwersytetach niemieckich,
doktoryzowal si¢ w Getyndze w roku 1921 na podstawie pracy [2], jako
uczen E. Landaua. Do Warszawy, ktéra byla miejscem jego urodzenia, po-
wrdcit na dobre w roku 1927 (niektdre jego prace pisane w 1925 r. téwniez sa
datowane w Warszawie) i pracowal w towarzystwie ubezpieczeniowym “Eu-
ropa”. Zostal docentem prywatnym Uniwersytetu Warszawskiego i w roku
1935 zatozyt wspdlnie z Salomonem Lubelskim pismo “Acta Arithmetica”
poswigcone specjalnie teorii liczb. W 1936 r. wyjechat do Gruzji. Niniejsza
analiza obejmuje jedynie prace ogloszone przez Walfisza do 1936 1. i opiera
si¢ w duzej mierze na artykule G. Lomadse [1].

Praca [1] zawiera dowdd, ze szeregi Dirichleta >.pP % i 2 (logp)p* (p
Przebiega liczby pierwsze) nie daja si¢ przedluzyé analitycznie poza prosta
o =0.
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Praca (2] dotyczy sum czeSciowych wspélczynnikéw szeregu Dirichleta
przedstawiajacego funkcje zeta Epsteina dowolnej formy kwadratowej do-
datnio okreélonej £ zmiennych o wspétczynnikach catkowitych oraz szeregu
Dirichleta przedstawiajacego funkcje zeta Dedekinda (i ciata liczbowego K
stopnia k. Dla kazdej z tych sum autor podaje rozwiniecie w szereg funkcji
Bessla lub uogdlnionych funkcji Bessla. Szeregi te sg zbieine dla £ = 2, a
sumowalne odpowiednig metoda srednich dla k > 2. Ponadto dla sumy H (=)
poczatkowych [z] wspdtczynnikéw funkcji (x(s) autor podaje oszacowanie

(11) H(z) - pz = Qi(mk’a‘;kl), p = residuum (x(s) w s = 1.

Rozwiniecie i ulepszenie pracy [2] w czeSci dotyczacej funkcji zeta Dede-
kinda stanowig prace [7]i[14] oraz [12]i [13]. Bada si¢ w nich sumy cze$ciowe
wspotczynnikéw szeregu Dirichleta przedstawiajace (% dla dowolnego natu-
ralnego m. Pierwsza para prac dotyczy rozwinig¢ na szeregi uogdlnionych
funkcji Bessla, druga uogélnien wzoru (11). Najciekawszy wydaje sie wy-
nik nastepujacy poprawiony dopiero w roku 1982 przez J. Hafnera. Ozna-
czajac przez I, (z) sume pierwszych [z] wspdlczynnikéw funkeji (i (s)™,
przez p,(z) residuum w s = 1 funkcji x—s;———g}((:v)m mamy H,,(X) - pmz =
4 ((a:log:c)%—Fl(loglog a:)m‘l), gdzie kK = km > 4. Dla kK < 3 autorzy
(prace [12] i [13] sa wspdlne z G. Szegd) uzyskaja tylko wyniki czeéciowe.
Praca [6] zawiera oszacowanie dla k = 1, H3(z) — paz = O(z*3/87+¢), a
praca [9] oszacowanie dla k = 2, H(z) — pz = O(z163/494),

Suma pierwszych [z] wspSlczynnikéw funkeji zeta Epsteina formy kwa-
dratowej () to z dokladnoscia do statej liczba punktéw kratowych w elipso-
idzie ) < z, oznaczana dalej przez Ag(z).

Poléimy Pg(z) = Ag(z) — Vo(z), gdzie Vi jest objetoscia rozwazanej
elipsoidy i niech .

k
Pi(z) = Po(z) dla Q= 2.
i=1
Funkcje Pi(z) 1 Pg(z) stanowily ulubiony przedmiot badan Walfisza w ciagu
catego zycia. Wyniki jego na ten temat z omawianego okresu daja si¢ strescié
jak nastepuje.

k=2 (12) Py(z) = O3/ ) w [3], Py(z) = O(%%/*%) w [10]
(13) ng(t)dt = Myz®? + O(zlog® z) w [10]
0
k=3 (14) Py(z)=0(z®/%%+¢) w [6]

k=4 (15) Pi(z)= 0(1;1‘1’%) w [10]
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(16) Po(e) = O((oos) w29}, Q € Qlo,o0,2,24]

(17) Py(z) = 2(zloglog z), w [10]
(18) Pg(z) = (zloglogz)®, A= A(Q)> 0w [32]

(19) j'Pf(t)dt = Myz® + 0(2°/%) w [41]

(20) fPé(t)dt = Mgz3 + 0(2%/? log? z),
0
Q € Q[m1,x2,x3, 1:4] w [39]

5

k=5 (21) Po(z)=0(z*?), Q=) oz}, o eRw[2]]
i=1

k>5 (22) Puz)=0(t) w5

(23) Po(z) = 2+(z57Y), Q€ Qloy,...,zx] w[11]
>8 (24) Po(z)=0(z5"Y), Q€ Qlzy,...,zs) w[5]
>10 (25) Po(z)=0(z%™"),
Q=0azi+Q1, adQ Qi€ Qlz,...,z:] w[16]

Pionierski charakter miat \'vanik (25), pierwszy wynik na temat punktéw
kratowych w elipsoidach niewymiernych. Pozostate wyniki stanowily na ogét
ulepszenie wezeéniejszych wynikéw Landaua i nie mialy charakteru ostatecz-
nego. I tak wynik (12) zostal poprawiony przez Nielandta w roku 1928, (13)
przez Katai w roku 1965, (14) przez Winogradowa w roku 1935, (15) i (16)
przez samego Walfisza w roku 1939, (17) przez Adhikari, Balasubramaniana
1 Sankaranarayana w roku 1989, (20) przez Jarnika w roku 1940. Jednakze
z poréwnania wzoréw (22), (23) i (24) wynika, zZe sa one ostateczne, z tym,
ze jak udowodnil Landau w roku 1924, (24) zachodzi réwniez dla k£ = 5,
6i7. W [37] autor dowodzi m.in., ze dla dowolnej formy kwadratowej do-
datnio okreslonej @ € Q[zy,...,zx] funkcja dana przez szereg ¥ | —4-91\#‘1
przedtuza si¢ na caly plaszczyzne.

W [42] podaje wzory asymptotyczne dla sum ZnN=1 ri(n), gdzie r¢(n)
Jest liczba przedstawien n w postaci sumy k kwadratéw i k > 4.

W bliskim zwiazku z wynikami o punktach kratowych znajduja sie twier-
dzenia Walfisza dotyczace funkcji

o.(n) = Z d*.

din
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I tak w [10] dowodzi sie, ze

72 1 log z
(26) ;0_1(71)- ?x+§logx —O(logloga:)’
2
LA logz
(27) ;01(71) 12" = O(loglogm)'

W pracach [25]i [41] podane sg oszacowania calek z kwadratéw lewych stron,
a w [34] oszacowania calek kwadratéw odpowiednich wyrazef dla s = +3.
Wreszcie w [40] autor dowodzi, ze

(28) =z Z o_1(n) — Z o1(n)

nLT ngT
2 1 1
= %mz - §aslogx - 5(7 —1+log2n)z + O(z0).

Oszacowanie (26) i (27) zostalo poprawione przez samego Walfisza w roku
1960, a oszacowanie (28) przez H. Y. Penga w roku 1942.
W [18] poprawione jest oszacowanie bledu we wzorze Ramanujana

Z d(m) = azlogz + fz + O(m% log z),

1gmge
mEmg(mod k)

slusznym dla dowolnych ustalonych k i mg i zaleznych od nich o, 5.
Autor zastepuje z% log z przez z°7/8 logn’l‘11 z. Mozna stad otrzymaé
oszacowanie dla sumy

Z d(m)e”"%’", gdzie (h,k),=1.
m2z
Ogdlniejsze sumy
(z,0) = > d(n)e>™™ i R(z,0) =) ry(n)e’™*
n2c n2c
bada sie w pracach [24], [28] i [30].
W [24] dowodzi sie miedzy innymi, Ze dla prawie wszystkich
D(=,8) = O(a* log?**),
D(z,0) = Q(wi’ Iog2 z loglog z)
i podobne oszacowanie zachodzi dla R(z,#). W [28] drugie z przytoczonych
oszacowan wzmocnione jest do postaci
Re D(z,8) = 024 (z? log? z(loglog z)%/?),

dla prawie wszystkich ¢
P d { Im D(z,6) = 2+(z7 log? z(loglog z)3/2).
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Wzmiankowane prace zawieraja réwniez oszacowania dla D(z,0) i R(z,0)
zalezne od arytmetycznej struktury liczby 6 i w tym sensie dotycza teorii
przyblizen diofantycznych. Praca [30] zawiera m.in. oszacowanie

= 1 __ 2+¢
Z:l on3 =~ O(zlog ™ z)

stuszne dla wszystkich ¢ > 0 i prawie wszystkich rzeczywistych 6.
Do teorii przyblizen diofantycznych naleza prace [22], [26] i [27]. W [22]
modyfikujac znane twierdzenie Chinczyna autor bada nieréwnosé

o= 3l <5

przy zalozeniu, ze ciag kf(k) jest malejacy, ciag %2% ograniczony i catka
[ f(t)dt rozbiezna. Dowodzi, ze dla prawie wszystkich liczb rzeczywistych
0 nier6wno$¢ ma nieskorniczenie wiele rozwigzan catkowitych h, k gdzie k£ > 0,

k # 2(mod 4) i (h,k) = 1.
Praca [26] zawiera prosty dowdd oszacowania Hardy’ego-Littlewooda

1
Z: sin nfr O(=)

ngzx

stusznego pod warunkiem, Ze mianowniki rozwiniecia tancuchowego 6 sa
ograniczone. W [27] dowodzi si¢ przy tym samym zalozeniu, ze

1\
Z (n({nl?} - —)) = O(log z).
2
ngT
Niech ¥(u) = {u} — 3, jezeli v & Z, (u) = 0, jezeli u € Z. W pracy
habilitacyjnej Riemanna znajduje si¢ podana bez dowodu tozsamosé

= 1 1 RNy

—ind + -—) = —— —t(n)sin 2n76, dzie t(n) = —1)¢
Zﬁn‘”( 5)= "7 At gdzie «(n) %?”’
w ktérej 6 oznacza dowolng liczbe wymierng.

W pracy [35] Walfisz i Chowla dowodza, ze tozsamo$é ta zachodzi dla
prawie wszystkich # i dla wszystkich 6 algebraicznych, istnieje jednak zbidr
liczb 6, gesty na prostej, dla ktérych oba wystepujace w tozsamoéci szeregi
Sg rozbiezne.

Oprécz oméwionych na wstegpie prac zwiagzanych z rozprawa doktorska,
Walfisz oglosit szereg innych prac dotyczacych funkcji zeta Riemanna i De-
dekinda oraz rozmieszczenia liczb pierwszych.

Praca [4] zawiera oszacowanie

C(%— + it) — O(tws/gss),
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ktdre zostato poprawione przez Titchmarsha w roku 1931. Praca [15] zawiera
oszacowanie funkcji zeta Dedekinda (x(s) dla dowolnego ciala abelowego K,

mianowicie

. logt
Ck(L+it) = 0(log logt) '
Mocniejszy wynik dla dowolnego ciala algebraicznego K uzyskal A. W. So-

kolowski w roku 1968.
Praca [31] zawiera dowéd, Ze dla dowolnych liczb dodatnich 6 i € w

obszarze
(logloglogt)'*e co<lt (logloglogt)!*e
loglogt loglog ¢

t>16, 1

istnieje zbidr miary < 6, w ktérym funkcja (x(o + ¢t) dowolnego ciala al-
gebraicznego K przyjmuje kazda warto$é, z wyjatkiem co najwyzej jednej,
nieprzeliczalnie wiele razy.

Praca [36] zawiera wzér asymptotyczny dla liczby przedstawien N, s(z)
liczby naturalnej n jako sumy r kwadratéw liczb naturalnych i s liczb pierw-
szych (r > 5, s > 1). Wzdr ten otrzymany byl wczesniej przez G. K. Stanley,
jednak przy zalozeniu uogdlnionej hipotezy Riemanna.

Praca [38] zawiera wzér asymptotyczny dla N, ; oraz wzér asympto-
tyczny dla liczby przedstawien n w postaci sumy liczby bezkwadratowe;j
i liczby pierwszej, w tym drugim przypadku z nieporéwnanie lepszym niz
znane poprzednio oszacowaniem bledu. W dowodzie istotng role gra lemat,
ktdry jest zapewne najtrwalszym wkladem Walfisza do teorii rozmieszcze-
nia liczb pierwszych. Niech =(z,k,!) oznacza liczbe liczb pierwszych < z
w postepie arytmetycznym kit + [, gdzie (k,!) = 1. Z udowodnionego wta-
énie przez Siegela oszacowania L(1, x) (x — charakter kwadratowy) Walfisz
wyprowadza nieréwnosc¢

1. —A+/lo z+zl“‘1k—€
T(x,k’ l) - 2 < ze ‘P(gk)logz
p(k)

stuszna dla dowolnego € > 0 i odpowiedniego ¢ (A jest staly absolutng).
Wynika stad, ze dla kazdego a i b > 0 zaleznego od a

. li z —by/log z
m(z,k,l) = ") + O(ze \/_)
jednostajnie dla wszystkich k& < (logz)®. To ostatnie twierdzenie bywa nie-
kiedy nazywane twierdzeniem Siegela-Walfisza.
W pracy [33] Walfisz wzmocnil oszacowanie Heckego dla sumy czeéciowej
wspOlczynnikéw Fouriera formy modulowej.
Pozostalte prace Walfisza to nowe dowody znanych twierdzen ([17], [20]),
artykuly przegladowe ([8], [19]) i recenzja [23].
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d. Analiza prac S. Lubelskiego

Informacje o zyciu Salomona Lubelskiego sa dos¢ skape. Doktoryzowat
sie na Uniwersytecie Warszawskim. W roku 1935 zalozyl wspdlnie z Walfi-
szem “Acta Arithmetica” i byt ich redaktorem do roku 1939. Po wybuchu
wojny znalazl si¢ w Bialymstoku zajetym przez wojska radzieckie i objat
tam stanowisko kierownika katedry matematyki w Instytucie Pedagogicz-
nym. Po zajeciu Bialegostoku przez wojska niemieckie w roku 1941 zginal
w obozie koncentracyjnym.

Zainteresowania Lubelskiego ewoluowaly od elementarnej ku algebraicz-
nej teorii liczb. Charakter elementarny ma praca [6] zawierajaca 122 zadania
(cze§é 1) z rozwiagzaniami (cze$¢ IT) jak réwniez znaczna czesé artykutu prze-
gladowego [13].

Praca [3] zawiera dowdd kongruencji tozsamo$ciowej

m-—1

P
f@p" " = ] £+ np)(mod p™)
n=1
gdzie f jest dowolnym wielomianem o wspdlczynnikach catkowitych, a p
liczba pierwsza, praca [2] zas zawiera uogdlnienie tej kongruencji na przy-
padek ciat algebraicznych. Dokladniejsza kongruencje (mod p™*!) podat w
roku 1964 L. Carlitz.

Prace [1], [4], [5], [7], [11], [12] i [17] dotycza form kwadratowych. W
pracach [1], [4] i [7] autor bada formy kwadratowe z? + Dy? (D > 0) o
tej wlasnosci, ze dla pewnego ¢ i dla kazdego L wzglednie pierwszego z 2D
zachodzi implikacja (istnieja liczby calkowite z,y takie, ze (z,y) = 11 L |
2%+ Dy?) = (istnieja liczby catkowite z, y takie, ze (z,y) = 1i L = 22+ Dy?
lub 2¢L = z% + Dy?). Lubelski wyznacza wszystkie liczby naturalne D o
zadanej wlasnosci przy dodatkowych warunkach ¢ = 0 lub a > 3. Podaje
réwniez warunek konieczny i dostateczny, aby Zadana wlasnosé zachodzila
dla ¢ < 2. Warunek ten sformulowany jest bez uzycia naturalnego w tym
przypadku obiektu, jakim jest grupa klas form pierwotnych o wyrézniku
—4D. By¢ moze, uzywajac dostepnej informacji na temat wyréznikéw z mats
liczba klas, datoby sie problem Lubelskiego, moim zdaniem do$é sztuczny,
rozstrzygnac do koica.

Praca [5] dotyczy réwniez form kwadratowych z% 4+ Dy? i zawiera dowéd
nastepujacego ciekawego twierdzenia. Na to, aby liczba M wzglednie pierw-
sza z 2D, M = M7* M52 ... M2, gdzie M (s = 1,2,...,n) s3 réznymi
liczbami pierwszymi, miala (3 + 1)...(a; + 1) istotnie réznych przedsta-
wiei whagciwych przez forme z? + Dy? potrzeba i wystarcza, aby liczba M
1 liczby M7 (s = 1,2,...,n) byly przedstawialne przez te forme, pierwsza
W sposéb wlasciwy. (Dwa przedstawienia réznia sie nieistotnie, jesli jedno
otrzymuje sie z drugiego przez automorfizm formy).
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Praca [11] zawiera m.in. dowdd rozwiazalnosci réwnania Pella przy po-
mocy teorii kompozycji form kwadratowych, bez uzycia liczb niewymier-
nych. Autor pisze, ze dowdd bez uzycia liczb niewymiernych byt od dawna
poszukiwany. Mozna tu zauwazy¢, ze algorytm rozwijania v/D na utamek
taficuchowy moze byé sformutowany bez uzycia liczb niewymiernych (patrz
Sierpifiski [29], wyd. 3, str. 283) i do$¢ latwo otrzymac zen dowdd rozwia-
zalnoéci réwnania Pella 2?2 — Dy? = 1.

W obszernej pracy [12] Lubelski rozwija teorie form dwajkowych o wspét-
czynnikach calkowitych z ciala kwadratowego urojonego. W pracy [17] zaj-
muje si¢ zwiazkiem miedzy globalna i lokalng przedstawialnoscig zera przez
formy tréjkowe nad ciatami euklidesowymi Q(v/D) dla D = —1,-2, -3 lub
—7. Warto dodaé, ze na podstawie rekopisu przekazanego przez Lubelskiego
van der Corputowi zostaly przygotowane dwie jego prace po$miertne [2] i
[3] dotyczace teorii form kwadratowych nad dowolnym pierécieniem eukli-
desowym.

Dwie prace Lubelskiego dotycza rownarti diofantycznych stopni wyzszych.
Praca [8] dotyczy réwnania z? + y? = czP, gdzie p jest liczby pierwsza, ¢
za$ liczba calkowita i zawiera dowdd nastepujacego twierdzenia. Jezeli wy-
mienione réwnanie ma rozwiazanie catkowite spelniajace (zyz,p) = 1, a
ponadto (ep(c),p) = 1 i albo kongruencja u? = c(mod p?) jest rozwia-
zalna, albo kongruencja 2uP = c¢(mod p?) jest nierozwiazalna, to 2P~! =
1(mod p?).

Wynik ten zostal zarazem wzmocniony i uproszczony przez Inkeriego w
roku 1989. Praca [9] zawiera kompletne rozwiazanie réwnania z! — 15y1 = 1
z pomoca twierdzenia Thuego z roku 1918.

Prace [10] i [14] pod wspdlnym tytulem zawieraja kilkanascie luzno zwia-
zanych ze soba rezultatow. Myséli autora kraza wokdt twierdzen Kroneckera-
Webera i Bauera. Dla drugiego z nich podaje wlasny dowdd (twierdzenie 7 w
[14]), a z obu wyprowadza szereg wnioskéw. Do niektérych z nich (twierdze-
nie V w {10] i twierdzenie 10 w [14]) nawiazuje praca Davenporta, Lewisa i
~Schinzla z roku 1964. Warto zauwazy¢, ze twierdzenie IV z pracy [10], ktére
brzmi:

Jezeli wielomian F' € Z[z] ma mod p, dla prawie wszystkich liczb pierw-
szych p, co najmniej v czynnikéw liniowych, to ' ma co najmnicj v czynni-
kéw w Z[z] (liczac z krotnodciami) — mozna wzmocnic.

Przy tym samym zalozeniu F(z) ma w Z[z| co najmniej v+ 1 czynnikéw
(liczac z krotno$ciami) lub F(z) jest iloczynem v czynnikéw liniowych.

Praca [16] stanowi, moim zdaniem, kulminacyjne osiggniecie Lubelskiego
w zakresie algebraicznej teorii liczb. Podaje on w niej dla cial algebraicznie
rozwiazalnych dowéd twierdzenia Minkowskiego, ze wyréznik kazdego ciata
algebraicznego oprocz Q jest rézny od +1, nie odwolujac si¢ do pojecia
liczby rzeczywistej. Stad juz wynika, Ze réwniez twierdzenie Kroneckera-
Webera daje si¢ udowodni¢ bez uzycia tego pojecia. Problem w przypadku
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twierdzenia Minkowskiego byl, jak podaje autor za N. Czebotariewem, po-
stawiony przez E. Noether. Zajecie si¢ nim $wiadczy o fascynacji Lubelskiego
metodami arytmetycznymi.

e. Krétkie oméwienie prac pozostatych autoréw:

(T. Banachiewicz, St. Guzel, S. Kernbaum, A. Laparewicz, S. Mandel-
brojt, R. Niewiadomski, E. Poznanski, M. Rottenberg, E. Rubinstein, W.
Smosarski, A. Stamirowska, R. Witwinski, K. Zarankiewicz).

Nieliczne prace wymienionych w tytule ustepu autoréw mozna zgrupowaé
wedlug poruszanych tematéw

Stosunkowo duzo uwagi poswiecono zagadnieniem podzielno$ci i roz-
ktadu liczb na czynniki pierwsze. Dotycza ich prace Banachiewicza [1], Kern-
bauma [1], Laparewicza [1]-[3], Mandelbrojta [1], Niewiadomskiego (2], [3],
[3a], [5], czesciowo [6], Rottenberga [1] i Witwinskiego [1], [2]. (Prace Kern-
bauma, Mandelbrojta i Rottenberga nie zawieraja informacji o miejscu ich
zamieszkania. Omawiam je w tym rozdziale ze wzgledu na zwiazki z pracami
Laparewicza i Niewiadomskiego).

Banachiewicz [1] wyraza poglad, ze Fermat swoje falszywe twierdzenie o
pierwszosci liczb Fy = 22" 11 (k=0,1,...) wyprowadzil z faktu, ze

F kiQF"—l -1

i z falszywego przypuszczenia, ze liczba n spelniajaca podzielnosé nj2" ! -1
Jjest pierwsza. W czasie, gdy Banachiewicz pisal swoja prace i wiele jeszcze
lat pézniej sagdzono blednie, ze takie przypuszczenie wysuneli starozytni ma-
tematycy chinscy (por. Sierpiniski [35]).

Laparewicz [1] omawia dwie metody Gaussa rozktadu liczb na czynniki
pierwsze (Disquisitiones Arithmeticae, Art. 329-334) i przy tej okazji daje
wyklad elementéw teorii form kwadratowych dwéjkowych oraz wlasnosci
tzw. liczb dogodnych (numeri idonei) Eulera. Laparewicz [2] podaje dowéd
kryterium Lucas pierwszosci liczb 2P — 1 i przy tej sposobnosci przedstawia
zasadnicze wlasnosci arytmetyczne ciaggéw Lucasa (krytyka pod adresem
Lucasa nie wydaje si¢ uzasadniona).

Mimo ze ostatnia praca Laparewicza ukazala si¢ w tomie 11 Wiadomosci
Matematycznych, w tomie 15 R. Niewiadomski oglosit prace [1], w ktérej
twierdzenie udowodnione przez Laparewicza dla ogélnych ciaggéw Lucasa for-
mutuje jako przypuszczenie w szczegdlnym przypadku ciagu Fibonacciego.
Sa tez w owej pracy inne przypuszczenia, ktérych falszywosé wykazal Kern-
baum [1]. Ten autor daje wiasny wyklad wlasnoéci ciagéw Lucasa, ktéry
choé¢ nie zawiera nowych wynikéw, robi wrazenie pracy calkowicie samo-
dzielnej i czyta sie ciekawie. Nie mozna tego powiedzie¢ o pracy Rottenberga
(1], ktérej wyniki s banalne. Banalne sg réwniez wyniki Mandelbrojta [1].

Prace Witwinskiego [1], [2] zawieraja dowdd nastepujacego twierdzenia.
Jezeli f(z)i g(z) sa wielomianami o wspStczynnikach catkowitych i f(Olg(&)
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dla dostatecznie duzych liczb naturalnych £, to f(z)|g(z). To nietrudne
twierdzenie w mocniejszej postaci znajduje si¢ jako zadanie 92 rozdzialu
VIII znanej ksiazki Pélya i Szegd Aufgaben und Lehrsdtze aus der Analysis
wydanej w roku 1925; by¢ moze Witwinski ma pierwszenstwo w sformuto-
waniu tego rezultatu, choé¢ jadro dowodu jest juz w pracy Libriego z 1832 r.

Drugi temat, ktory sie powtarza, to kongruencje wyktadnicze o modutach
pierwszych. Dotyczy ich dzietko E. Poznanskiego i praca W. Smosarskiego,
ktdre nowych wynikéw nie zawieraja. We wstepie do swego dzietka Poznan-
ski mdwi, ze w naszej literaturze “brak sladéw poszukiwan samodzielnych
lub opracowania jakiejkolwiek oddzielnej kwestii, brak oryginalnego lub ttu-
maczonego podrecznika z teorii liczb”.

Trzeci powtarzajacy si¢ temat, to réwnania diofantyczne, badane przez
Niewiadomskiego [2], [7]-[11], Rubinsteina i Zarankiewicza. Praca [2] doty-
czy réwnania 2?2 — zy — % = N i jego zwiazkéw z uogdlnionym ciagiem
Fibonacciego (tzn. ciagiem danym przez wzdr zwrotny u, = Unp—1 + Un-2
i dowolne wyrazy poczatkowe wup,uy). Autor, ktéry byl matematykiem z
zamilowania, ale nie z wyksztatcenia, niczego istotnego nie dowodzi, formu-
luje jedynie po czesci trafne przypuszczenia. Praca [7] dotyczy liczb postaci
1r[2+ (m — 2)(r — 1)], zawiera gléwnie tozsamosci algebraiczne.

Zarankiewicz [1] bada wylacznie przypadek m = 3 i rozwaza réwniez
wlasnoéci otrzymanych woéwczas liczb trdjkatnych, ktére nie sprowadzaja,
sie do tozsamoéci.

7 wzoréw zawartych w pracy Niewiadomskiego [9] mozna otrzymaé do-
wéd, ze z4 + y* + 2* = 2A? ma nieskoniczenie wiele rozwigzan w liczbach
naturalnych z,y, z, A nie zawartych w tozsamosci

et 4yt + (2 +y)t =22 + ey +47)

Dwie prace Niewiadomskiego [8] i [10] dotycza wielkiego twierdzenia Fer-
mata, a wiaze si¢ z nim réwniez praca [11]. W pracy [8] autor stwierdza,
ze kongruencja z? + y? = zP(mod p?) jest nierozwiazalna w liczbach z,y, 2,
niepodzielnych przez p dla wszystkich p < 200, p = —1(mod 6) z wyjatkiem
p =59, 83, 179. Kongruencja ta byta w roku 1920 badana przez A. Arwina,
ktéry zauwazyl osobliwosé liczby 59. Praca [10] dotyczy oszacowan dla ewen-
tualnych rozwiagzan réwnania z? + y? = 2P w przypadku zyz # O(mod p) i
poprawia wyniki G. Jamesa z roku 1934. Lepsze wyniki otrzymat K. Inkeri
w roku 1953.

Praca E. Rubinsteina o uogdlnionym réwnaniu Pella powtarza wyniki K.
Petra z roku 1927 i nie zawiera wzmianki o miejscu zamieszkania autora.

Pozostalo do oméwienia 5 prac, ktore nie wiaza sie z innymi.

A. Stamirowska [1] dowodzi, ze najmniejszy dzielnik pierwszy liczby do-
skonatej nieparzystej jest mniejszy od liczby jej dzielnikéw pierwszych, co
stanowi nieznaczne wzmocnienie twierdzenia Servais z roku 1887. Lepszy
wynik otrzymat w roku 1961 K. Norton.
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St. Guzel [1] wykazuje, Ze w przytoczonym wyzej oszacowaniu Sierpifi-
skiego dla sumy Y ._,(o(k) — d(k)) za stalag w symbolu O mozna przyjaé
4. Guzel [2] oznaczajac przez 6(n) najwiekszy dzielnik nieparzysty liczby n
dowodzi wzoréw

z? é(n 2
Yim=Sro@, X200,

n
ngr n T

W pracy [3] bada ogdlniejsze sumy Y .. 6(n)7(n), gdzie 7(n) jest dowolna,
funkcjy arytmetyczna.

7. Zalcwasser bada wielomiany trygonometryczne

n
8(n2) — Ze(u-—l/Z)zm'x,

ngz

v=1
n
2 .

5%3) — § :eu mz’

v=1

n 2
S(n4) = E :(—1)"6” wiT

v=1

i dowodzi, ze dla A = 2,3,4 i dowolnego A > 0 miara zbioru
{z €(0,1): glg&([s;\‘(z)l > AVN}

nie przekracza XF;, przy pewnej statej F.

5. Teoria liczb w Wilnie. Rozprawa Mikotaja Trynkowskiego z kofica
ubieglego stulecia ma charakter kompilacyjny. We wstepie autor wymienia
dzieta, z ktdrych korzystal; sa to przede wszystkim wyklady Kleina z teorii
funkcji modutowych, ponadto pierwsze wydanie ksiazki H. Webera Ellipti- .
sche Funktionen und algebraische Zahlen oraz pieé innych ksiazek z teorii
funkcji eliptycznych. Oprécz tego autor powoluje sie w tekécie na oryginalne
prace Abela, Jacobiego i Schwarza, monografie E. Netto z teorii podstawiefi
oraz Faa di Bruno z teorii form dwdjkowych. Erudycja autora jest impo-
nujaca, zwlaszcza jeSli si¢ zwazy, ze byl matematykiem z wyksztalcenia ale
nie z zawodu. Nie dostrzeglem natomiast w rozprawie wynikéw nowych,
Przynajmniej w zakresie teorii liczb.

W okresie miedzywojennym teoria liczb w Wilnie zajmowali sie przygod-
nie Kazimierz Jantzen (astronom) i Juliusz Rudnicki, profesor Uniwersytetu
Stefana Batorego. K. Jantzen badal réwnanie

a ?
arctan — = arctan —
b - U;
=1
gdzie a, b s3 danymi, za$ u; poszukiwanymi liczbami catkowitymi. Rozwia-
Zania tego réwnania sg uzyteczne przy obliczeniach przyblizonych liczby .
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J. Rudnicki dowiédl, ze jesli n jest liczba catkowita, za$ p liczba pierw-
sza, to poczynajac od pewnego miejsca wszystkie reszty ciggu p, PP, p? ...
mod n sa réwne. W. Sierpifiski i autor niniejszego artykulu udowodnili w
roku 1959, ze to samo twierdzenie zachodzi dla dowolnych liczb catkowitych
p, niekoniecznie pierwszych.

6. Teoria liczb we Wroctawiu. We Wroctawiu teoria liczb zajmowali
sie w latach czterdziestych Stanistaw Hartman, Jakub Intrator, Maria No-
sarzewska i Hugo Steinhaus. 7 tego okresu pochodza dwie prace Hartmana
dotyczace aproksymacji diofantycznych. [1] zawiera uogdlnienie na przypa-
dek wielowymiarowy twierdzenia Ostrowskiego z roku 1930 o odchyleniach
od réwnomiernego rozmieszczenia mod 1 ciggu né (€ niewymierne). [2] za-
wiera dowéd nastepujacego twierdzenia.

Dla dowolnych liczb naturalnych a, b i s i dowolnej liczby niewymiernej
& > 0 istnieje nieskonczenie wiele par liczb naturalnych u, v spelniajacych
warunek

u| 28
‘f——?;{gy, u =a (mod s), v =b(mod s).

Jak zauwazyl w roku 1952 K. Cerny, stala 2 mozna tu zastapi¢ przez \/Lg +e€

(¢ dowolne dodatnie) stosujac twierdzenie Chinczyna z roku 1935 o aprok-
symacjach niejednorodnych.

Krétka praca J. Intratora poSwiecona jest liczbie rozktadéw liczby natu-
ralnej na sume ustalonej liczby skladnikéw naturalnych niemalejacych.

H. Steinhaus [3] i M. Nosarzewska zajmowali si¢ oszacowaniem liczby
punktéw kratowych w obszarze ptaskim przez funkcje pola i obwodu tego
obszaru. Oszacowanie Nosarzewskiej dotyczace obszarow wypuktych byto
optymalne i jego uogélnieniem na przypadek przestrzeni n-wymiarowej zaj-
mowalo si¢ w latach siedemdziesiatych wielu autoréw obcych.

7. Teoria liczb poza gléwnymi oérodkami. Poza gléwnymi osrod-
kami teori¢ liczb uprawialo w Polsce zaledwie kilka oséb: biskup Antoni Ba-
ranowski (Sejny), nauczyciele Karol Czajkowski (Buczacz, Przemysl), Kon-
stanty Matulewicz (Géra Slaska) i Edward Stamm (Lubowidz) oraz przy-
godnie Hugo Steinhaus (w czasie pobytu w Jasle).

A. Baranowski [1]-[2] zajmowat si¢ obliczaniem liczby liczb pierwszych
7(z) nie przekraczajacych z na podstawie wzoru

(z) = ¢(z, 7(vz)) + 7(Vz) - 1,
w ktorym ¢z, m) oznacza liczbg liczb naturalnych < z niepodzielnych przez
zadna z poczatkowych m liczb pierwszych.
Do tego samego wzoru zapisanego nieco inaczej sprowadzaja sie wywody
E. Stamma [1].
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K. Matulewicz [1] dowiéd} znanego wczeéniej twierdzenia o liczbach pseu-
dopierwszych utworzonych z dwu czynnikéw pierwszych.

Rozprawa K. Czajkowskiego ([1], [2]- sa to kolejne czesci tej samej roz-
prawy) ma charakter kompilacyjny. Nota H. Steinhausa zawiera prébe od-
powiedzi na pytanie postawione w Intermédiaire der mathématiciens.

Do wydanej w Bydgoszczy w jezyku niemieckim rozprawy K. Wilske nie
dotartem.

*

W sposdb trwaly do teorii liczb weszty wyniki pracy Mertensa [2], Sier-
pifiskiego [22], [27] bez jego nazwiska, Walfisza [5], [11], [38] i Zylifiskiego
(2], a ponadto do historii teorii liczb wynik pracy Sierpifiskiego [1]. Nie jest
to lista dluga.

Prace cytowane

[1] G. Lomadse, The scientific work of Arnold Walfisz, Acta Arith. 10 (1964), 227-
238.

{2] S. Lubelski, Unpublished results on number theory I, Quadratic forms in a Eucli-
dean ring. (Edited by C. Schogt), Acta Arith. 6 (1961), 217-224.

[8] S. Lubelski, Unpublished results on number theory II. Composition theory of bi-
nary quadratic forms (Edited by C. Schogt), Acta Arith. 7 (1961), 9-17.

(41 F. Mertens, O sumach Gaussa, Prace Mat. Fiz. 8 (1897), 1-4.

[5] F. Mertens, O przestgpnosci liczb e i m, Prace Mat. Fiz. 9 (1898), 28-45.

[6] F. Mertens, Dowdd, ze kazda funkcja liniowa o wspdtczynnikach calkowitych ze-
spolonych i niespotdzielnych przedstawia nieskoriczenie wiele liczb pierwszych. Prace
Mat. Fiz. 11 (1900), 194-222.
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[8] Report of the Committee on Algebraic Numbers of the National Research Council,
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Wykaz skrétéw

AA — Acta Arithmetica
ASPM — Annales de la Société Polonaise des Mathématiques
BAU — Biuletyn Akademii Umiejetnoéci w Krakowie (péiniej Polskiej Akademii Umie-

Jetnosci); Bulletin International de I’Académie des Sciences et des Lettres, Cra-
covie, classe des Sciences mathém. et nal., Série A: Sciences mathématiques

CM — Colloquium Mathematicum

JRAM — Journal fiir die reine und angewandte Mathematik
MA  — Mathematische Annalen

MZ  — Mathematische Zeitschrift

PMF — Prace Matematyczno-Fizyczne
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RAU — Rozprawy Akademii Umiejetnoéci w Krakowie, Wydzial Matematyczno-przy-
rodniczy, Seria 2.

STNW — Sprawozdania z posiedzen Towarzystwa Naukowego Warszawskiego, Wydzial
111, Warszawa; Comptes Rendus des séances de la Société des Sciences et de
Lettres de Varsovie, Classe III

WM  — Wiadomosci Matematyczne

Z — Zbirnik Sekcii Matemati¢no-Prirodopisno-Lekarskoi Naukovogo Tovaristva
imeni Sevéenka, Lwdw. (Uwaga: W tomach Zbirnika 1-17 kazda praca ma
odrebna paginacje. Dlatego w opisie bibliograficznym ogloszonych tam prac
podajemy w nawiasie miejsce zajmowane przez pracg w odpowiednim tomie).

Bibliografia nie obejmuje krdtkich not, bez pretensji do oryginalnosci, ogloszonych w
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[2] O pewnym twierdzeniu algebry (po ukraifisku), ibid. 114-116.

Kazimierz Cwojdzinski (1878-1948)

[1] Sposoby tworzenia réwnari kwadratowych o jednym parametrze zmiennym, ktérych
wyréznik ma pierwiastki ujemne, Parametr 1 (1930), 14-18.
[2] O punktach wymiernych na krzywych rzedu drugiego, ibid. 334-338.
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Karol Czajkowski (1873-1931)

[1] O mnogosci liczb prostych, Sprawozdanie Dyrekcji c.k. Gimnazjum w Buczaczu za
rok szkolny 1901, 1-35.

[2] O mnogosci liczb prostych, Sprawozdanie Dyrekcji c.k. Gimnazjum w Przemyslu za
rok szkolny 1904, 1-21.

Mikotaj Czajkowski = Mikota Cajkovskyj (1887-1970)

[1] Réwnania metacykliczne i ich grupy (po wkraifisku), Z 14 (1909), 1-144 (m.1)
[2] Studia z teorii kongruencji (po ukraifisku), Z 15 (1910), 1-45 (m. 1)

Samuel Dickstein (1851-1939)

[1] Uber die Kennzeichnung der Teilbarkeit, Zeitschrift fiir math. und naturwiss. Unter-
richt 4 (1873), 404-405.

2] Metoda wyciagania pierwiastka szesciennego, Przeglad Pedagogiczny 1882, str 122.

3] Przyczynek do nauki o podzielnoéci liczb, Przeglad Pedagogiczny 1883, str 31.

4] Notatka o podzielnosci liczb, Muzeum 2 (1887), 227-229.

5] Sur les principes de la théorie des nombres de Hoene-Wroiiski, BAU (1892), 64-65.

] Sur la résolution de la congruence z" — ay™ = c¢(mod M), BAU (1892), 372-373.

7] Zasady teorii liczb Wrotiskiego, RAU 4 (1893), 73-104.

8] O rozwiazaniu kongruencji z" — ay™ = 0(mod M), RAU 6 (1896), 155-159.

9] O liczbach e i m, Kosmos 20 (1895), 359-363, przedruk w: Pamietnik VIII Zjazdu
Przyrodnikéw 1 Lekarzy Polskich, Lwow 1897, Sekcja Przyrodnicza, 8-14.

[10] (z B. Nieweglowskim) Z elementarnej teorii liczb, WM 6 (1902), 252-257.

Placyd Dziwinski (1851-1936)

[1] Prawidla podzielnoéci liczb na podstawie teorii liczb przystajacych, Sprawozdanie
wyzszej szkoly realnej we Lwowie 1886, I-XVI.

St. Guzel

[1] Dowdd elementarny pewnego twierdzenia z analitycznej teorii liczb, WM 11 (1907),
Dodatek: Sprawozdania Kota Matematyczno-Fizycznego w Warszawie za rok 1906/
07, 111-119.

Mat-Fiz. 2 (1924), 61-70.
Stanistaw Hartman (1914-1992)
[1] Une généralisation d’un théoréme de M. Ostrowski sur la répartition des nombres
mod 1, ASPM 22 (1949), 169-172.
[2] Sur une condition supplémentaire dans les approximations diophantiques, CM 2
(1949), 48-51.
Jakub Intrator
[1] Z badait nad partitio numerorum, Sprawozdania Wroclawskiego Towarzystwa Na-
ukowego 3 (1949), 137-138.
Kazimierz Jantzen (1885-1940)

1] o rozwiagzywaniu w liczbach calkowitych pewnego réwnania bilinearnego, Mathesis
Polska 7 (1932), 145-154.
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Stanistaw Kepinski (1867-1908)

[1] Aus der Theorie discontinuirlicher Gruppen reeller linearer Substitutionen, BAU
(1892), 219.

[2] Z teorii nieciaglych grup podstawien liniowych posiadajacych wspélczynniki rzeczy-
wiste, RAU 26 (1893), 37-66.

S. Kernbaum

[1] O szeregu Fibonacciego i jego wspélczynnikach, I, WM 24 (1920), 203-217, II, ibid.
25 (1921), 49-66.

Wiodzimierz Lewicki = Wtadimir Lewyckyj (1872-1956)

(1] Grupa modutowa (po ukraifisku), Sprawozdanie Dyrekcji c.k. Akademiénoj Gimna-
zyi u Lvovi za rok skolnyj 1895, stron 10.
[2] O przestepnosci liczb e i © (po ukraiisku), Z1 (1896), 1~28 (m.1).
[3] Wstep do teorii funkeji modulowych eliptycznych, PMF 8 (1896), 5-44.
(4] Przyczynek do teorii utamkéw taficuchowych i grupy modulowej (po ukraifisku) Z4
(1899), no 2, 1-8 (m.1).
[4a] Beitrag zur Theorie der Modulgruppe, Mh. Math. Phys. 11 (1900), 118-124 (wersja
niemiecka [4]).
[4b] Z teoryi utamkéw ciaglych, WM 6 (1900), 52-58 (wersja polska).
[5] Funkcje modulowe eliptyczne (po ukrainsku), Zapyski Naukovogo Tovaristva imeni
Seveenka 7 (1902), 1-28 (m.3).
[6] Krétki zarys teorii funkcji automorficznych (po ukraifisku), Z 7 (1902), no 1, 1-29
(m.1).
[7] Przyczynek do teorii ulamkéw laficuchowych i grupy modutowej II (po ukrainsku),
Z 7 (1902), no 2, 1-8 (m.5).
[7a] Beitrag zur Theorie der Modulgruppe II, Mh. Math. Phys. 14 (1903), 96-104 (wersja
niemiecka [7]).
[8] O miejscach zerowych funkcji ¢(s), WM 8 (1904), 59-62.
[8a] O miejscach zerowych funkcji {(s) (po ukraifisku), Z10 (1905), 1-3 (m.3).
[9] Pewne typy funkcji nalezacych do grup Fuchsa (po ukraifisku) Z 18-19, 103-105.

Salomon Lubelski (1902-1941)

[1] Uber die Teiler der Form z2 + Dy?, Comptes-Rendus du Premier Congres des
Mathématiciens de Pays Slaves 1930, 233-243.
[2] Uber Kongruenzen mit Idcalmoduln, Comptes-Rendus du Premier Congrés des
Mathématiciens de Pays Slaves 1930, 246-253.
[3] Zur Theorie der hoheren Kongruenzen, IRAM 162 (1930), 65-68.
[4] Uber die Teiler der Form z2 + Dy?, PMF 38 (1931), 41-61.
(5] Beweis und Verallgemeinerung eines Waring-Legendreschen Satzes, MZ 33 (1931),
312-349.
(6] Zadania i twierdzenia z ogdlnej teorii liczb, I, WM 34 (1932), 1-111, II, ibidem 35
(1933), 39-113.
[7] Uber die Teiler der Form 22 + Dy?, 11, PMF 40 (1932), 69-95.
[8] Studien iiber den grossen Fermatschen Satz, PMF 42 (1935), 11-44.
[9] Losung eines Tartakovskischen Problems, PMF 42 (1935), 55-57.
[10] Zur Reduzibilitat von Polynomen in der Kongruenztheorie, I, AA 1 (1936), 169-183
oraz PMF 43 (1936), 207-221.
[11] Zur Gaussschen Kompositionstheorie der binaren quadratischen Formen, JRAM 176
(1936), 56-60.
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[12] Uber Klassenzahlrerationen quadratischer Formen in quadratischen Korpern, JRAM
174 (1936), 160-184.

[13] Algorytm Euklidesa, WM 42 (1937), 5-67.

[14] Zur Reduzibilitit von Polynomen in der Kongruenztheorie, IT, AA 2 (1937), 242-263.

[15] Zur Verallgemeinerung des Galoisschen Kriteriums der algebraischen Auflésbarkeit,
AA 3 (1938), 123-131.

[16] Zur Arithmetisierung des Beweises des Minkowskischen Diskriminanten und Kro-
necker-Weberschen Einbettungssatzes, AA 3 (1939), 235-254.

[17] Zur Erweiterung des Legendreschen Satzes auf algebraische Zahlkorper, Mathema-
tica 15 (1939), 125-134.

Aleksander Laparewicz (1864-1938)

[1] Zastosowanie form kwadratowych dwdjkowych do rozkladu liczb na czynniki pierw-
sze, PMF 16 (1905), 45-70.

[2] Cecha podzielnosci Lucasa, WM 11 (1907), 247-256.

[3] Tabelka do posépiesznego rozkladu liczb na czynniki pierwsze, WM 11 (1907), 257~
263 (recenzja).

Antoni Lomnicki (1881-1941)

[1] O wzorach Steina i Sierpiriskiego podajacych rozwiazania pierwiastkéw kwadrato-
wych na iloczyny nieskoiiczone, Sprawozdania Towarzystwa Naukowego, Lwdéw 6
(1926), 143-145.

Szolem Mandelbrojt (1899-1983)

(1] Sposéb tworzenia liczb pierwszych, Wektor 6 (1917/18), 215-222 (w nagtéwku pracy
nazwisko autora Mandelbrot).

Konstanty Matulewicz (1894-1983)

[1] Sur les nombres composés satisfaisant a la congruence 2" = 2(mod n), ASPM 22
(1949), 291-292.

Franciszek Karol Jézef Mertens (1840-1929)

[1] Ueber einige asymptotische Gesetze der Zahlentheorie, JRAM 77 (1874), 289-338.

[2] Ein Beitrag zur analytischen Zahlentheorie, JRAM 78 (1874), 46-62.

[3) Zur Lehre von den quadratischen Formen mit positiven Determinanten, JRAM 89
(1880), 332-338.

Jerzy Mihutowicz (1877-1950)

[1] O katach, ktérych funkcje trygonometryczne sa liczbami wymiernymi, Przeglad
Mat-Fiz. 3 (1925), 35-40.

Roman Niewiadomski (1863-1944)

[1] Spostrzezenia nad liczbami szeregu Fibonacci’ego, WM 15 (1911), 225-233.

(2] Badanie nad uogélnionym szeregiem Fibonacci’ego, WM 15 (1911), 235-252.

(3] Nowyj mietod rozlozenija czisiel na pierwonaczalnyje mnozitieli, Moskwa 1912.
[3a] Nowa metoda rozktadu liczb na czynniki pierwsze, Wektor 3 (1913), 193-205.

[4] Calcul d’un terme de la serie de Fibonacci, Intérmédiaire des math. 20 (1913), 53-54.
[5] Sur la série de Lamé, Intérmédiaire des math. 20 (1913), 54-56.

[6] Questions 4160-4164, 4180, 4181, 4194, 4202, 4205. Intérmédiaire des math. 20

(1913), 4-6, 50-51, 76, 78, 98-100.
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[6a] Développement d’ un polynéme, Intérmédiaire des math. 20 (1913), 111-112.
[7] Przyczynek do analizy liczb wielokatnych, WM 17 (1913), 91--98.
[8] Zur Fermatschen Vermutung, PMF 42 (1935), 1-10.
[9] Rozwiazanie réwnania nieoznaczonego syt +2% =24% WM 39 (1935), 127-133.
[10] O bezwzglednej wielkosci i wzajemnym stosunku liczb catkowitych, mogacych roz-
wiazaé réwnanie zP + y? = 2P, WM 44 (1938), 113-127.
[11] Podzielno$é¢ tréjmianéw i dwumiandw potggowych ze wspéiczynnikami przy pote-
gach, WM 46 (1939), 103-116.
Maria Nosarzewska (1918- )

[1] Evaluation de la difference entre I’aire d’une région plane convexe et le nombre des
points aux coordonnées entitres couverts par elle, CM 1 (1948), 305-311.

Edward Poznanski (1855-1905)

[1] Pierwiastki pierwotne liczb pierwszych. Ustep z teorii liczb. Warszawa 1901, stron
63.

M. Rottenberg
[1] Sposéb latwego wyznaczania dzielnikéw liczby danej, WM 27 (1923), 59-62.

E. Rubinstein
[1} Uogdlnione réwnanie Pella, WM 43 (1937), 169-182.
Juliusz Rudnicki (1881-1948)

[1] O pewnej wlasnosci arytmetycznej ciagu iteracji potegowania, Mathesis Polska, 2
(1927), 73-83.
Stanislaw Ruziewicz (1889-1941)

[1] O rozwiazaniach réwnania m™ = n™, Przeglad Mat-Fiz. 1 (1923), 3-5.

[2] Elementarny dowdd istnienia nieskorficzenie wielu liczb pierwszych w niektérych po-
stepach arytmetycznych, ibid. 3 (1925), 148-151.

[3] Z zagadnierr matematyki III. Co wiemy a czego nie wiemy o liczbach catkowitych,
Kosmos 53 (1928), no 2, 231-242.

[4] Wybrane dzialy z Teorii Liczb (skrypt), Lwéw 1929, stron 64.

[5] Sur une démonstration du théoréme de M. Borel concernant les probabilités dénom-
brables, PMF 42 (1934), 45-48.

Stanistaw Ruziewicz i Eustachy Zyliﬁski
[1] Wstep do matematyki I Elementy algebry i teorii liczb, Lwéw 1927, stron VII+239.
E. Sanczer

[1} Nowy sposéb rozwiazywania réwnarn nieoznaczonych pierwszego stopnia, Krakéw
1887, stron 15.

Waclaw Franciszek Sierpiriski (1882-1969)
[1] O pewnym zagadnieniu z rachunku funkcji asymptotycznych, PMF 17 (1906), 77—

118.
{2] Sur le développement de 1’expression #/a en un produit infini, BAU (1907), 1052—
1057.

[3] O sumowaniu szeregu z§z r(n)f(n), gdzie T(n) oznacza liczbe rozktadéw liczby

n na sumeg kwadratéw dwéch liczb catkowitych, PMF 18 (1908), 1-59.
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[4] Uogélnienie pewnego wzoru Sterna, STNW 1 (1908), 136-140.

[5] O wartosciach $rednich kilku funkcji liczbowych, STNW 1 (1908), 115-122.

[6] O pewnym przypadku blednego stosowania zasady mnozenia prawdopodobiehstw,
WM 11 (1909), 77-80.

[7] Wzér analityczny na pewna funkcje liczbows, WM 11 (1908), 225-231.

[8] O rozktadach liczb catkowitych na réznice dwéch kwadratéw, WM 11 (1908), Do-
datek: Sprawozdania z posiedzeii Kola Matematyczno-Fizycznego w Warszawie za
rok 1906/07, 89-110.

[9] O wymiernych punktach kota, WM 12 (1908), Dodatek: Sprawozdania z posiedzert
Kola Matematyczno-Fizycznego w Warszawie za rok 1907/08, 47-54.

[10] Dowéd elementarny pewnego wzoru z analizy, WM 12 (1908), Dodatek: Sprawoz-
dania z posiedzei Kola Matematyczno-Fizycznego w Warszawie za rok 1907/08,
71-75.

{11] Teoria liczb (skrypt), Lwéw 1908, stron 549.

[12] Un théoréme sur les nombres irrationnels, BAU (1909), 725-727,

[13] O systematycznych rozwinigciach liczb na iloczyny nieskoficzone, PMF 20 (1909),
215-234, Uwaga, ibid. 21, 197-198.

[14] Pewne twierdzenie o liczbach niewymiernych, RAU 49 A (1909), 433-444 (poszerzona
wersja polska [12]).

[15] O pewnej sumie potréjnej, STNW 2 (1909), 117-120.

[16] O systematycznych rozwinieciach liczby na iloczyny nieskoficzone, STNW 2 (1909),
207-209.

[17] O zaleznosciach migdzy zasadniczymi wlasnosciami symbolu Legendre’a, STNW 2
(1909), 260-272.

[18] O pewnej whasnoéci charakterystycanej liczb niewymiernych, STNW 2 {1909), 275-
276.

[19] O pewnym twierdzeniu z teorii przyblizefi wymiernych, STNW 2 (1909), 331-334.

[20] O pewnej wlasnosci charakterystycznej liczb niewymiernych, STNW 2 (1909), 358-
359.

[21] O wyrazaniu liczb za pomoca cyfr przy dowolnej zasadzie numeracji, WM 13 (1909),
Dodatek: Sprawozdania z posiedzenn Kota Matematyczno-Fizycznego w Warszawie
za rok 1909, 55-58.

[22] Sur la valeur asymptotique d’une certaine somme, BAU (1910), 9-11.

[23] O pewnej whasnosci charakterystycznej liczb wymiernych, PMF 21 (1910), 1-6 (po-
szerzona wersja [18]).

[24] Zagadnienia i metody analitycznej teorii liczb, WM 14 (1910), 123-138.

[25] O wartosci asymptotycznej pewnej sumy, RAU 50 (1910), 1-10 (poszerzona wersja
polska [22]).

[26] Sur un algorithme pour développer les nombres réels en séries rapidement conver-
gentes, BAU (1911), 113-117.

[27) O kilku algorytmach dla rozwijania liczb rzeczywistych na szeregi, STNW 4 (1911),
56-717.

(28] O twierdzeniu Waringa, Wektor 3 (1913), 132-133.

[29] Teoria liczb, 1 wyd. Warszawa 1914, stron XIV + 412, IT wyd. Warszawa 1925, stron
XIL + 410, 111 wyd. Warszawa-Wroclaw 1950, stron VI + 544.

[30] Teoria liczb, Poradnik dla samoukéw, Wydanie nowe, Tom I Matematyka, Warszawa
1915, 178-190.

[31] Démonstration élémentaire d’un théoréme de M. Borel sur les nombres absolument
normaux et détermination effective d’un tel nombre, Bull. Soc. Math. France 45
(1917), 125-132.
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[32] Sur une conséquence du petit théoréme de Fermat, BAU (1920), 103-104.

[33] Dowéd twierdzenia, ze kazda liczba calkowita jest suma szesciu szeSciandéw liczb
caltkowitych, Przeglad Mat-Fiz. 1 (1923), 105.

[34] Wstep do teorii liczb, Lwéw-Warszawa 1933, stron 72.

[35] Remarque sur une hypothése de Chinois concernant les nombres (2" — 2)/n, CM 1
(1947), 9.

[36] Remarque sur la répartition des nombres premiers, CM 1 (1948), 193-194.

[37] Remarques sur la décomposition des nombres en sommes des carrés de nombres
impairs, CM 2 (1949), 52-53.

[38] Contributions & I’étude des restes cubiques, ASPM 22 (1949), 269-272.

[39] Sur les puissances du nombre 2, ASPM 23 (1950), 246-251.

[40] Sur la périodicité mod m de certaines suites infinies d’entiers, ASPM 23 (1950),

252-258.

[41] Un théoréme sur les nombres premiers, Matematiche (Catania) 5 (1950), 66-67.
Rectification ibid. (1951), 138.

[42] O pewnym zagadnieniu Fermata, Matematyka (Wroctaw) 3 (1950) no 1, 1-4.

[43] Jeszcze o zadaniu nr 20, Matematyka 3 (1950) no 1, 51.

[44] O pewnych zagadnieniach teorii liczb, Matematyka 3 (1950), no 3, 12-20.

Wiadyslaw Smosarski (1876-1960)

[1] Teoria reszt w oéwietleniu teorii grup, WM 15 (1911), Dodatek: Sprawozdania z
posiedzenn Kola Matematyczno-Fizycznego w Warszawie za rok 1909, 105-115.

E. Snopek
[1] O kongruencji z” +A1z" " 4+ A22" "2 4.. .+ An = 0 (mod p), PMF 4 (1893), 63-70.
Anna Stamirowska
[1] O pewnym twierdzeniu Ernesto Cesaro, WM 44 (1938), 129-132.
Edward Stamm (1886-1940)
[1] Cribro de Eratostenes, WM 29 (1926}, 87-90.
Hugo Steinhaus (1887-1972)

[1] Déterminer la plus petite valeur d’un nombre A tel que AN + 1 soit premier, In-
termédiaire des math. 20 (1913), 139-140.
[2] Sur les fonctions independentes. VI, Equirepartition, Studia Math. 9 (1940), 121-

132.
[3] Sur un théoréme de M. V. Jarnik, CM 1 (1947), 1-5.

Mikolaj Trynkowski
[1] O réwnaniach dzielczych funkcji eliptycznych, Warszawa 1900, stron IX + 157.
Stanistaw Turski (1906-1986)

[1] Sur la décomposition de nombres entiers en sommes de carrés de nombres impairs,
Bull. Soc. Roy. Sci. Liége 2 (1933), 70-71.
[2] Eine Bemerkurg zur additiven Zahlentheorie, ASPM 15 (1936), 165-167.

Arnold Walfisz (1892-1962)

[1] (z E. Landauem), Uber die Nichtfortsetzbarkeit einiger durch Dirichletsche Reihen
definierter Funktionen, Rend. Circ. Mat. Palermo 44 (1920), 82-86.
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[2] Uber die summatorischen Funktionen einiger Dirichletscher Reihen, Inaugural-Dis-
sertation, Gottingen 1922, stron 56.
[3] (z J. E. Littlewoodem) The lattice points of a circle, Proc. Roy. Soc. A 106 (1924),
478-488.
[4] Zur Abschitzung von (‘(% + it), Nachr. Ges. Wiss. Gottingen, Math.-phys. Klasse
1924 155-158.
(5] Uber Gitterpunkte in mehrdimensionalen Ellipsoiden, MZ 19 (1924), 300-307.
[6] Uber das Piltzsche Teilerproblem in algebraischen Zahlkérpern, MZ 22 (1925), 153-
188.
[7] Uber zwei Gitterpunktprobleme, MA 95 (1925), 69-83.
[8] O najnowszych pracach w dziedzinie teorii liczb, WM 29 (1925), 47-71.
[9] Uber die Idealfunktion quadratischer Zahlkorper, PMF 34 (1925-1926), 35-47.
(10] Teilerprobleme, MZ 26 (1927), 66-88.
(11] Uber Gitterpunkte in mehrdimensionalen Ellipsoiden, II, MZ 26 (1927), 106-124.
[12] (z G. Szegd) Uber das Piltzsche Teilerproblem in algebraischen Zahlkérpern, I, MZ
26 (1927), 138-156.
[13] (z G. Szegd) Uber das Piltzsche Teilerproblem in algebraischen Zahlkdrpern, 1T, MZ
26 (1927), 467-486.
[14] Uber das Piltzsche Teilerproblem in algebraischen Zahlkérpern, II, MZ 26 (1927),
487-494.
[15] Beitriage zur Theorie der Dedekindschen Zetafunktion, I Abschatzung von ¢(1+ it),
MA 97 (1927), 624-634.
[16] Uber Gitterpunkte in mehrdimensionalen Ellipsoiden, 111, MZ 17 (1927), 245-268.
[17] Uber Gitterpunkte in mehrdimensionalen Kugeln, MZ 27 (1927), 469-480.
[18] O pewnym zagadnieniu dzielnikéw Ramanujana, PMF 35 (1927-1928), 101-126.
[19] Uber einige neuere Ergebnisse der Gitterpunktlehre, PMF 36 (1928- -1929), 107-135.
[19a) O nékterych novéjéich vysledcich z teorie miizovych bodu, Casopis Pést. Mat. Fys,
59 (1929), 200-223 (przektad czeski [19]).
[20] Zur elementaren Zahlentheorie, Abh. Math. Sem. Hamburg 7 (1929), 132-133, Be-
richtigung ibid. 8 (1931), 348-350.
[21] (z V. Jarnikiem) Uber Gitterpunkte in mehrdimensionalen Ellipsoiden, MZ 32
(1930), 152-160.
[22] Ein metrischer Satz iiber Diophantische Approximationen, Fund. Math. 16 (1930),
361-385.
23) Referat 0 “Odczytach z Teorn Liczb” E. Landaua, WM 32 (1931) 1-58.

7] Zur Theorie der diophantischen Niherungen, STNW 24 (1931), 115-121.

8] (z S. Chowla) On a trigonometric sum, Proc. London Math. Soc. Ser. 2, 34 (1932),
401-413.

[29] Uber Gitterpunkte in mehrdimensionalen Ellipsoiden, IV, MZ 35 (1932), 212-229.

[30] Uber einige trigonometrische Summen, II, MZ 35 (1932), 212-229.

[31] Wertevorrat der Dedekindschen Zetafunktion um o = 1, Jahresber. Deutsch. Math.

Verein 42 (1932), 62-68.

(32] Uber die Koeffizienten einiger Modulformen, PMF 40 (1933), 149-155.

(33] Uber die Koeflizientensummen einiger Modulformen, MA 108 (1933), 75-90.

(34] Tellerpmbleme 11, JRAM 169 (1933), 111-130.

(35] (z S. Chowly) Uber cine Riemannsche Identitat, AA 1 (1935), 87-112.

[36] Zur additiven Zahlenthcorie, AA 1 (1935), 123-160.
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26] Uber eine trigonometrische Summe, Journ. London Math. Soc. 6 (1931), 169-172.
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