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Rozwdj programu Hilberta

Celem tego artykulu jest przedstawienie rozwoju programu Hilberta od
pierwszych jego sformulowan na poczatku tego wieku, poprzez wyniki Godla
o niezupetnosci (1931) i ich wzmocnienia (koniec lat siedemdziesiatych), az
po powstale pod ich wplywem uogélniony i zrelatywizowany program Hil-
berta. Wskazemy tez jak wyniki tzw. matematyki odwrotnej przyczynily sie
do pokazania, ze oryginalny program Hilberta moze byé cze$ciowo zrealizo-
wany.

1. Program Hilberta. Matematyka przetomu XIX i XX wieku cha-
rakteryzuje si¢ z jednej strony ogromnym rozwojem, pojawieniem si¢ wielu
nowych dyscyplin, wielu waznych i znaczacych wynikéw — a z drugiej kry-
zysem swych podstaw. Kryzys ten — zwany w literaturze drugim dla od-
réznienia od pierwszego, ktéry mial miejsce w starozytnosci i zwigzany byt
gléwnie z odkryciem niewspdimierno$ci — wiazal sie z problemem statusu
i roli obiektéw abstrakcyjnych. Teoria mnogoSci stworzona przez Georga
Cantora (1845-1918) w ostatniej éwierci XIX wieku wydawala sie otwie-
ra¢ bramy raju dla matematyki i jej podstaw, dajac matematyczna teorie
zbioréw nieskoficzonych i wyjasniajac problemy zwiazane z nieskoficzono-
scia aktualng. Niestety idylla ta zostala wkrétce zaklécona przez wykrycie
antynomii w systemie Cantora. Pewne z nich znal juz sam Cantor — na przy-
ktad antynomig zbioru wszystkich liczb porzadkowych czy antynomie zbioru
wszystkich zbioréw. Potrafil je jednak wyeliminowaé wprowadzajac rozréz-
Rienie pomiedzy klasami a zbiorami (por. [38]). Nowe trudnoéci pojawily
si¢ jednak przy okazji podjetej przez Gottloba Fregego (1848-1925) préby
redukeji matematyki do logiki. Ot6z Bertrand Russell (1872-1970) studiu-
Jac dzielo Fregego Grundgesetze der Arithmetik odkryl, ze system logiki, do
ktérego ten ostatni redukuje arytmetyke liczb naturalnych, jest sprzeczny
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~— mozna w nim bowiem zbudowaé antynomig klas niezwrotnych (nazywana
dzisiaj antynomia Russella). To oznaczalo rzeczywisty kryzys w podstawach
matematyki (podkreslmy: w podstawach matematyki, a nie w samej mate-
matyce, poszczegdlne jej dzialy rozwijaly sie bowiem dalej w sposéb raczej
niezakiocony).

Podjeto oczywiscie rozmaite préby zaradzenia trudnoéciom proponujac
rézne rozwigzania. 7 jednej strony podwazano zasadnoéé rozumowan operu-
jacych nieskoficzonoécia aktualng widzac w tej ostatniej Zrédlo antynomii.
W konsekwencji proponowano ograniczenie metod matematyki do bezpiecz-
nych i dobrze ugruntowanych metod skotriczonych. I tak na przyklad Le-
opold Kronecker (1823-1891) sugerowatl ograniczenie matematyki do liczb
naturalnych (jego poglady bardzo dobrze streszcza czesto przytaczane zda-
nie wypowiedziane przez niego na jednym z zebran naukowych w Berlinie w
roku 1886: Liczby naturalne stworzyt Pan Bdg, wszystko inne jest dzielem
ludzkim (Die ganzen Zahlen hat der liebe Gott gemacht, alles andere ist
Menschenwerk)). Henri Poincaré (1854-1912) dopatrywal si¢ Zrédia anty-
nomii w niepredykatywnoéci matematyki ! i Zadal ograniczenia si¢ tylko do
metod predykatywnych. Jeszcze dalej szty propozycje Luitzena E. J. Bro-
uwera (1881-1966), twércy intuicjonizmu. Zaproponowal on mianowicie pe-
wien radykalny program przebudowy matematyki zmierzajacy do oparcia jej
na pierwotnej intuicji liczby naturalnej. Matematyka to wedlug Brouwera
wolna zyciowa aktywno§é umystu, ktora moze (i powinna) by¢ rozwijana
niezaleznie od jakiegokolwiek jezyka. Gloszac ontologiczng zasade koncep-
tualizmu odrzucal on platonizm Cantora proponujac ograniczenie si¢ tylko
do metod konstruktywnych i eliminujac z matematyki wszelkie dowody nie-
konstruktywne twierdzeni egzystencjalnych. Te ostatnie bowiem sa wedlug
niego Zrédtem antynomii. Konceptualizm Brouwera implikowal tez odrzu-
cenie nieskonczono$ci nieprzeliczalnej i ograniczenie si¢ tylko do zbioréw
przeliczalnych.

Wszystkic te préby zaradzenia trudnosciom mialy jedna ceche wspdlna.
016z wszystkie one sprowadzaly si¢ do rezygnacji z pewnych dzialéw i me-
tod matematyki (zwlaszcza tych operujacych nieskoficzonoscia aktualna) i
prowadzily w konsekwencji do zubozenia matematyki. David Hilbert (1862-
1943) byt temu zdecydowanie przeciwny. Pisal: To co robig Weyl i Brouwer
to nic innego jak pojécie w $lady Kroneckera! Probujq ont uratowaé matema-
tyke wyrzucajge z niej wszystko, co sprawia klopot... Jezeli zgodzimy si¢ na

1 Definicje niepredykatywne to definicje, w ktérych definiuje si¢ pewien obiekt N przez
odwolanie si¢ do pewnego ogéiu obiektéw E (na przyklad za pomoca kwantyfikacji wzgle-
dem E), ktérego N jest jednym z elementéw. Przykladem definicji niepredykatywnej moze
by¢ definicja nastgpujaca: zbiér liczb naturalnych N jest to najmniejszy zbiér zawierajacy
liczbg 0 i zamkniety ze wzgledu na operacje nastepnika. Definiujemy tu bowiem nieznany
obiekt N przez odwolanie si¢ do ogélu obiektéw, do ktérego to ogdtu obickt definiowany
nalezy jako element.
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takie propozycje, to ryzykujemy utrate wielu najwiekszych naszych skarbow
(por. [45], s. 155). Na innym za$ miejscu z mocg podkreslat: Z raju, ktdry
stworzyt nam Cantor, nikt nie powinien moc nas wypedzié (Aus dem Para-
dies, das Cantor uns geschaffen hat, soll uns niemand vertreiben kénnen)
(por. [28]).

Hilbert nie ograniczyt sie oczywiscie tylko do protestu przeciw prébom
ratowania matematyki przez jej ograniczanie. Zaproponowal tez pewien pro-
gram ugruntowania matematyki klasycznej operujacej nieskonczonoscia ak-
tualna — program ten nazywa sie dzi§ programem Hilberta. Stal on sie
podstawa nowego kierunku w filozofii matematyki, mianowicie formalizmu
(ktéry obok logicyzmu Fregego i Russella oraz intuicjonizmu Brouwera jest
jednym z giéwnych wspétczesnych kierunkéw filozofii matematyki 2).

Pierwsza wzmianke o tym, co nazywamy programem Hilberta, znajdu-
jemy w wyktadzie, jaki wyglosit on na II Miedzynarodowym Kongresie Mate-
matykow w Paryzu w 1900 roku. Wérdd dwudziestu trzech najwazniejszych
probleméw, ktére wymagaja rozwigzania, wymienit tam pod numerem 2
problem wykazania niesprzecznosci aksjomatow arytmetyki (rozumiejac pod
tym terminem teorie liczb i analize) (por. [27]). Nastepnie wielokrotnie wra-
cat do sprawy ugruntowania matematyki w swych wykladach i artykutach
(zwlaszcza w latach dwudziestych) proponujac jednoczesnie metode realiza-
¢ji tego zadania. Wspomnie¢ tu trzeba przede wszystkim o jego wykladzie
z roku 1901, wygloszonym na zebraniu Getyngenskiego Towarzystwa Mate-
matycznego, w ktérym moéwil o problemie zupelnoéci i rozstrzygalnoéci. E.
Husserl relacjonuje giéwny problem postawiony wtedy przez Hilberta tak:
Czy mam prawo powiedzieé, w oparciu o aksjomaty dla liczb naturalnych,
ze kazde zdanie mowigce o tych liczbach jest albo prawdziwe, albo fatszywe?
(por. [32]). W serii wyktadéw w latach dwudziestych Hilbert dalej precyzo-
wal problemy, a jednoczesnie relacjonowal czeSciowe wyniki uzyskane przez
siehie i swoich uczniéow (P. Bernaysa, W. Ackermanna, M. Schénfinkela,
J. von Neumanna). Wymieni¢ tu trzeba wyktady w Zurychu (1917), Ham-
burgu (1922), Lipsku (1922), Monastyrze (Miinster) (1925) (por. [28]), drugi
wyktad w Hamburgu (1927) (por. [29]) i w koficu wyklad Problems der
Grundlegung der Mathematik wygloszony na Miedzynarodowym Kongresie
Matematykéw w Bolonii (1928) (por. [30]). W tym ostatnim wykladzie wy-
liczyt cztery gldwne problemy wymagajace rozwiazania i zwiazane z kwestig,
ugruntowania matematyki klasycznej: 1. znalezienie finitystycznego dowodu
niesprzecznosci analizy, 2. rozszerzenie tego dowodu na rachunki funkcyjne
wyzszych rzedéw, 3. dowdd zupelnosci systemu aksjomatow dla teorii liczb 1
analizy, 4. dowdd petnosci systemu regut logicznych (czyli logiki picrwszego
rzedu).

2 Czytelnika zainteresowanego problemami i kierunkami filozofii matematyki odsy-
lamy do §wietnej pracy T. Batoga [4] oraz do ksiazek R. Murawskiego [40] i [42].
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Dodaé tu nalezy, ze Hilbert przywigzywat wielka wage i znaczenie do
problemu ugruntowania matematyki klasycznej i Ze cata sprawa przekra-
czala wedlug niego ramy samej tylko matematyki. W [28] pisal: Defini-
tywne wyjasnienie natury nieskoriczonosci stato sie koniecznosciq nie tylko
ze wzgledu na specjalne znaczenie tej kwestii dla tej czy innej nauki, ale
takze dla uczczenia samego umystu ludzkiego.

Program Hilberta opieral si¢ na zalozeniach kantowskich (por. [13]). Idac
za Kantem twierdzil Hilbert, ze nieskoficzono§¢ matematyczna jest ideg czy-
stego rozumu, tzn. jest pojeciem wewnetrznie niesprzecznym, ktéremu jed-
nak w rzeczywistoéci zmystowo poznawalnej nie odpowiada nic. 7 drugiej
strony pisal: ([28], s. 170~171; przeklad polski tej pracy znaleZé moina w
[40], s. 288-307).

Juz Kant uczyt, ze matematyka rozporzqdza trescig zabezpieczong nie-
zaleznie od wszelkiej logiki 1 dlatego nigdy nie moze byé uzasadniona
przez samg logike; z tego wilasnie powodu wysitki Fregego ¢ Dedekinda
mustaty spetzngé na niczym. Co$ musi juz byé dane w przedstawieniu
jako warunek wstepny dla stosowania wnioskowan i wykonywania ope-
racji logicznych: sq to mianowicie pewne pozalogiczne konkretne przed-
mioty, ktdre tam wystepujq poglgdowo, jako bezposrednie przezycia, przed
wszelkim mysleniem. Jezeli myslenie logiczne ma byé pewne, to przed-
mioty te muszq si¢ dawaé catkowicie ogarngé jednym spojrzeniem we
wszystkich ich czeSciach; a to, Ze nastepujq jedynie po drugich lub sq
zestawione jedne obok drugich, jest bezposrednio poglgdowo dane wraz z
samymi tymi przedmiotamsi jako co$, co ani nie da sie zredukowaé do
czego innego, ani nie potrzebuje takiej redukcyi. Takie jest podstawowe
stanowisko filozoficzne, ktore uwwazam za potrzebne dla matematyki i w
ogdole dla catego naukowego myslenia, rozumienia i porozumiewania sie.

Zgodnie z tym Hilbert wyraZnie rozréznil finitystyczng cze$¢ matema-
tyki nie wymagajaca Zadnych uzasadnien i cze$¢ infinitystyczna, ktéra po-
trzebuje ugruntowania. W matematyce finitystycznej mamy do czynienia z
tzw. zdaniami realnymi, ktore sa w pelni sensowne, bo odwotuja sie tylko do
konkretnych obiektéw. Matematyka infinitystyczna operuje tzw. zdaniami
idealnymi odwolujacymi sie do wielkosci nieskonczonych. Hilbert byl prze-
konany, ze kaide prawdziwe zdanie realne ma dowdd finitystyczny. Obiekty
i metody infinitystyczne graja tylko pomocnicza role. Pozwalaja one na bu-
dowanie prostszych, krétszych i bardziej eleganckich dowodéw —- ale kazdy
taki dowdd mozna zastapi¢ dowodem finitystycznym. Byt tez przekonany,
ze niesprzecznos$¢ implikuje istnienie i ze kazdy dowdd istnienia nie poda-
jacy konstrukcji postulowanych obiektéw jest w istocie zapowiedzig takiej
konstrukcji.
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W zadnej z prac Hilberta nie znajdziemy niestety precyzyjnej definicji
pojecia “finitystyczny”. Mamy tam jedynie pewne sugestie, jak on je rozu-
mial. Stad rézne interpretacje tego kluczowego terminu. Zazwyczaj przyj-
muje sie, ze rozumowanie finitystyczne to rozumowanie pierwotnie rekuren-
cyjne w sensie Skolema, czyli dajace sie sformalizowaé w arytmetyce pier-
wotnie rekurencyjnej PRA 3. Ale znalez¢é mozna i inne interpretacje. I tak na
przyktad M. Detlefsen sugeruje, by nawet pewne warianty w-reguly uznad
za finitystyczne (por. [11]), za§ C. Smorynski proponuje, by zamiast dy-
chotomicznego podzialu realny/idealny rozwazaé trychotomie real/finitary
general/ideal (por. [53]). D. Prawitz (por. [44]) twierdzi, Ze za zdania re-
alne uznaé nalezy réwnania pomiedzy liczbami, ich kombinacje boole’owskie
(czyli kombinacje otrzymane za pomoca spdjnikéw zdaniowych) oraz zdania
postaci Yzp(z), gdzie formula ¢ jest taka, iz kazdy poszczegdlny przypadek
@(t) jest rozstrzygalny. Wszystkie pozostate zdania zaliczy¢ nalezy do ide-
alnych.

Aby ugruntowaé matematyke infinitystyczna, nalezato si¢ oprzeé na bez-
piecznych i pewnych metodach finitystycznych. Hilbert zaproponowal, by
uczynié to za pomocy stworzonej przez niego teorii dowodu (Beweistheorie).
Byla to nowa dziedzina, ktérej przedmiotem badan miaty byé wlasnie do-
wody matematyczne, przy czym obiekty te nalezalo bada¢ metodami ma-
tematycznymi. W odniesieniu do gléwnego problemu nalezalo wykazaé, ze
dowody, w ktorych stosuje sie elementy idealne w celu udowodnienia zdafh
realnych, zawsze prowadza do poprawnych wynikéw. Mozna tu wyrdznié
dwa aspekty, a mianowicie problem wykazania zachowawczosci i problem
dowodu niesprzecznosci. Pierwszy z nich polega na pokazaniu, ze kazde zda-
nie realne, ktére mozna udowodni¢ w matematyce infinitystycznej (a wiec
uzywajac nieskonczono$ci aktualnej), moze byé w istocie dowiedzione w ma-
tematyce finitystycznej, czyli ze — jak méwia logicy — matematyka infinity-
styczna jest zachowawczym rozszerzeniem matematyki finitystycznej wzgle-
dem zdan realnych. Wiecej: nalezalo pokazaé, ze istnieje finitystyczna me-
toda transformacji (tlumaczenia) infinitystycznych dowodéw zdah realnych
na ich dowody finitystyczne. Drugi za$ aspekt, czyli problem niesprzeczno-
Sci, polegal na wykazaniu (za pomocg srodkéw finitystycznych rzecz jasna),
ze cala matematyka infinitystyczna (a wiec cata matematyka klasyczna) jest
niesprzeczna.

Oba te problemy sa zreszta — jak to wykazat G. Kreisel — §ciéle z soba
powiazane (por. na przyklad [50]). Otéz mozna pokazaé, ze jesli ¢ jest II$
zdaniem, czyli zdaniem postaci Vzo(z), gdzie ¢ zawiera formuly atomowe,
spéjniki i ewentualnie kwantyfikatory ograniczone, oraz T+ ¢ (gdzie T jest
teorig infinitystyczna), to S+ Conr F ¢ (gdzie § jest teoria finitystyczna, za$

3 Ponizej, w czesci 4 opiszemy dokladniej ten system.
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Conr jest zdaniem méwiacym, ze teoria T jest niesprzeczna). Jesli wiec teraz
utozsamimy zdania realne ze zdaniami klasy 1Y (por. propozycje Prawitza),
to rozwiazanie problemu niesprzecznosci daje tez rozwiazanie problemu za-
chowawczodci. Istotnie, jesli bowiem potrafimy udowodni¢ za pomoca $rod-
kéw finitystycznych (czyli w teorii ), Ze matematyka infinitystyczna (czyli
T) jest niesprzeczna, to wtedy wiemy, ze kaide zdanie realne dowodliwe
za pomoca metod infinitystycznych (tzn. w T') moze by¢ tez dowiedzione
metodami finitystycznymi (czyli w §).

W ten sposdb zadanie ugruntowania matematyki klasycznej zostato spro-
wadzone do rozwigzania za pomoca metod finitystycznych problemu nie-
sprzecznoéci i problemu zachowawczo$ci. Jak to jednak zrobi¢? Otéz, aby
méce sensownie badaé¢ dowody matematyczne, nalezy przede wszystkim do-
kladnie wiedzieé, co to jest dowdd w matematyce. Cho¢ matematycy sg na
0g6t zgodni co do tego, czy dane rozumowanie stanowi dowdd danego twier-
dzenia, czy nie, to jednak samo pojecie dowodu jest niejasne i nieprecyzyjne.
Podjete przez G. Fregego i B. Russella (z wykorzystaniem prac G. Peano)
préby ugruntowania matematyki na bazie systeméw sformalizowanych opar-
tych na rachunku predykatéw pierwszego rzedu pozwolily nadaé stowu ,,do-
wo6d” Sciste znaczenie. Wykorzystujac te osiagniecia Hilbert zaproponowat
przede wszystkim formalizacje matematyki, tzn. rekonstrukcje matematyki
infinitystycznej jako duzego systemu sformalizowanego (zawierajacego takie
podstawowe dzialy jak logika klasyczna, teoria mnogoéci, arytmetyka liczb
naturalnych, analiza). Zabieg ten pozwalal na traktowanie twierdzen jako
formul, a wigc skonczonych ciaggéw napisow, czyli obiektow konkretnych.
Dowody stawaly sie przy takiej rekonstrukeji skoiczonymi ciggami formut
zbudowanymi wedlug z gdry okreSlonych jasnych regut (odwolujacych sie
tylko do ksztaltu napiséw, a nie do ich tresci, sensu czy znaczenia). Stawaly
sie¢ wiec skoficzonymi ciagami skonczonych ciagéw napisow, a wiec znéw
obiektami konkretnymi, ktére mozna badaé za pomoca metod finitystycz-
nych. Stawiano wszakze warunek, jesli chodzi o dobér aksjomatéw i regul
wnioskowania. Ot6Z powinny one by¢ tak dobrane, by wystarczyly do roz-
wigzania kazdego problemu, ktéry mozna sformutowaé w jezyku danej teorii
jako zdanie realne, tzn. by mozna bylo na ich podstawie rozstrzygnac kazde
zdanie realne (logicy mowia tu o zupetnym ukladzie aksjomatéw).

To byl pierwszy etap realizacji programu Hilberta. Przygotowawszy w
ten sposdb grunt przez u$cislenie pojecia dowodu i jego rekonstrukcje za
pomoca pojecia dowodu sformalizowanego, mogt przystapic¢ Hilbert do dru-
giego etapu, ktéry polegal na wykazaniu zachowawczosci matematyki wzgle-
dem zdan realnych oraz na dowodzie niesprzecznosci. Zadanie to sprowa-
dzalo si¢ do badania dowoddéw sformalizowanych, a wiec skoiczonych cig-
gow napiséw. Mozna to byto robié za pomoca bezpiecznych i pewnych metod
finitystycznych — i to wlasnie bylo gtéwnym celem hilbertowskiej teorii do-
wodu.
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W tym miejscu nalezy wyjasni¢ pewna kwestie. Otéz czgsto twierdzi sig,
ze wedlug Hilberta i formalizmu matematyka to nic innego jak tylko gra
symboli, ktére przeksztalca si¢ zgodnie z przyjetymi na poczatku regutami.
To falszywe stwierdzenie powstalo zapewne pod wplywem zarzutéw, jakie
pod adresem Hilberta formulowal Brouwer, jak i pod wplywem pézniej-
szych doktryn, zwlaszcza tzw. formalizmu écistego H. B. Curry’ego (por.
[10]), ktoére wyrosty z formalizmu Hilberta. Otéz trzeba tu zdecydowanie
podkreli¢, ze formalizacja byta dla Hilberta tylko zabiegiem metodycznym,
narzedziem majacym stuzy¢ realizacji programu ugruntowania matematyki
klasycznej. Hilbert nigdy nie twierdzil, ze matematyka jest systemem sfor-
malizowanym. Dla niego byta to tylko rekonstrukcja istniejacej matematyki
dokonywana w pewnym okre§lonym celu.

2. Niezupelnoéé arytmetyki a program Hilberta. Sformutowaw-
szy program ugruntowania infinitystycznej matematyki klasycznej za po-
mocy §rodkéw matematyki finitystycznej, Hilbert i jego uczniowie przys-
tapili do realizacji tego zadania odnoszac pewne sukcesy. Na przyktad W.
Ackermann wykazal za pomoca metod finitystycznych (1924) niesprzecznosé
pewnego fragmentu arytmetyki liczb naturalnych (por. [1] i [2]). Wkrétce
jednak mialy wydarzy¢ sie rzeczy, ktdre zakldcily ten obraz.

Ot6z w dniach 5-7 wrzesnia 1930 roku odbywala si¢ w Krélewcu II Kon-
ferencja Epistemologii Nauk Scistych (zorganizowana przez Gesellschaft fiir
Empirische Philosophie). Na konferencji tej w dniu 6 wrzeénia krétki 20-
minutowy komunikat wyglosit matematyk i logik wiedenski Kurt Godel
(1906-1978). Méwit w nim o wynikach zawartych w swojej pracy doktor-
skiej, a mianowicie o twierdzeniu o pelnosci. Rezultaty te byly w duchu
programu Hilberta i pokazywaly, ze przyjety jako baza rekonstrukcji mate-
matyki system logiki pierwszego rzedu jest adekwatny. Byly wiec pozytyw-
nym rozwiazaniem problemu 4 z wyktadu Hilberta w Bolonii (patrz wyzej).

Ostatniego dnia konferencji odbyla sie sesja dyskusyjna, w ktérej glos
zabral tez Godel. Zaanonsowal wtedy najnowsze swe rezultaty na temat
niezupelnosci arytmetyki liczb naturalnych. Te wyniki z kolei wydawaly sie
przeczy¢ mozliwodci realizacji programu Hilberta (i sugerowaly negatywna
odpowiedZ na trzy pierwsze problemy z wykladu bolonskiego).

W styczniu 1931 roku w czasopiSmie Monatshefte fir Mathematik und
Physik ukazala si¢ praca Godla zawierajaca twierdzenie o niezupelnosci za-
anonsowane w Krélewcu (por. [24]). Miala ona staé si¢ jedna z najbardziej
znanych (i chyba najczesciej cytowanych) prac z logiki i podstaw matema-
tyki 4. Poniewaz istnieje bogata literatura po§wiecona tej problematyce, nie

4 Zostala ona tez przedstawiona 25 czerwca 1932 roku Uniwersytetowi Wiedefiskiemu
jako rozprawa habilitacyjna i na jej podstawie Godel otrzymal veniam legendi zostajac 11
marca 1933 roku docentem prywatnym (Privatdozent).
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bedziemy wchodzié tu w szczegdly (odsylajac Czytelnika do odpowiednich
pozycji, na przyklad do ksiazek E. Mendelsona [35] czy R. Murawskiego
[41]). Powiedzmy tylko, Ze we wspomnianej pracy Godla znajdujemy twier-
dzenie, zwane dzié pierwszym twierdzeniem Godla o niezupetnosci, gloszace,
ze arytmetyka liczb naturalnych i wszystkie systemy bogatsze sg istotnie nie-
zupelne, o ile tylko sa niesprzeczne. Oznacza to w szczegdlnosci, Ze istniejg
zdania nierozstrzygalne w arytmetyce, czyli takie zdania ¢, Ze ani ¢, ani
—¢ nie sg twierdzeniami. Przy tym jedno z nich jest oczywiscie prawdziwe.
Co wiecej, tej cechy niezupelnoSci nie mozna usunaé, na przyklad przez
dodanie zdan nierozstrzygalnych jako nowych aksjomatéw, gdyz wtedy po-
jawig si¢ nowe zdania nierozstrzygalne w tej bogatszej juz teorii. Wyniki
Godla wskazywaly wiec na istotna ograniczono$¢ poznawcza metody de-
dukcyjnej. Pokazywaly, Zze nie mozna zawrze¢ calej matematyki (ba, nawet
caloéci prawd o liczbach naturalnych) w niesprzecznym systemie sforma-
lizowanym. Podawaty one przyklad zdania realnego (mdéwigcego o liczbach
naturalnych), ktére mozna udowodni¢ za pomoca metod nieskoniczonych (in-
finitystycznych), ale ktére nie ma dowodu finitystycznego.

Godel zaanonsowal tez w swej pracy z roku 1931 inne jeszcze twierdze-
nie, zwane dzi§ drugim twierdzeniem Gédla o niezupetnosci. Méwilo ono, ze
w zadnej teorii sformalizowanej zawierajacej arytmetyke liczb naturalnych
nie mozna dowies¢ jej wlasnej niesprzecznosci. Godel zaanonsowat tylko to
twierdzenie obiecujac podaé¢ dowdd w czedci drugiej pracy, ktéra miata sie
wkrétce ukazac. W rzeczywistosci cze$¢ ta nie zostala nigdy napisana i Gédel
nigdy nie opublikowal dowodu swego drugiego twierdzenia (wyjasniajac to
potem tym, ze w miedzyczasie dowdd tego twierdzenia stal si¢ znany i w
zwiazku z tym nie bylo juz potrzeby publikowania go). Co wiecej, wska-
zéwka dotyczaca dowodu, jaka podal w [24], okazala sie niepoprawna (por.
w tej sprawie [14], patrz tez [41]). Pierwszy pelny dowdd twierdzenia o nie-
dowodliwosci niesprzecznoéci podali D. Hilbert i P. Bernays w drugim tomie
monografii Grundlagen der Mathematik (por. [31]).

Wyniki Gédla podwazyty program Hilberta. Czy go jednak obalilty? Na
pytanie to nie mozna udzieli¢ definitywnej i jednoznacznej odpowiedzi z tego
prostego powodu, Ze sam program zostal sformutowany nie do konca precy-
zyjnie. Kluczowe dlan terminy takie jak ,realny”, ,idealny”, . finitystyczny”
itd. nie sy precyzyjne i nigdy nie zostaly przez Hilberta §cisle zdefiniowane.
W zwiazku z tym formuluje si¢ rozmaite odpowiedzi. Tak wiec twierdzi sie,
ze wyniki Godla obality program Hilberta — por. na przyklad Smorynski
[50], [52], [53]. Z drugiej strony formuluje si¢ przeciwne opinie. Na przy-
klad M. Detlefsen w [11] twierdzi, ze drugie twierdzenie Godla nie pocigga
za sobg obalenia propozycji Hilberta, poniewaz zdanie sformalizowanego je-
zyka arytmetyki liczb naturalnych orzekajace, ze jest ona niesprzeczna, nie
wyraza w istocie niesprzecznoSci w takim sensie, w jakim rozumiat jg Hil-
bert. Podobnie w [12] Detlefsen broni tezy, ze pierwsze twierdzenie Gddla
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nie pokazuje niemozliwosci wykazania zachowawczosci. Prowadzono tez i na-
dal si¢ prowadzi rozmaite szczegélowe badania zwiazane z warunkami, jakie
naktada sie na formuly, ktérych uzywa sie¢ do formalnego wyrazenia metama-
tematycznej wlasno$ci niesprzeczno$ci. Nie mozemy tu oczywiscie wchodzié
w bardzo skomplikowane szczegdly techniczne tych badan. Nalezy jednak
zdecydowanie podkresli¢, ze program Hilberta w odniesieniu do sformalizo-
wanego systemu arytmetyki nie musi oznaczaé jego porazki w odniesieniu do
elementarnej teorii liczb w sensie nieformalnym. Nie mozna bowiem wyklu-
czyé mozliwosci, Ze te ostatnia uda sie sformalizowaé za pomoca systemu,
ktéry mozna ugruntowac finitystycznie.

Interesujace jest tez w tym kontekécie przyjrzenie si¢ reakcji samego
Hilberta i G6dla na powstala sytuacje. Otéz Hilbert, obecny wprawdzie na
konferencji w Krolewcu, nie styszal wypowiedzi Gédla anonsujacej twierdze-
nie o niezupelnosci (by! zajety sprawami zwiazanymi z przygotowywanym
wystapieniem w miejscowym radio w zwigzku z nadaniem mu godnosci ho-
norowego obywatela miasta ). Dowiedzial si¢ o nich dopiero na poczatku
1931 roku. I, jak pisze Smorynski: Byt 2ty z poczqtku, wkrétce jednak zaczqt
szukaé drog wyjécia (por. [53]). Zaproponowat dolaczenie do regul wniosko-
wania tzw. w-reguty:

@(0), ¢(1), £(2), .- -, ¢(n),... (n €N)
Vzo(z)

a wiec reguly, ktéra, w odréznieniu od innych regut logiki pierwszego rzedu,
ma nieskonczenie wiele przeslanek, ale ktéra pozwala na wydedukowanie
z aksjomatéw arytmetyki Peano PA wszystkich prawdziwych zdah aryt-
metycznych. W przedmowie do [31] pisal: ... gloszona czasem opinia, ze
z wynikow Gédla wynika niewykonalnos$é mojej teorii dowodu, okazuje sie
bledna. Z rezultatow tych wynika jedynie, ze w bardziej zaawansowanych do-
wodach niesprzecznosci przyjgé trzeba stanowisko finitystyczne w glebszym
sensie niz to jest konieczne przy rozwazaniu formalizmow elementarnych.

Godel zas w pracy [24] pisal: Chce wyraznie zaznaczyé, ze twierdzenie
XI (i odpowiednie wyniki dla M i A) nie przeczq formalistycznemu punk-
tow: widzenia Hilberta. Stanowisko to bowiem zaktada tylko istnienie dowodu
niesprzecznosci, w ktorym uzywa sie jedynie Srodkdw finistycznych, a mozna
przeciez wyobrazi¢ sobie, ze istniejq dowody finitystyczne, ktdrych nie mozna
wyrazi¢ w formalizmie P (czy M czy A) °.

S/ tej okazji Hilbert wygtosil wyktad pt. Naturerkennen und Logik, ktérego wystuchal
Gaodel. I byt to pierwszy i ostatni raz, gdy Godel widzial Hilberta. Nigdy si¢ poza tym nie
spotkali i nigdy z sobg nie korespondowali (por. [55], s. 85).

6 Twierdzenie XI glosi, ze jezeli P jest niesprzeczne, to niesprzecznosci P nie mozna
dowies¢ w P, gdzie P to arytmetyka liczb naturalnych sformalizowana w ramach prostej
teorii typéw; M oznacza tu teori¢ mnogosci, za$ A analize klasyczna.
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Na spotkaniu Kola Wiedenskiego dnia 15 stycznia 1931 roku Goédel ar-
gumentowal, ze watpliwe jest czy wszystkie intuicjonistycznie poprawne do-
wody mogg byé wyrazone w jednym systemie sformalizowanym (por. [46]). W
[26] Godel ezplicite sugerowal wprowadzenie ciaggu coraz silniejszych teorii
pozaskoniczonych, aby otrzymac nowe twierdzenia arytmetyki.

Prawdziwe, ale nierozstrzygalne zdanie arytmetyki wskazane przez Godla
w pracy [24] mialo tre§¢ metamatematyczna, a nie matematyczna (méwilo
ono: ,,Ja nie jestem twierdzeniem”). Taki tez charakter mialy inne znalezione
poZniej zdania nierozstrzygalne — w szczegdlnosci zdania Rossera, Kreisla
i Levy’ego, Kenta, Mostowskiego czy Shepherdsona (por. [51]). Cho¢ inte-
resujace dla logikéw, byly one mniej ciekawe dla zwyklych matematykow.
To wszystko pomniejszato (filozoficzne i metodologiczne) znaczenie uzyska-
nych wynikéw. Ciagle bowiem mozna bylo jeszcze zZywi¢ nadzieje, ze w za-
kresie zdafd matematycznie interesujacych (cokolwiek mialoby to znaczyé)
matematyka (w szczegélnoéci arytmetyka liczb naturalnych) jest zupelna.
Powstal wiec problem ewentualnego znalezienia prawdziwych, ale nieroz-
strzygalnych zdan o tresci matematycznej, czy lepiej, teorioliczbowe;j.

Kwestia ta zostala rozwigzana przez J. Parisa, L. Harringtona i L. Kir-
by’ego, ktérzy podali przyktady prawdziwych, ale nierozstrzygalnych zdad o
treéci kombinatorycznej (por. [43]) i teorioliczbowej (por. [34]). Nie bedziemy
tu wchodzié w szczegdly techniczne tych wynikéw (odsylamy Czytelnika na
przyklad do [39] lub [41]). Powiedzmy tylko, Ze daja nam one przyklady
prawdziwych zdan arytmetycznych, ktére nie maja ,czystych”, tzn. aryt-
metycznych dowodéw. Doktadniej, uzyskaliSmy przyklady zdan méwiacych
o pewnych kombinatorycznych wlasnosciach zbioréw skonczonych czy o wta-
sno$ciach ciggéw liczb naturalnych, ale naturalne dowody tych zdaf uzywaja
zbioréw nieskonczonych i, co wiecej, poniewaz zdania te sa niedowodliwe w
arytmetyce Peano, wiec kazdy ich dowdd musi zawieral co$, co wykracza
poza dziedzing obiektéw skonczonych. Sa to wigc twierdzenia arytmetyczne,
ktore maja tylko dowody ,nieczyste”, natomiast nie maja ,czystych” dowo-
déw arytmetycznych. Zdaja sie one potwierdza¢ opinie E. Posta, ze dowdd
matematyczny jest w istocie wynikiem tworczej aklywnosci umystu i ze nie
mozna w zwiazku z tym a priori ogranicza inwencji matematykéw (kazac
im na przyklad pracowaé¢ w takim, a nie innym systemie sformalizowanym).

3. Uogéblniony program Hilberta. Wyniki Gédla na temat niezu-
pelnosci arytmetyki i niedowodliwosci niesprzecznosci wskazaly na trudnosci
zwigzane z probami realizacji programu Hilberta. Naturalng reakcjy na te
trudno$ci byla idea rozszerzenia zasobu dopuszczalnych srodkéw prowadzaca
do powstania tzw. uogdlnionego programu Hilberta. Wydaje si¢, ze Paul
Bernays (1888-1977) byt jednym z pierwszych, ktérzy sktonni byli dopuscié
nie tylko metody finitystyczne, ale ogolnie metody konstruktywne. Pisat on:
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Stato sie oczywiste, zZe finite Standpunkt nie stanowi jedynej alternatywy w
stosunku do klasycznych sposobow rozumowania i ze nie jest on konieczng
konsekwencjq idei teorii dowodu. W zwigzku z tym zasugerowano rozszerze-
nie [zasobu] metod teorii dowodu: zamiast ograniczenia do finitystycznych
metod rozumowania Zgdano tylko, by argumentacja miata charakter kon-
struktywny, co pozwala na operowanie ogolniejszymi regutami wnioskowania
(por. [5], s. 502).

Jakie byly Zrédla i motywacje tej zmiany pogladéw? Jednym z nich mo-
gla by¢ pokazana niezaleznie przez K. Godla i G. Gentzena redukcja aryt-
metyki Peano PA do intuicjonistycznego systemu HA arytmetyki Heytinga.
Pokazali oni mianowicie, Ze PA jest wzglednie niesprzeczna z HA, tzn. jezeli
HA jest niesprzeczna, to réwniez PA jest niesprzeczna (por. [25], [22] 7).
Inna motywacja mogl byé dowdd Gentzena niesprzecznoéci arytmetyki PA
za pomocy indukcji pozaskonczonej wzgledem ¢q (por. [20], [21] 8).

Nie jest w ogolnosci jasne, co to znaczy “metody konstruktywne”. Wy-
daje sie, ze pojecie to jest réwnie nieprecyzyjne co pojecie finitystycznoéci.
Jednak idea dopuszczenia metod konstruktywnych, a nie tylko §rodkéw fini-
tystycznych, stala sie obowiazujacym paradygmatem i w jego ramach pro-
wadzono i nadal prowadzi si¢ szeroko zakrojone badania, ktére daly wiele
interesujacych wynikéw. Charakter tego artykulu nie pozwala na wchodze-
nie w szczegoly techniczne. Wspomnijmy wiec tylko o badaniach opartych
na idei Gentzena stosowania indukcji pozaskonczonej wzgledem pewnych
rekurencyjnych liczb porzadkowych, o programie redukcjonistycznym Fefer-
mana czy w konicu o idei Godla rozszerzenia finite Standpunkt za pomoca
funkcjonatéw pierwotnie rekurencyjnych wyzszych typéw (przeglad wynikéw
uzyskanych w ramach tych badan znalezé mozna w pracy [15]).

Dla nas wazne jest to, ze z badan tych wynikaja dwa wnioski: 1. kla-
syczng analize mozna rozwija¢ w zachowawczych rozszerzeniach elementar-
nej teorii liczb, oraz 2. silne niepredykatywne fragmenty analizy moga, by¢
zredukowane do teorii konstruktywnych, tzn. mozna podaé za pomoca me-
tod konstruktywnych dowody wzglednej niesprzecznosci niepredykatywnych
fragmentéw arytmetyki II rzedu.

Z filozoficznego i metodologicznego punktu widzenia nalezy podkreslié
jeszcze jedna sprawe. Otdz wszystkie te propozycje rozszerzenia zasobu do-
puszczalnych $rodkéw istotnie wykraczaja poza ramy programu Hilberta.

7 Niemiecka wersja pracy [22] pt. Uber das Verhdltniss zwischen intuitionistische und
klassische Arithmetik zostala przyjeta do druku przez Mathematische Annalen w roku
1933, ale zostala nastgpnie wycofana w zwiazku z publikacja pracy Gédla [25].

8 Tu znéw ciekawostka historyczna. Otéz pierwsza wersja dowodu Gentzena zostala
przestana do redakcji w roku 1935, ale odrzucona z powodu krytyki, z jaka spotkala sie
uzyta przez niego metoda uznana za zbyt silna. Ta wersja pracy stala si¢ publicznie znana
dzigki pracy Bernaysa [6] i zostala ostatnio opublikowana w imieniu Gentzena, por. [23)].
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Ten ostatni dopuszczal tylko metody i obiekty finitystyczne, ktére maja ja-
sny sens fizyczny i sa niezbedne w kazdym naukowym rozumowaniu i my$le-
niu. Zadne z proponowanych uogdlnieri za pomoca metod konstruktywnych
nie ma tej cechy i zaden z nowych §rodkéw nie moze by¢ uznany za fini-
tystyczny (nawet mimo nieprecyzyjnosci tego terminu). Uzyskane wigc w
ramach nowych paradygmatéw wyniki sa zgodne wprawdzie z duchem re-
dukcjonistycznej filozofii Hilberta, ale nie moga by¢ zadna miara uznane za
wklad w sam program Hilberta.

4. Zrelatywizowany program Hilberta. Inng reakcja na trudnoéci
w realizacji pragramu Hilberta ujawnione przez twierdzenia o niezupeinosci
jest tzw. zrelatywizowany program Hilberta. Zamiast rozszerzaé zaséb do-
puszczalnych érodkéw mozna postawié¢ sprawe tak: skoro nie mozna calej
klasycznej matematyki infinitystycznej ugruntowaé na bazie matematyki fi-
nitystycznej, to mozna zapytac, dla jakiej czesci tej matematyki jest to moz-
liwe? Innymi slowy: jaka cze$¢ matematyki infinitystycznej moze byé rozwi-
nieta i zbudowana w systemach sformalizowanych, ktdre sa zachowawcze w
stosunku do matematyki finitystycznej wzgledem zdan realnych? Badania
prowadzone w tym kierunku uzyskaly w ostatnich latach silny impuls ze
strony tzw. matematyki odwrotnej (ang. reverse mathematics); otrzymane
w jej ramach rezultaty pokazuja, Ze znaczna czes¢ matematyki klasycznej
moze by¢ finitystycznie ugruntowana.

Zanim opowiemy o tych wynikach, musimy dokonaé¢ pewnych uscislen.
Przede wszystkim musimy zdecydowaé, jak bedziemy rozumieli terminy “fi-
nitystyczny” oraz “zdanie realne”. Za Taitem [54] przyjmiemy, Ze finityzm
Hilberta jest adekwatnie wyraZony za pomoca systemu PRA arytmetyki
pierwotnie rekurencyjnej, zwanej tez arytmetykg Skolema. Jest to system
sformalizowany pierwszego rzedu wyrazony w jezyku zawierajacym naste-
pujace symbole pozalogiczne: stala 0 (liczba zero), symbol funkcyjny 1-ar-
gumentowy S (funkcja nastepnika) oraz symbol funkcyjny f dla kazdej funk-
cji pierwotnie rekurencyjnej f. Aksjomaty pozalogiczne PRA to aksjomaty
dotyczace liczebnikéw 0,.50,550,... (czyli nazw poszczegdlnych liczb na-
turalnych 0,1,2,...), rtéwnania definicyjne dla funkcji pierwotnie rekuren-
cyjnych oraz schemat indukcji dla formut bezkwantyfikatorowych. Teoria
PRA jest z pewnoscia finitystyczna (przy dowolnym rozumieniu tego poje-
cia), a z drugiej strony wystarczajaco silna, by méc w niej sformalizowad
wszystkie elementarne rozumowania o liczbach naturalnych i o skoficzonych
ciagach symboli. Drugie kluczowe pojecie, pojecie zdania realnego, usci§lamy
w ten sposéb, ze zdania realne utozsamiaé bedziemy ze zdaniami klasy 119,
czyli ze zdaniami jezyka arytmetyki Peano PA postaci Vzp(z), gdzie ¢(z)
jest formuly zawierajaca formuly atomowe, spéjniki zdaniowe i ewentualnie
kwantyfikatory ograniczone.
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Okazuje sie, ze matematyke klasyczna mozna sformalizowac nie tylko w
teorii mnogosci, ale spore jej fragmenty (takie jak geometria, teoria liczb,
analiza, réwnania rézniczkowe, analiza zespolona itd.) mogg by¢ sforma-
lizowane w pewnym znacznie stabszym systemie A; arytmetyki II rzedu
(oznaczanym tez czasem symbolem Z;). Wydaje sie, ze jako pierwsi zauwa-
zyli to D. Hilbert i P. Bernays. H. Weyl za$ pokazal w [56], ze istotna cze$é
matematyki moze by¢ rozwinieta w pewnym “predykatywnym” fragmencie
A5 (dopuszczajacym w-iteracje definiowalnodci arytmetycznej).

Arytmetyka II rzedu jest to system sformalizowany w jezyku pierw-
szego rzedu (sic/) z dwoma rodzajami zmiennych: z,y, 2, ... (zmienne prze-
biegajace liczby naturalne) oraz X,Y,Z,... (zmienne przebiegajace zbiory
liczb naturalnych). Stale pozalogiczne jezyka L(A7) arytmetyki A to:
0,5,4,-, €. Aksjomaty pozalogiczne A; s3 nastepujace:

1. aksjomaty arytmetyki Peano PA bez schematu indukcji,

2. (aksjomat ekstensjonalnosci) Vz(z € X =z €Y)— (X =Y),

3. (aksjomat indukcji) 0 € X & Vz(z € X — §(z) € X) — Vz(z € X),

4. (aksjomat wyrdzniania) 3X Vz(z € X = ¢(z,...)), gdzie ¢(z,...) jest
formuty jezyka L(A3) arytmetyki Ay, w ktérej zmienna X nie jest wolna
(jest to wiec schemat nieskoficzenie wielu aksjomatéw; aksjomat ten nazywa
sie tez czasem aksjomatem istnienia zbioréw).

Modele teorii A3, to struktury postaci (X, M, €), gdzie M jest mode-
lem arytmetyki Peano PA, a X" jest pewna rodzing podzbioréw universum
M modelu M (obszerne informacje o semantyce arytmetyki II rzedu A i
zwigzanych z nia modelach znaleZé mozna w pracach [3], [36] i [37]).

Formalizujac matematyke w teorii A; unikamy rozmaitych trudnosci i
klopotéw zwigzanych z teorig mnogosci, takich na przyktad jak kwestia przy-
Jjecia czy odrzucenia tych czy innych aksjomatéw dotyczacych zbioréw i zwia-
zanych z tym rozstrzygnieé filozoficznych (dotyczy to zwlaszcza aksjomatu
wyboru i aksjomatu zbioru potegowego). Natrafiamy jednak na inne pro-
blemy. Najwazniejszy z nich, to problem niepredykatywnosci arytmetyki A
(przypomnijmy, ze Poincaré wlasnie w niepredykatywnosci dopatrywal sie
zrédla wszelkich paradokséw). Otéz aksjomat wyrézniania pozwala na two-
rzenie zbioréw niepredykatywnych, bowiem wystepujaca w nim formula ¢
moze mieé postaé¢ VY9 (Y,z,...), a zatem definiujac zbiér X za pomoca for-
muty ¢ odwolujemy si¢ do uniwersum wszystkich zbioréw, do ktérego nalezy
tez zbidr X wladnie definiowany. Okazuje si¢ jednak, ze trudno$¢ t¢ mozna
wyeliminowaé. Mianowicie w przypadku formalizacji konkretnych fragmen-
tow matematyki klasycznej wystarczy rozwazaé tylko fragmenty arytmetyki
Ay, dokladniej, fragmenty otrzymane przez dopuszczenie tylko pewnych
postaci aksjomatu wyrdzniania. I w ten sposéb dochodzimy do matematyki
odwrotne;j.
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Matematyka odwrotna, to program badawczy sformulowany przez H.
Friedmana na Kongresie Matematykéw w Vancouver w 1974 roku (por.
[16]). Jego celem jest badanie roli aksjomatu wyrézniania, czyli aksjomatu
istnienia zbioréw w matematyce. Gléwne pytanie mozna sformulowaé na-
stepujaco: niech bedzie dane pewne twierdzenie 7, pytamy ile aksjomatu
wyrézniania potrzeba, by dowie$§¢ 7?7 Metode stosowana w matematyce od-
wrotnej przy badaniu takich kwestii mozna opisa¢ tak: Zalézmy, ze w pew-
nym fragmencie §(7) arytmetyki A; mozina udowodni¢ zdanie 7. Pytamy,
czy S(7) jest najstabszym fragmentem A; o tej wltasnosci. Aby odpowie-
dzie¢ pozytywnie na to pytanie, pokazuje sig, Ze aksjomat wyrdzniania teorii
S(7) jest rté6wnowazny (na gruncie pewnej stabszej teorii, ktéra sama nie do-
wodzi 7) zdaniu 7. W tym dowodzie najtrudniejsza jest zwykle implikacja:
jezeli 7, to aksjomat wyrézniania teorii (7). To wyjasnia tez nazwe “ma-
tematyka odwrotna” — wyprowadzamy tu bowiem aksjomat z twierdzenia,
czyli postepujemy odwrotnie niz sie to zwyklo czyni¢ w matematyce.

W ramach matematyki odwrotnej wyodrebniono pewne konkretne frag-
menty arytmetyki IT rzedu A5 i bada si¢ ich moc dowodowsg, oraz znaczenie
z punktu widzenia matematyki klasycznej. W szczegdlnoéci bada sie naste-
pujace teorie: RCAg, WKLo, ACAg, ATRg, I1} — CAy. Opiszemy tu doktad-
niej, ze wzgledu na ich znaczenie dla naszych dalszych rozwazan, tylko trzy
pierwsze z nich. '

System RCAy jest to teoria w jezyku L(A;) oparta na nastepujacych
aksjomatach pozalogicznych: '

1. PA~, tzn. aksjomaty arytmetyki Peano PA bez schematu indukcji,

2. schemat indukcji dla formul X9, czyli formut postaci zp(z), gdzie ¢
jest formuta mogaca zawieraé tylko formuly atomowe, sp6jniki i ewentualnie
kwantyfikatory ograniczone:

©(0) & Vzp(z) — (5z)] — Vzp(c),
3. (rekurencyjny aksjomat wyrdzniania)
Valp(z) = ¥(o)] — IXValz € X = o(a)],
gdzie ¢ jest formula X9, a 1 — formuta I19.

Angielska nazwa aksjomatu 3, najistotniejszego w tym fragmencie A; —
recursive comprehension aziom — wyjasnia tez skré6t RCAy. Podstawowym
modelem teorii RCAg jest struktura (Rec,Ap, €), gdzie Rec jest rodzing
wszystkich zbioréw rekurencyjnych, a My jest modelem standardowym aryt-
metyki Peano.

Teoria WKLq to teoria w jezyku L(A; ) oparta na nastepujacych aksjo-
matach pozalogicznych:

1. aksjomaty teorii RCAy,
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2. staby lemat Kdniga, tzn., zdanie gloszace, ze kazde nieskoiczone drze-
wo dwdjkowe ma galaZz nieskonczona.

Angielska nazwa aksjomatu 2 — weak Kénig’s lemma — wyjasnia skrét
WKLg. Teoria WKLg jest silniejsza niz RCAg, struktura (Rec, Ny, €) nie
jest modelem WKLjg.

Teoria ACAy to system w jezyku L(A; ) oparty na nastepujacych aksjo-
matych pozalogicznych:

1. aksjomaty PA™,

2. aksjomat ekstensjonalnosci,

3. aksjomat indukcji, tzn.

0eX &Ve[z € X — S(z) € X] - Vz(z € X)

4. arytmetyczny schemat wyrdzniania, tzn. schemat wyrdzniania dla
wszystkich formut arytmetycznych, czyli formul jezyka L(AZ) nie zawie-
rajacych kwantyfikatoréw wiazacych zmienne zbiorowe.

Angielska nazwa aksjomatu 4 — arithmetic comprehension axiom — wy-
jasnia skrot ACAg. Teoria ACAy jest istotnym rozszerzeniem teorii WK1Lg.

Wyréznione fragmenty arytmetyki II rzedu okazuja sie adekwatne w
stosunku do réznych czeéci matematyki klasycznej. I tak w szczegSlnoéci
w teorii RCAp mozna skonstruowaé liczby rzeczywiste, zdefiniowaé pojecie
zbieznosci ciagu, pojecie funkceji ciaglej, catki Riemanna itp. oraz udowodnié
szereg pozytywnych wynikéw analizy rekurencyjnej i algebry rekurencyjnej.
W szczegdlnodci mozna udowodnié, ze kazde cialo przeliczalne ma domknie-
cie algebraiczne, ze kazde przeliczalne cialo uporzadkowane ma rozszerzenie
do ciala domknietego w sensie rzeczywistym, jak réwniez twierdzenie o war-
todci posredniej dla funkeji ciagtych (por. [49]).

Teoria WKLy okazuje sie bardzo silna. Mozna w niej udowodnié¢ w szcze-
golnosci nastepujace twierdzenia:

— twierdzenie Heinego-Borela o pokryciu (por. [17]),

— kazda funkcja ciagta na przedziale [0, 1] jest jednostajnie ciagla (por.
[49)),

— kazda funkcja ciagta na przedaziale [0,1] jest ograniczona (por. [49]),

— kazda funkcja ciggla na przedziale [0,1] ma supremum (por. [49]),

— kazda funkcja jednostajnic ciagta na [0, 1], majaca supremum, osiaga
je (por. [49]),

— twierdzenie Hahna-Banacha (por. 8], [9]),

— twierdzenie Cauchy’ego-Peano o istnieniu calki réwnania rézniczko-
wego (por. [47]),

— kazdy przeliczalny pierécien przemienny ma ideal pierwszy (por. [19]),

— kazde cialo przeliczalne formalnie rzeczywiste moze byé uporzadko-
wane (por. (19]),
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— twierdzenie Godla o pelnosci dla rachunku predykatéw (por. [17], [49]).

Co wiecej, jesli ¢ jest jednym z wyzej wymienionych twierdzed matema-
tyki klasycznej, to teoria RCAg + ¢ jest réwnowazna teorii WKLy, tzn. obie
te teorie majy taka samg moc dowodowa i dokladnie te same twierdzenia
moga by¢ w nich udowodnione. Oznacza to, Ze staby lemat Koniga jest ko-
nieczny i jednoczeénie wystarcza do udowodnienia (na bazie teorii RCAg)
kazdego z wyzej wymienionych twierdzen. Z réwnowaznoéci obu teorii wy-
nika tez w szczegdlnosci, ze (na bazie RCAg) z twierdzenia Hahna-Banacha
mozna wydedukowaé twierdzenie Peano i na odwrdt (podobnie dla innych
wymienionych wyzej twierdzei).

Teoria ACAy okazuje sie jeszcze silniejsza z punktu widzenia matematyki
klasycznej. Mozna w niej udowodnié¢ nastepujace twierdzenia:

— twierdzenie Bolzano-Weierstrassa (por. [17]),

— kazdy cigg Cauchy’ego liczb rzeczywistych jest zbiezny (por. [49]),

— kazdy ciag ograniczony liczb rzeczywistych ma supremum (por. [17]),

— kazdy ograniczony ciag liczb rzeczywistych jest zbiezny (por. [17]),

— lemat Arzeli-Ascoliego (por. [49]),

— kazda przeliczalna przestrzen liniowa ma baze (por. [19]),

— kazdy przeliczalny pierScief przemienny ma ideal maksymalny (por.
[19)).

I znéw, tak jak to bylo w przypadku teorii WKLy, jezeli ¢ jest dowol-
nym z wyzej wymienionych zdan, to teoria RCAg + ¢ jest réwnowazna teorii
ACAy. A zatem aksjomat wyrdzniania dla formul arytmetycznych jest ko-
nieczny i wystarczajacy (na bazie teorii RCAg) do udowodnienia kazdego z
powyzszych twierdzen. I dalej, skoro RCAg + ¢ jest réwnowazna ACAy, to
w szczegdlnosci (na bazie teorii RCAg) mozna z twierdzenia Bolzano-Weier-
strassa wydedukowaé na przyklad twierdzenie o istnieniu bazy przestrzeni
liniowej (i podobnie dla innych opisanych twierdzen).

Jakie jest znaczenie tego typu wynikéw? Otdz przede wszystkim poka-
zuja one jaka cze$¢ arytmetyki Il rzedu A, jest w istocie potrzebna do sfor-
malizowania danego fragmentu matematyki klasycznej, czyli do otrzymania
danego, interesujacego nas twierdzenia analizy, algebry czy teorii réwnan
rozniczkowych. Przy okazji okazuje si¢ wiec, ze badania z zakresu logiki i
podstaw matematyki nie zawsze sa oderwane od zwyklej matematyki (jak
powszechnie zwyklo sie sadzi¢), ale Zze maja one (przynajmniej czasami)
zwiazek z nia i, co wiecej, uzyskane wyniki moga nie by¢ bez znaczenia dla
matematyki klasycznej!

Z filozoficznego punktu widzenia bardzo interesujacy (zeby nie powie-
dzie¢ zastanawiajacy) jest fakt, ze pewne konkretne, dobrze opisane frag-
menty A, okazuja sie adekwatne ze wzgledu na matematyczna praktyke
badawcza. Trzeba tu jednak zwréci¢ uwage na pewng kwestie. Otéz dowody
sformalizowane na gruncie fragmentéw arytmetyki II rzedu nie sa po prostu
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zwyklym tlumaczeniem czy transformacja dowodéw wzietych na przyklad z
analizy czy z algebry. R6znig sie one od siebie czasem zasadniczo. W szcze-
gblnosci sformalizowane dowody jedynosci sa na ogé! znacznie trudniejsze i
bardziej skomplikowane niz dowody istnienia, podczas gdy w zwyklej prak-
tyce matematycznej jest zazwyczaj odwrotnie: jedyno$¢ jest na ogél pro-
sta konsekwencja istnienia °. Nie ma tez zadnego bezpo$redniego zwiagzku
miedzy zloZzonoscia i stopniem skomplikowania klasycznego dowodu danego
twierdzenia a pietrem w hierarchii podsysteméw arytmetyki II rzedu A5,
w ktorym mozna dowies¢ jego sformalizowanej wersji. Jako przyklad tego
fenomenu moze stuzyé twierdzenie gloszace, ze kazda grupa abelowa ma pod-
grupe torsyjna, ktore to twierdzenie jest trywialne w algebrze klasycznej, ale
ktére ma te wlasno$c, ze teoria RCAg+ to twierdzenie jest rownowazna teo-
rii ACAp, a zatem w szczegdlnosci rozwazanej wlasnosci grup abelowych nie
mozna dowie$¢ w stabszej teorii WKLg.

Dodajmy tez, ze nie kazde twierdzenie matematyki mozna sklasyfiko-
wal w hierarchii Friedmana podsysteméw arytmetyki A5 . Przykladem ta-
kiego twierdzenia moze by¢ twierdzenie Hilberta o bazie (por. [48]) gloszace,
ze dla kazdego ciata K i dowolnej liczby naturalnej n, wszystkie ideaty w
pier§cieniu K[zq,...,2,] s3 skonczenie generowane. Twierdzenie to mozna
udowodni¢ w teorii ACAy, ale z drugiej strony system RCAg+ twierdzenie
Hilberta o bazie nie jest réwnowazny Zadnemu z rozwazanych systeméw.
Zachodzi przy tym bardzo interesujacy z metodologicznego punktu widze-
nia fenomen. Oznaczmy mianowicie przez WO(«) zdanie gloszace, ze liczba
porzadkowa a jest zbiorem dobrze uporzadkowanym (przez relacje €). Otéz
mozna udowodni¢ w RCAg, ze zdanie WO (w*) jest réwnowazne twierdzeniu
Hilberta o bazie. Jednakze zdanie WO (w®) jest nieporéwnywalne z WKLy.
7 drugiej strony, dla kazdej danej liczby naturalnej n mozna udowodnié w
RCAg, ze WO(w™) jest réwnowaina twierdzeniu Hilberta o bazie dla liczby
n. Co wiecej, WO(w™) jest dowodliwe w RCAy. Mamy wiec tu w efekcie
analogie z w-niezupelno$cia arytmetyki Peano (por. [24], [35], [41]).

Istnieja tez oczywiscie zdania, ktérych nie mozna udowodnié nawet w
pelnym systemie arytmetyki A5, cho¢ mozna je udowodnié na przyktad w
teorii mnogosci Zermelo-Fraenkla (por. [18]).

Jakie sa zwiazki wynikéw uzyskanych w ramach matematyki odwrot-
nej z (zrelatywizowanym) programem Hilberta? Aby wyjaéni¢ te kwestie,
musimy przytoczy¢ kilka twierdzen. Otoz na poczatku lat osiemdziesiatych
L. Harrington i Z. Ratajczyk wykazali zachowawczo$¢ teorii WKLy (Zaden
z nich nie opublikowal swego wyniku; dowéd bedzie mozna znalezé w [49)],

9 Mozna to uznaé za jeszcze jeden argument na rzecz tezy, iz formalizacja jest tylko
narzedziem stuzacym do badania matematyki jako nauki, jest tylko rekonstrukcja ma-
tematyki rzeczywidcie uprawianej, a nie jest dokladnym opisem czynnosci badawczych
normalnego matematyka.
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ktdra to ksiazka bedzie najobszerniejszym Zrodiem informacji o matematyce
odwrotnej). Udowodnili oni mianowicie nastepujace

TWIERDZENIE 4.1. Jezeli (¥, M, €) jest przeliczalnym modelem teorii
RCAq i 2bior A € X, to istnieje rodzina Y C P(M) taka, ze A € Y oraz
(¥, M, €) jest modelem dla WKLy.

Stad wynika latwo nastepujacy

WnNI10SEK 4.2. Teoria WKLy jest zachowawczym rozszerzeniem teorii
RCAg wzgledem zdati klasy 111, tzn, kazde zdanie klasy 111 dowodliwe w
WKLg moze byé tez udowodnione w stabszej teorit RCAy.

Klasa II} zdaf, o ktdrej tu mowa, to klasa zdan jezyka L(A; ) arytmetyki
A5 postaci VX ¢(X), gdzie ¢ jest formuty arytmetyczna, a wiec klasa zdan
zawierajacych tylko jeden duzy kwantyfikator wiazacy zmienna zbiorowa,
oraz, oprocz spéjnikéw, dowolng liczbe kwantyfikatoréw wiazacych zmienne
liczbowe.

W roku 1977 H. I'riedman uzyskal podobny wynik (nigdy go nie opubli-
kowal; znaleZé¢ go mozna réwniez w [33]). Udowodnil on mianowicie naste-

pujace

TwIERDZENIE 4.3. Teoria WKL jest zachowawczym rozszerzeniem sys-
temu arytmetyki Skolema PRA wzgledem zdari 119.

Znéw wyjasnienie: zdania II9 to zdania jezyka arytmetyki Peano postaci
Vedyy(z,y), gdzie ¥ moze zawieraé formuly atomowe, spéjniki i ewentualnie
kwantyfikatory ograniczone. Dowdd Iriedmana uzywal metod teoriomodelo-
wych. Twierdzenie 4.3 ulepszyl W. Sieg podajac jego alternatywny dowéd za
pomocg metod teoriodowcdowych w stylu Gentzena oraz pokazujac pierwot-
nie rekurencyjng transformacje dowodéw zdan 119 w teorii WKLy w dowody
tych zdan w teorii PRA.

Korzystajac teraz z twierdzenia 4.3 i jego wzmocnienia pochodzacego od
Siega oraz taczac te wyniki ze wskazanym wezesniej faktem, iz teoria WK1
jest teorig silng z punktu widzenia matematyki klasycznej, dochodzimy do
wniosku, Ze duza i znaczaca czes¢ matematyki klasycznej moze byé zredu-
kowana do teorii PRA, a wigc moze by¢ finitystycznie ugruntowana. Czeéé
ta wyznaczona jest przez klase 119 zdan. Zauwazmy jednak, ze bardzo wiele
twierdzen matematyki moze byé sformulowanych jako zdania I13. W ten spo-
s6b mozemy stwicrdzié ostatecznie, ze program Ililberta moze byé czesciowo
zrealizowany!

Dodajmy tez, ze opisane wyzej wyniki maja réwniez pewne ,,praktyczne”
konsekwencje. Wskazemy dwie z nich. Otz czgsto stosowana w teorii liczb
technika dowodu jest catkowanie po konturze. Z drugiej strony catkowanie to
moze byé sformalizowane w teorii WKLg. Stad wniosek, ze kazde twierdzenie
teorii liczb dajace si¢ napisaé¢ (w jezyku arytmetyki Peano PA) jako zdanie
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119, ktérego dowodzi sie za pomoca catkowania po konturze, daje si¢ tez
udowodni¢ elementarnie, tzn. w teorii PRA i, co wigcej, mozna efektywnie
(przynajmniej teoretycznie) znaleZé taki dowdd elementarny.

Druga uwaga zwiazana jest z twierdzeniem Artina i z siedemnastym pro-
blemem Hilberta. Ot6z pod numerem 17 Hilbert pytal: Czy kazda dodatnio
okreslona forma [0 dowolnej ilosci zmiennych i o wspétczynnikeh rzeczywi-
stych — R. M.] moze by¢ wyrazona jako utamek sum kwadratéw takich form
(por. [27]; patrz tez [7]) (przypomnijmy, ze forma jest dodatnio okreslona,
jesli nie jest ujemna dla Zadnej wartosci zmiennych). W roku 1926 E. Artin
odpowiedzial pozytywnie na to pytanie. Zauwazmy teraz, ze twierdzenie Ar-
tina mozna zapisaé jako zdanie I19. Z drugiej strony wszystkie wyniki teorii
cial domknigtych w sensie rzeczywistym potrzebne w dowodzie Artina sa
dowodliwe w WKLg. Stad, na mocy twierdzeni Friedmana i Siega wynika, ze
twierdzenie Artina moze by¢ tez udowodnione w arytmetyce PRA, a wiec
elementarnie.

Wydaje sie, ze Hilbert bylby zadowolony z tych wynikéw. Dochodzimy
tez do wniosku, Ze mial on chyba jednak racje twierdzac, ze nie ma zZadnego
ignorabimus w matematyce (por. [28]) oraz koficzac swe przemdéwienie w
lokalnym radio w Krélewcu we wrzesniu 1930 roku pelnymi optymizmu,
pewnosci siebie i wiary w moc matematyki i matematykéw stowami: Wir
missen wissen. Wir werden wissen.
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