ROCZNIKI POLSKIEGO TOWARZYSTWA MATEMATYCZNEGO
) Seria II: WIADOMOSCI MATEMATYCZNE XV (1972)

A. PeELCzYNsKI (Warszawa)

O pewnych problemach Banacha*

W biezagcym roku mija 80 lat od chwili narodzin Stefana Banacha i 40 lat od
ukazania sie jego monografii Théorie des opérations linéaires [1]. W monografii tej
zostaly sformutowane podstawowe pojecia i rezultaty teorii przestrzeni unormo-
wanych, uznane obecnie za klasyczne. Ponadto ksiazka ta zawiera wiele problemow
o réznym stopniu trudnosci, z ktérych cze$¢ pozostala nie rozwigzana do dzis,
chociaz byly one intensywnie atakowane przez wielu matematykéw. Niektére
problemy maja obecnie czysto ,,sportowy” charakter, podczas gdy inne znajduja
siec w centrum rozwoju analizy funkcjonalne;j.

W moim referacie pragng omdéwié blizej nastgpujace problemy:

1° Problem aproksymacji i problem istnienia bazy,

2° Problemy metrycznej i izomorficznej (= liniowo topologicznej) charakte-
ryzacji przestrzeni Hilberta w klasie wszystkich przestrzeni Banacha.

I. Problem aproksymacji i problem istnienia bazy

Przy badaniu wlasnosci operatoréw liniowych (krétko — operatoréw) wygodnie
jest przedstawié zadany operator jako granicg operatoréw o prostej budowie. Po-
niewaZz najlepiej zbadane sa operatory skoficzenie wymiarowe, wigc rozsadnie jest
pytadé sie, kiedy dany operator mozna przedstawi¢ jako granicg operatoréw skoricze-
nie wymiarowych. Wobec tego, Ze granica w normie operatorowe;j ciagu operatoréw
skoficzenie wymiarowych jest operatorem zwartym, naturalne jest pytanie:
Kiedy ustalona przestrzeti Banacha Y ma nastgpujaca wilasno$¢ zwang wlasnosciq
aproksymacji:

(A) Dla kazdego operatora zwartego T: X — Y z dowolnej przestrzeni Banacha
X istniejq operatory skoriczenie wymiarowe F,: X — Y takie, ze

lim|||F,—T||| = lim sup ||F,x—Tx|| = 0.

n fxl=1

* Referat wygloszony dnia 12 stycznia 1972 r. na Sesji Naukowej z okazji podpisania umowy
o powolaniu Miedzynarodowego Centrum im. Stefana Banacha.
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Przypomnijmy, Ze operator T: X — Y nazywa si¢ zwarty, jezeli przeprowadza
kule jednostkowa {xeX: ||x|| <1} w warunkowo zwarty podzbidr przestrzeni Y.
Operator F: X — Y nazywa si¢ skoriczenie wymiarowy, jezeli podprzestrzen liniowa
(krétko — podprzestrzen) F(X) jest wymiaru skoficzonego.

Hipoteza aproksymacji orzeka co nastepuje:

(*) Kazda przesirzeri Banacha ma wlasnosci aproksymacii.

Nie wiemy czy ta hipoteza jest prawdziwa (*). Jest ona powiazana z rozmaitymi
problemami, jak np. problemem jednoznacznos$ci okreslenia §ladu dla operatoréw
nuklearnych.

Grothendieck [5] odkryt w 1955 r. wiele hipotez réwnowaznych hipotezie
aproksymacji. Niektére z nich sg pozornie bardzo proste. Dla przykiadu przyto-
czymy nastgpujace:

(*%) Dla kazdej funkcji f rzeczywistej i ciqglej okreslonej na kwadracie [0; 1]1x
X [0; 1] i dla kazdego & > O istnieje liczba naturalna n, punkty s, 5,5, ...,8,;1;, b,
ey 1,€[05 1] § liczby rzeczywiste ay, ay, ..., a, takie, ze

A= 3 af (s, 0)f(si 0| <o dla (s,0)€ [0; 11x [0 11.
i=1

(**x) Dla kazdej nieskoriczonej macierzy liczbowej M = {a;}; ;_,, ., takiej ze

D' sup la; ;| < oo warunek M* =0, tzn. Yaya, =0 dla i,k = 1,2, ..., pociaga
T ' 7

tr M = 2a,~,-= 0.

Nalezy podkresli¢, ze implikacja (**) = (%) zostata udowodniona przez S. Ma-
zura jeszcze przed wojna. Dodam jeszcze, ze nietrudno pokazaé, Zze hipoteza apro-
ksymacji rownowazna jest nastepujacej hipotezie:

Dowolna osrodkowa przestrzeni Banacha ma wlasno$é aproksymacji.

Typowe przyklady osrodkowych przestrzeni Banacha maja wlasnosci sil-
niejsze niz wlasno$é¢ aproksymacji. Sposrod wielu takich wlasnosci wyrdznimy
za Banachem [1] dwie.

1. Wlasno$¢ ograniczonej aproksymacji:

(B) Istnieje ciqg operatoréw skorczenie wymiarowych F,: Y — Y silnie zbiezny
do operatora toisamosciowego na Y, tzn.

lim||F,(y)—y}l =0 dla ye?Y.

2. Wiasnos$¢ istnienia bazy (Schaudera):
(C) Istnieje uklad biortogonalny {y,, f,} taki, ze dla dowolnego ye Y

lim | 'h)"jfm@)ym—y” =0.
L m=1

() Obecnie juz wiemy (!), por.: Dodane w korekcie, na str. 10.
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Jasne jest, ze (C) = (B) (wystarczy w tym celu polozy¢ F,(») = > f,(3)¥n);
m=1

nietrudno tez pokazaé, ze (B) = (A) (sprawdzajac, ze dla dowolnego zwartego
operatora T: X — Y mamy lim |||F,T—T||| = 0). Ciekawe jest natomiast, Ze pewne

fakty wskazuja, iz wlasnoéci (A), (B), (C) sa w pewnym sensie ,,bliskie siebie”.

Nalezy tu wymieni¢ przede wszystkim gleboki wynik, ktory zawdzieczamy
Grothendieckowi [5]:

Jesli Y jest refleksywnq przestrzeniq Banacha, to (A) = (B).

W zwiagzku z tym twierdzeniem Grothendiecka chcialbym zasygnalizowa¢ wynik
uzyskany ostatnio przez Figla [4], a obalajacy pewne przypuszczenie Grothendiecka.

Jezeli istnieje przestrzeri Banacha nie majgca wlasnoSci aproksymacji, to istnieje
przestrzeri refleksywna nie majgca wlasnosci (ograniczonej) aproksymacji.

Zwiazek miedzy wlasnosciami (B) a (C) pokazuje nastgpujace twierdzenie,
ktére zostalo niedawno niezaleznie udowodnione przez Johnsona, Rosenthala

Zippina [6] oraz Pelczynskiego [8].

Na to, aby przestrzenr Banacha Y miala wlasno$¢ ograniczonej aproksymacji
potrzeba i wystarcza, aby Y byla izomorficzna (= liniowo homeomorficzna) z pewnq
uzupelnialng podprzestrzeniq pewnej przestrzeni Banacha X z bazq Schaudera.

Przypomne, Ze podprzestrzen Z przestrzeni X nazywa si¢ uzupelnialna w X,
jezeli istnieje rzut P: X — Z, tj. taki liniowy operator, ze Pz =z dla ze Z.

Warto jeszcze dodaé, ze przestrzen X z baza mozna wybra¢ w poprzednim
twierdzeniu w sposéb niezalezny od Y, tzn. uniwersalnie i jednoznacznie z doktad-
noscia do izomorfizmu. Wynika to z pewnego rezultatu Pelczyfiskiego [8] (1969).
Oznaczmy te jedyna uniwersalng przestrzenn przez B. Jak zauwazyt W. B. Johnson
[13a), ma miejsce nastgpujacy fakt:

Na to, aby kazda przestrzer Banacha miala wlasnos¢ aproksymacji, potrzeba
i wystarcza, aby przestrzen B* (sprzezona do B) miala wlasno$¢ aproksymacji.

Przejdziemy obecnie do problemu istnienia bazy. W przeciwienstwie do wlasnosci
aproksymacji i wlasnosci ograniczonej aproksymacji nie jest na ogét tatwo sprawdzi¢
dla konkretnej przestrzeni Banacha witasnosé (C), tzn. skonstruowaé w tej przestrze-
ni baze. Naturalna baze ,,wektoréw jednostkowych” maja jedynie przestrzenie
ciggowe. Natomiast konstrukcja bazy w przestrzeniach funkcyjnych wymaga juz
pokonania pewnych trudnosci.

W przestrzeni C([0; 1]) wszystkich funkcji rzeczywistych i ciagtych na odcinku
[0; 1] baza zostala skonstruowana przez Schaudera [10] w 1927 r. Nastepnie Schauder
[11] zauwazyt, ze uklad ortogonalny Haara jest baza w przestrzeniach L, (1 <p <
< 4o00) wszystkich mierzalnych funkcji rzeczywistych na [0; 1], ktérych p-ta po-
tega modutu jest catkowalna wzgledem miary Lebesgue’a. Wyniki te zostaly nastgpnie
przez réznych autoréw uogélnione na przypadek wszystkich osrodkowych przestrze-
ni L,(u), gdzie u jest dowolna miarg, oraz na przypadek przestrzeni C(S) wszystkich
cigglych funkcji rzeczywistych na przestrzeni metrycznej zwartej S.
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Znacznie trudniejszy okazal si¢ nastepujacy problem Banacha [1]:

Skonstruowaé baze w przestrzeni C'([0; 1]x[0; 1]) wszystkich funkcji rzeczy-
wistych okreSlonych na kwadracie [0; 11x [0; 1] i majacych ciqgle pierwsze pochodne
czqstkowe.

Problem ten zostal rozwigzany stosunkowo niedawno przez Schonefelda [12]
i niezaleznie przez Ciesielskiego [2]. Wypracowane przez nich metody pozwolity
skonstruowa¢ baz¢ w przestrzeniach funkcji k£ razy rézniczkowalnych na #-wymiaro-
wej kostce lub n-wymiarowym torusie (cf. Schonefeld [13], Ciesielski i Domsta [3]).
Roéwnocze$nie Mitiagin [7] wykazal, ze przestrzen C*() funkcji rzeczywistych
k-krotnie rézniczkowalnych w sposob ciagly i okre$lonych na n-wymiarowej rozmai-
tosci zwartej £2 z brzegiem lub bez brzegu jest izomorficzna z odpowiednia przestrze-
nig k razy rézniczkowalnych funkcji na n-wymiarowej kostce [0; 1]”. Kombinujac
ten wynik z rezultatami Schonefelda oraz Ciesielskiego i Domsty, otrzymujemy
istnienie bazy w C(Q).

Na zakoficzenie tej czgsSci referatu chcialbym jeszcze wspomnieé, ze pozostaje
otwarte nastepujace pytanie Banacha [1]:

Czy istnieje baza w przestrzeni A wszystkich funkcji zespolonych ciqglych w kole
Iz} <1 i analitycznych w jego wnetrzu?

Norma w A okreslona jest wzorem

I1.f1] = sup | f(2)].

lz|=1

II. Charakteryzacje przestrzeni Hilberta

Przestrzen Banacha X nazywa sie przestrzeniq Hilberta, jezeli norma w X za-
dana jest wzorem
lIxl] = (x, x)},

gdzie (-,) jest dodatnio okreslona symetryczna formg dwuliniowa, ktéra nazy-
wamy iloczynem skalarnym.

Z uwagi na rozmaite zastosowania w innych dziatach matematyki i w fizyce
teoretycznej, przestrzenie Hilberta zajmuja wyjatkowe miejsce w$réd przestrzeni
Banacha. Specjalna technika przestrzeni Hilberta, ktorg zawdzigczamy J. von Neu-
manowi, F. Rieszowi, M. H. Stone’owi i innym, opiera si¢ przede wszystkim na
pojeciach ortogonalnosci i ortogonalnych rzutow, ktére w naturalny sposéb okresla
si¢ poprzez iloczyn skalarny.

Jednakowoz rozmaite konsekwencje istnienia iloczynu skalarnego okreslajg-
cego norme przestrzeni maja czysto metryczny charakter. Powstaje wiec naturalne
pytanie, w jakim stopniu pewne z tych wlasnosci same okre$laja iloczyn skalarny.
Innymi stowy:

Jak ,,wewnetrznie” w jezyku przestrzeni unormowanych zdefiniowaé przestrzenie
Hilberta?
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Najprostszy i najbardziej elegancki wynik w tym kierunku zawdzigczamy
Jordanowi i von Neumanowi [25].

Na to, aby przestrzerr Banacha X byla izometryczna z przestrzeniq Hilberta,
potrzeba i wystarcza, aby dla dowolnych x,ye X spelniona byla tozsamos¢ réwno-
legloboku

Ix+pI12+Hx—pl1* = 2Ix[1*+1¥11).-

W szczegdlnoéci wige przestrzen Banacha jest izometryczna z przestrzenia
Hilberta wtedy i tylko wtedy, gdy kazda dwuwymiarowa podprzestrzen tej przestrze-
ni jest izometryczna z przestrzenia Hilberta.

Poniewaz wszystkie przestrzenie Hilberta ustalonego wymiaru k (k =1,2,...)
s3 izometryczne migdzy soba, wigc w kazdej przestrzeni Hilberta wymiaru > k
wszystkie k-wymiarowe podprzestrzenie sa izometryczne.

Banach [1] zapytuje, czy ta wlasno§¢é charakteryzuje przestrzenie Hilberta
w klasie wszystkich przestrzeni Banacha. Dokladniej:

Niech X bedzie przestrzeniq Banacha i k-liczbq naturalng > 2. Zalézmy, ze
wszystkie k-wymiarowe podprzestrzenie X sq izomorficzne miedzy sobq oraz dim X > k.
Czy zalozenie to pociqga za sobq to, ze X jest izometryczna z przestrzeniq Hilberta?

Problem ten nie jest jeszcze catkowicie rozwiazany. Historia jego jest ciekawa.

Dla k = 2 pozytywna odpowiedz zostala uzyskana przez Auerbacha—Mazura
i Ulama [14] w 1935 r. Dla dowolnej przestrzeni nieskoriczenie wymiarowej pozy-
tywna odpowiedz uzyskal Dvoretzky [19] w 1939 r.

Dla dim X = n pytanie jeszcze pozostaje otwarte, chociaz istotny postep zostat
uzyskany przez Gromova [22] w 1967 r., ktéry otrzymal pozytywna odpowiedz
na problem Banacha dla wszystkich par (k,n) wyszczegélnionych w poniZszej
tabelce.

X rzeczywista przestrzen Banacha X zespolona przestrzenn Banacha
dimX = n dimX =n
k parzyste i n>k ‘ n>k
k nieparzyste 1 n>k+2 ' n>2k

Najprostszy nie rozwigzany przypadek, to n=4, k= 3.

Kilka stéw o metodach, ktérych uzywano przy rozwiazywaniu tego problemu
Banacha. Latwo pokazaé, ze w przypadku gdy X jest wymiaru skoficzonego #,
to problem mozna sformulowaé réwnowaznie nastepujaco:

W n-wymiarowej przestrzeni liniowej nad cialem liczb rzeczywistych lub zespo-
lonych dana jest bryla wypukla ograniczona i centralnie symetryczna taka, ze wszystkie
jej przekroje przez Srodek symetrii hiperplaszczyznami k-wymiarowymi sq (jako
podzbiory przestrzeni k-wymiarowej) afinicznie réwnowazne. Czy bryla ta jest elip-
soidq? Zakladamy, ze n > k > 2.
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Ciekawe jest, ze dla rozwigzania takiego problemu geometrii afinicznej Auer-
bach, Mazur i Ulam uzyli znanego twierdzenia Hopfa o zaczesaniu, tzn. twierdze-
nia o nieistnieniu na dwuwymiarowej sferze cigglego pola wektoréw stycznych nie
zerowych. Gromov uzywat jeszcze bardziej wyrafinowanego aparatu topologicznego
dotyczacego grupy strukturowej kanonicznego rozwidknienia nad rozmaitoscia
Grassmana.

Metoda Dvoretzky’ego wiaze si¢ z jego twierdzeniem o prawie sferycznych
przekrojach. Twierdzenie to jest bardzo interesujace samo przez sie i wskazuje na
specjalne miejsce, jakie zajmuja przestrzenie Hilberta wéréd przestrzeni Banacha.
Brzmi ono nastgpujaco:

Dla kazdego ¢ > 0 i k naturalnego istnieje n = n(k, &) takie, ze dowolna n
lub wigcej wymiarowa bryla wypukla ograniczona i majgca srodek symetrii ma e-sfe-
ryczny k-wymiarowy przekrdj przez Srodek symetrii (e-sferyczno$é oznacza, ze sto-
sunek promienia kuli k-wymiarowej opisanej na tym przekroju do promienia kuli
k-wymiarowej wpisanej w ten przekrdj nie przewyzsza 1--e).

W jezyku przestrzeni unormowanych wynik Dvoretzky’ego formuluje sig
nastgpujaco.

Dla kazdego ¢ > 0 i dla kazdego k naturalnego istnieje n = n(k, ) takie, ze
dla dowolnej przestrzeni unormowanej X wymiaru = n(k, €) istnieje operator Ii-
niowy (e-izometryczny) T:H, - X taki, Ze

1Rl < HTHI| < (1+2)llAll  dla he Hy,

gdzie H, jest k-wymiarowq przestrzeniq Hilberta.

Dowdd tego twierdzenia, anonsowanego w [19], opublikowal Dvoretzky w pra-
cy [20]. Dowdd ten jest bardzo skomplikowany. Opiera si¢ on na subtelnych osza-
cowaniach dla pewnych calek wzgledem miary Haara rozmaitoéci Grassmana,
traktowanych jako przestrzenie jednorodne grup ortogonalnych. Niestety, dowdd
ten zawiera luke, ktéra udalo si¢ zapelni¢ dopiero w 1969 r. (Figiel [21]).
Ostatnio Milman [30] podatl znacznie prostszy dowdd twierdzenia Dvoretzky’ego,
ktdry opiera si¢ na pewnym wariacyjnym lemacie P. Lévy’ego. Ta metoda przenosi
si¢ tez na przypadek przestrzeni zespolonych, ktéry to przypadek w ogdle nie byl
traktowany przez Dvoretzky’ego.

Rezultaty Gromova i Dvoretzky’ego daja metryczna charakteryzacje przestrzeni
Hilberta poprzez wlasnosci podprzestrzeni dowolnie wysokiego wymiaru. Tym réznia
si¢ istotnie od charakteryzacji Jordana i von Neumana, ktéra — jak zauwazylem —
ma ,,dwuwymiarowy charakter”. Obecnie istnieje bardzo wiele dwuwymiarowych
charakteryzacji przestrzeni Hilberta. Zainteresowanym tym przedmiotem mozna
rekomendowa¢ ksiazke¢ Daya [18]. Bardzo ciekawa ,,wielowymiarowa”, a w istocie
3-wymiarowa, charakteryzacja przestrzeni Hilberta pochodzi od Kakutaniego
[26] dla przestrzeni rzeczywistych i od Bohnenblusta [16] dla przestrzeni zespolonych.

Niech X bedzie przestrzeniq Banacha wymiaru > 3 takq, ze dla dowolnej pod-
przestrzeni E istnieje rzut P: X — E o normie [|P|| = 1. Wiéwczas X jest izometryczna
z przestrzeniq Hilberta.
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Wynik ten wiaze si¢ z nastgpujacym problemem Banacha [l]:
Niech X bedzie przestrzeniq Banacha takq, ze dowolna jej podprzestrzen E jest
uzupelnialna w X, tzn. istnieje rzut P:X — E. Czy X jest izomorficzna z przestrzeniq

Hilberta, tzn. czy istnieje pewna przestrzeri Hilberta H i operator liniowy odwracalny
T: H- X?

Odpowiedz twierdzaca na to pytanie oznacza, ze w dowolnej przestrzeni Ba-
nacha nieizomorficznej z przestrzenia Hilberta istnieje nieuzupelnialna podprzestrzen
liniowa. Jednakze skonstruowaé przyklad jakiejkolwiek podprzestrzeni nieuzupel-
nialnej w jakiej§ przestrzeni Banacha okazuje si¢ zadaniem nietrywialnym. Taki
przykltad zostal po raz pierwszy podany przez Banacha i Mazura [15] w 1933 1.
dla przypadku przestrzeni C([0; 1]). Murray [31] podal skomplikowana konstrukcje
nieuzupelnialnych podprzestrzeni w przestrzeniach , i L,(p # 2). Dalszy postep
zostal uzyskany przez Sobczyka [32] w 1941 r., ktdry, wykorzystujac pewna wlasno$¢
inwolucji zwiazanych z ukladem ortogonalnym Walsha, nie tylko podat bardzo
prosta konstrukcje nieuzupelnialnych podprzestrzeni w [, oraz w L,, lecz takze
udowodnil istnienie nieuzupetnialnych podprzestrzeni dla duzej klasy przestrzeni
Banacha (obejmujacej m. in. przestrzenie Orlicza), ktorych kule jednostkowe maja —
méwiac nieprecyzyjnie — dostatecznie wiele hiperplaszczyzn symetrii. Dopiero
w 1971 r. Lindenstrauss i Tzafriri [28] uzyskali catkowite rozwiazanie problemu
Banacha o uzupetialnych podprzestrzeniach.

Warto wspomnieé¢ o uzytej przez nich metodzie.

Mozna stosunkowo prosto pokazaé, ze przestrzen Banacha X jest izomor-
ficzna z przestrzenia Hilberta wtedy i tylko wtedy, gdy

Ky = sup sup d(E, H,)) < +oo,
n  EcX:.dimE=n
gdzie d(E, H,) oznacza kres dolny norm operatoréw liniowych 7T: E iy H, takich,
ze |le|] <||Tell < |T)|-llell dla e€E, za§ H, oznacza n-wymiarowa przestrzen
Hilberta. Ten wynik znajduje si¢ implicite w pracy Grothendiecka [23]; w sposob
jawny pojawia si¢ dopiero w pracy Joichi [24].

Nastepnie Davis, Dean i Singer [17] zauwazyli, Ze jezeli X jest taka przestrze-
nia Banacha, ktorej wszystkie podprzestrzenie sa uzupehialne, to Cy << +o0,
gdzie Cy oznacza kres gérny po wszystkich skorficzenie wymiarowych podprze-
strzeniach X z kreséw dolnych norm rzutéw X na kazda z tych podprzestrzeni.

Dowéd Lindenstraussa i Tzafriri przebiega nie wprost. Autorzy pokazuja,
wykorzystujac w istotny sposob twierdzenie Dvoretzky’ego o prawie sferycznych
przekrojach, ze jezeli Ky = +oo, to tez Cy = —+oo.

Wynik Lindenstraussa i Tzafriri jest przykladem eleganckiej liniowo topolo-
gicznej charakteryzacji przestrzeni Hilberta w klasie wszystkich przestrzeni Banacha.
Tego typu charakteryzacji, w przeciwiefistwie do charakteryzacji metrycznych,
znamy niewiele. Przypuszczalnie pierwsza izomorficzna charakteryzacj¢ przestrzeni
Hilberta podal Grothendieck [23]. Jest ona nastgpujaca:

Na to, aby przestrzeri Banacha X byla izomorficzna z przestrzeniq Hilberta
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potrzeba i wystarcza, aby istnial zbior zwarty S taki, ze przestrzenie X i jej sprze-
zona X* sq izomorficzne z ilorazowymi przestrzeniami przestrzeni C(S) wszystkich
funkcji skalarnych ciqglych na S.

Bardzo ciekawg izomorficzna charakteryzacj¢ przestrzeni Hilberta podat
ostatnio Kwapien [27]. Jego wynik jest nastepujacy:

Niech X bedzie przestrzenia Banacha. Rozpatrzmy przestrzefi unormowana
L%(R, X) zlozong z wszystkich funkcji ciagtych o zwartych no$nikach okreslonych
na prostej rzeczywistej R 1 przyjmujacych wartosci w X. Przyjmujemy

|A= (f 1 f(s)||2ds)* dla feL3(R, X). Niech L*(R, X) bedzie uzupetnieniem

L2(R,X ) w normlel | Okreslamy przeksztalcenie Fouriera F: L(R, X) — L*(R, X)
klasycznym wzorem

+

F(f)(t) = f eMf(s)ds  dla se R; feI2(R, X).

1
Va2r
Wéwczas F jest ograniczonym operatorem liniowym wtedy i tylko wtedy, gdy

X jest izomorficzna z przestrzenia Hilberta.
Chcialbym jeszcze wpomnie¢ o nastgpujacym pytaniu Banacha [1].

Niech X bedzie przestrzeniq Banacha o tej wlasnosci, ze wszystkie nieskoriczenie
wymiarowe oSrodkowe podprzestrzenie X sq izomorficzne miedzy sobq. Czy X jest
izomorficzne z przestrzeniq Hilberta?

,Dodane w korekcie: W maju 1972 r. problem aproksymacji zostal roz-
wigzany przez matematyka szwedzkiego P. Enflo, ktéry skonstruowal przestrzen
Banacha nie majaca wlasnosci aproksymacji [13 b].
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