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Jak dzieli¢ przez zbiér pusty?

W niektdrych zagadnieniach matematycznych, gdy mamy do czynienia z pewnym
zbiorem X i jego podzbiorem A, wygodnie jest rozwaza¢ nowy zbidér X/4 powstaty —
moéwiac potocznie — przez utozsamienie wszystkich punktéw zbioru 4 i pozostawie-
nie punktéw zbioru X\ A4 bez zmiany. Jezeli rozwaza si¢ zbiory postaci X/4 przy
zmiennym A, to powstaje potrzeba uwzglednienia przypadku, gdy A jest zbiorem
pustym. W niniejszych uwagach chcemy oméwi¢ pewien klopot zwigzany z definicja
zbioru X/OQ.

Zatézmy najpierw, ze A jest podzbiorem niepustym zbioru X. Definicja zbioru
X/A w tym przypadku nie budzi watpliwosci: nasuwa si¢ od razu mysl, ze X/A4 nalezy
zdefiniowaé jako zbidr X/R klas abstrakcji odpowiednio dobranej relacji réwno-
waznosci R w X. Niech Dy oznacza relacj¢ identycznosci w X, tzn.

Dy={(x,x): xe X}.
Wprowadzmy oznaczenie

Ry 4= Dy U (AXA4).

Latwo zauwazy¢, ze Ry 4 jest relacja réwnowaznosci w X taka, ze xRy, 4¥ wtedy
i tylko wtedy, gdy x =y albo x,ye A. Zbidr X/A definiujemy wzorem

(M X/A = X|Ry 4.
Klasami abstrakeji relacji Ry 4 sa zbiory {x}, gdzie xe X\ 4, oraz zbior 4. Wobec
tego wzér (1) mozemy zapisaé w nastgpujacej réwnowaznej postaci:
(2) X/A4 = {{x}: xe X\A4} v {4}.
Odrzuémy teraz zalozenie, ze zbidr A jest niepusty. Jezeli chcemy okresli¢

X/O tak, aby wzdr (1) byt nadal prawdziwy, to z uwagi na réwnos¢

Ry g= Dy (@xQ9)= Dy
musimy przyjac
3) X/@ = X/Dy = {{x}: xe X}.
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Zauwazmy, ze zbiér X/Dy bywa potocznie utozsamiany z X, ale jest formal-
nie rézny od X. Na razie nie wida¢ tu jeszcze zadnej trudnosci. Obierzmy
jednak nieco inny punkt widzenia i okreSlmy zbiér X/ opierajac sie na
wzorze (2). Otrzymamy

€)) X/ = {{x}: xe X} v {@}.

Zbiory (3) i (4) sa r6zne, gdyz O jest elementem zbioru (4), ale nie jest elementem
zbioru (3). Zbidr (3) mozna utozsami¢ z X, natomiast zbiér (4) zawiera o jeden
element wigce;j.

Latwo zrozumie¢ przyczyne wystapienia tej dwuznacznosci: w definicji podziatu
zbioru zaklada sig, Ze wszystkie zbiory podzialu sa niepuste. Przechodzac od wzoru
(1) do wzoru (2) w przypadku 4 = & gubimy to zalozenie.

Nasuwa si¢ pytanie, ktory ze wzordw (3), (4) nalezy przyja¢ jako definicje
zbioru X/@. Definicja (3) ma juz pewna tradycj¢ w literaturze matematycznej i jest
przyjmowana np. w teorii pétgrup (por. [1], str. 72). Jezeli X jest pSigrupa i A4 jest
idealem w X, to relacja Ry, 4 nazywa si¢ kongruencjq Reesa. Relacje identycznosci
w polgrupie wygodnie jest traktowaé jako kongruencje Reesa wyznaczona przez
ideat pusty; pozwala to w pewnych przypadkach uzyska¢ odpowiednio$¢ wzajemnie
jednoznaczng miedzy kongruencjami a idealami w pdlgrupie.

Definicja (4) wydaje si¢ mniej naturalna od definicji (3) (gdy ja przyjmiemy,
to odwzorowanie kanoniczne X — X/4 nie bedzie suriekcja dla 4 = @), ale mozna
przytoczy¢ wazkie argumenty przemawiajace na jej korzy$é. Rozpatrzmy nastepujacy
przyktad. Przez zbiér z wyréznionym podzbiorem rozumiemy pare (X, 4), gdzie
X jest zbiorem i 4 = X. Przez zbiér z punktem bazowym rozumiemy pare (X, x),
gdzie X jest zbiorem niepustym i xe X. Czy dowolnemu zbiorowi z wyréznionym
podzbiorem mozna przyporzadkowaé w naturalny sposéb zbidr z punktem bazo-
wym? Oczywidcie tak, mianowicie parze (X, 4) mozemy przyporzadkowaé zbidr (2)
z punktem bazowym A; w szczegélnosdci parze (X, &) przyporzadkowujemy zbidr
(4) z punktem bazowym Q. Otrzymuje si¢ W ten sposdb wazny funktor dzialajacy
migdzy odpowiednimi kategoriami (por. [2]). Definicja (3) jest w tym przypadku
niewygodna, gdyz w zbiorze (3) nie ma kandydata na punkt bazowy odpowiadajacy
pustemu podzbiorowi zbioru X.

Réwniez w teorii pdtgrup wzér (4) ma interesujaca interpretacje. Mianowicie
jesli X jest podtgrupa, to zbior (4) zaopatrzony w odpowiednio okre$lone dziatanie
potgrupowe mozemy traktowaé jako podtgrupe X z dolaczonym zerem. Wzér (2)
rowniez i w tym przypadku okresla pewien funktor (z kategorii polgrup z wyrdz-
nionymi idealami w kategori¢ polgrup z zerami).

Tak wigc trudno da¢ jednoznaczng odpowiedZ na pytanie, ktora z definicji (3),
(4) nalezy si¢ postugiwaé. Pierwszy z autoréw niniejszych uwag jest zwolennikiem
definicji (3), natomiast drugi uwaza, ze wigcej zalet ma definicja (4). Tak czy inaczej,
warto zdawa¢é sobie sprawg z faktu, ze mamy tu dwie rézne mozliwo$ci do wyboru.
Na zakoriczenie nalezy wspomnie¢, ze dla kazdego A < X zbidr (2) jest rownoliczny
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ze zbiorem X/A zdefiniowanym przez drugiego z autoréw w artykule [3]. Definicja
tam podana jest jednak mniej zgrabna, gdyz postuguje si¢ pojeciem sumy rozigcznej
zbioréw, a ponadto wystepuje W niej suma zbioréw réznych typow.
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