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Na marginesie artykulu K. Siekluckiego
,,O geometrii i topologii”

Traktowanie jednej dyscypliny naukowej w izolacji od innych dyscyplin, jednego
dziatlu matematyki w odosobnieniu od innych jest réwnie absurdalne, jak odcinanie
nauki uprawianej w jednym kraju od nauki §wiatowej. Tradycje polskiej topologii
wskazuja na zywe zwiazki, ktdre laczyly badania prowadzone w Polsce z gtéwnymi
nurtami topologii na $wiecie z jednej strony i z rozwojem innych dyscyplin mate-
matycznych z drugiej strony. Kuratowski odkryl podstawowe zwiazki miedzy lo-
gika a teoria mnogosci i topologia mnogosciowa. Uogdlnienia twierdzenia Brouwera
o punkcie statym, ktdre zawdzigczamy Schauderowi, stworzyly nowe metody w teorii
réwnan tézniczkowych. Liczne zastosowania metody kategorii Baire’a i wskazanie
na role klasy przestrzeni metrycznych zupelnych i oSrodkowych w matematyce
wiaze sie z nazwiskami Saksa, Banacha, Mazura, Steinhausa, Sierpifiskiego, Ma-
zurkiewicza i Kuratowskiego. Borsuk, rozwiazujac problem Banacha o izomorfiz-
mie przestrzeni C z jej maksymalnymi hiperplaszczyznami, wprowadzit aparat
liniowych operatoréw przediuzania'i metode dekompozycji, stanowigce dzi§ podsta-
wowe narzedzia przy badaniu liniowo-topologicznej i topologicznej struktury
przestrzeni Banacha. Przykiady te mozna by mnozy¢. Z prac powojennych wspomni-
my choéby o zastosowaniu przez Rasiowa i Sikorskiego metod topologicznych
w logice i stworzong przez Bessage technike norm niezupeinych (za pomoca ktorej
udowodnit on dyfeomorfizm sfery w przestrzeni Hilberta z przestrzenia Hilberta),
stanowiaca dzi$ jeden z podstawowych §rodkéw dla badania nieskonczenie wymia-
rowych rozmaito$ci rézniczkowych.

Za jeden z brakéw artykulu K. Siekluckiego uwazamy pominigcie w nim cha-
rakteryzacji aktualnej roli gldwnych kierunkéw rozwoju wspodlczesnej topologii
oraz wskazania, jakie miejsce w rozwoju tym zajmuja badania topologiczne pro-
wadzone w Polsce. Za drugi z brakéw artykulu Siekluckiego uwazamy traktowanie
geometrii i topologii w izolacji od pozostatych dyscyplin matematycznych. Dotyczy
to zaréwno tej czesci, w ktorej prébuje on ustalié ,,czym jest obecnie geometria
i topologia”, jak i czeéci, w ktdrej zawarta jest ocena obecnego stanu badan topo-
logicznych w Polsce oraz wyrazone sa opinie dotyczace procesu ksztatcenia matema-
tykéw. Wstepna deklaracja Siekluckiego, Ze ,,sprawe jednoéci matematyki i wza-
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jemnego przenikania si¢ roznych jej idei uwazamy dalej za oczywista i bezsporna”
nie sklonita autora do wyciagniecia z niej zadnych wnioskéw w dalszym ciagu
artykulu. Przeciwnie, po przeczytaniu artykutu Siekluckiego odniesliSmy wrazenie,
ze stara si¢ on §ci$le wytyczy¢ granice utopijnego Krolestwa Geometrii i Topologii,
otoczy¢ te granice prawdziwie chifiskim murem zbudowanym ze zmurszalych (jego
zdaniem) cegielek programu Kleina, wzmocnionych elementami teorii kategorii.
Mur bronilby krélestwa od barbarzyriskich plemion Analizy i Algebry, czyhajacych
na jego zgube. Zagrozenie krélestwa zmusza do Zelaznej dyscypliny wewnetrznej,
jasnego wyznaczenia zakresu dopuszczalnych kontaktéw z barbarzyficami, doktad-
nego podzialu administracyjnego kraju, precyzyjnego okreslenia kryteriow pozwala-
jacych wyluska¢ ewentualnych heretykéw pozostajacych pod wplywami analityczno-
-algebraicznej ideologii oraz ustalenia hierarchii wiadzy. Ster rzadéw Sieklucki
oddaje strukturze metrycznej... Pozostawiajac czytelnikowi dalsze rozwijanie tej
analogii, postaramy si¢ sformulowal nizej nasz punkt widzenia.

1. Rozsadne dzielenie matematyki przynosi niewatpliwie korzysci dla porzadko-
wania i organizowania dzialalnosci matematycznej. Dla tych potrzeb bardzo wygodny
jest podziat opracowany niedawno w USA (i stosowany np. w Math. Rev.) (}). Wyréz-
niono w nim kilkadziesigt dzialow o stosunkowo waskim zakresie 1 jest to tak
zrobione, Ze mozliwe jest stale przeprowadzanie biezacych korektur, zgodnie
z aktualnymi tendencjami rozwojowymi matematyki (tzn. w terminologii Siekluckiego
podziat ten jest czuly na zmienne kaprysy mody). Natomiast wszelkie proby jasnego
okreslenia zakresu tzw. dyscyplin podstawowych czy np. ustalenie ,,czym jest obecnie
geometria i topologia” na podstawie matematycznej definicji obiektéw badanych
w tych dyscyplinach wydaja si¢ dzialalno$cia réwnie nieszkodliwa, jak i jalowa.
Cho¢ matematyka nie przedstawia si¢ nam w postaci jednorodnej masy definicji
i twierdzen, to jednak uwazamy, ze mozliwosci réznorakich interpretacji pojeé
matematycznych oraz wzajemne przenikania teorii matematycznych powoduja,
ze zaszeregowanie danej teorii matematycznej czy danego twierdzenia (jak np.
»Podstawowego twierdzenia algebry”) do ktérejkolwiek z dyscyplin podstawowych
bedzie musiato w wielu przypadkach budzi¢ stuszne obiekcje i watpliwosci. Sztucznosé,
umowno$¢ i mata przydatno$¢ podziatu matematyki na te dyscypliny musi obecnie
wystapi¢ silniej niz w przesztosci, gdyz punkt ciezko$ci wspédlczesnych badan prze-
nidst si¢ w wielu przypadkach na dzialy lezgce na pograniczach dyscyplin podstawo-
wych (np. teoria grup Liego, analiza rézniczkowa, teoria indeksu operatorow roz-
niczkowych, geometria algebraiczna). Duzo latwiejsze jest zaliczenie danej teorii
matematycznej lub twierdzenia do jednego z mniejszych dzialéw matematyki (jak
geometria rézniczkowa, funkcje wielu zmiennych zespolonych, algebra homolo-
giczna) o blizej sprecyzowanym zakresie.

Tym niemniej szereg teorii matematycznych mozna bez cienia watpliwosci
zaliczy¢ do jednego z dziatéw podstawowych. Zostawiajgc wigc na uboczu problem
jasnego okreslenia zakresu podstawowych dyscyplin, mozna by jedynie sprébowaé

(") Klasyfikacja dziesietna matematyki i jej zastosowan, Wiadom, Mat. 12 (1969), str. 155-172.
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odpowiedzie¢ w sposob bardzo przyblizony, jakiego typu teorie matematyczne
przywykliSmy tradycyjnie uwazaé np. za geometryczne, a jakie np. za algebraiczne.
Sadzimy, podobnie jak Sieklucki, Zze cecha decydujaca sa tu obiekty badan rozpa-
trywanej teorii, a nie stosowane metody, a tym bardziej rodzaj wyobrazni matema-
tykdw pracujacych w danej dziedzinie. Obiekty badan, pojecia matematyczne,
struktury wywodzace si¢ z intuicji stosunkéw przestrzennych czy ksztattu przedmio-
téw w otaczajacym nas $wiecie uwazamy zwykle za geometryczne, a wywodzace
si¢ z intuicji illo§ciowych czy kombinatorycznych — za algebraiczne. Podane okresle-
nie nie jest z pewnoscia $cista definicja i nie moze stanowi¢ podstawy do jasnego
sprecyzowania zakresu algebry czy geometrii. Jednakze definicja Scista i na tyle
ogdlna, by obejmowala struktury powszechnie uwazane za geometryczne, musia-
laby z pewnoécia obejmowaé wiele struktur nie interesujacych i watpliwych. Z tych
to wzgledow wigkszo§¢ wspoiczesnych geometréw nie szuka uniwersalnej definicji,
a zadowala sie znalezieniem definicji struktur geometrycznych pewnego ustalonego
typu (np. G-struktur, struktur geometrycznych opartych na pojeciu pseudogrupy
przeksztalcen, struktur geometrycznych opartych na pojgciu przestrzeni topolo-
gicznej z wyrézniong klasg funkcji ciaglych, itp.). Kilkadziesigt lat temu Veblen
i Whitehead stwierdzili, ze pewne galezie matematyki nazywa si¢ geometria, ponie-
waz taka nazwe uwaza za odpowiednia, ze wzgledéw emocjonalnych lub trady-
cyjnych, dostatecznie wielu ludzi kompetentnych i wydaje sig, Ze dotychczas nikt
lepiej zakresu geometrii nie okreslit. Wyjasnimy nizej dlaczego — naszym zdaniem
— artykut Siekluckiego sytuacji tej nie zmienit.

W pierwszej czesci swych rozwazan Sieklucki przedstawia wlasng definicje
struktury geometrycznej oraz teorii geometrycznej (tj. specjalnej geometrii) i na tej
drodze stara si¢ ustali¢ zakres geometrii i topologii. Préba Siekluckiego zdefinio-
wania (prostej) struktury geometrycznej jako struktury podporzadkowanej struktu-
rze metrycznej jest z wielu wzgledéw chybiona. Wychodzac z niewatpliwie stusznej
przestanki o wyjatkowej roli przestrzeni euklidesowej, autor pisze, ze ,,mozliwos§¢
mierzenia odleglosci w przestrzeniach euklidesowych oraz istnienie przeksztalcen
zachowujacych odleglosci (w szczegdlnoéci ruchéw sztywnych) sa najbardziej oczy.
wistymi wlasnosciami geometrycznymi tych przestrzeni”. Stwierdzenie to ma cha-
rakter subiektywny. Warto jednak zwrdcié uwage na fakt, ze jesli przyjmowac za
najbardziej oczywiste te pojecia, ktére wystepuja w znanych aksjomatykach geometrii
euklidesowej, to za oczywiste pojecia nalezaloby tez przyja¢ pewne pojecia liniowe
(np. pojecie liniowe prostej). Gdy zgodzimy si¢ nawet z tym pogladem autora,
dalszy tok jego rozumowania musi budzi¢ watpliwoéci i sprzeciwy. Przyjmujac
bowiem istnienie metryki i przeksztalcen zachowujacych odleglosci za najbardziej
oczywiste, autor pomija mozliwo$é zdefiniowania struktury geometrycznej za
pomoca grupy przeksztalcen lub jej uogdlniefi, natomiast stwierdza, Ze poniewaz
,,badanie specjalnych przestrzeni metrycznych (takich jak przestrzenie euklidesowe,
czy tez ciagowa przestrzen Hilberta [?) oraz uogdlnien przestrzeni metrycznych
(takich jak przestrzenie topologiczne czy jednostajne) okazalo si¢ ptodne i dopro-
wadzito do rozwoju nowych dzialéw geometrii”’, wigc to ,,centralne potozenie pojgcia
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przestrzeni metrycznej pozwala postuzy¢ si¢ nim do wyrdznienia struktur i kategorii
geometrycznych”. A dalej definiuje geometryczny rodzaj struktury jako rodzaj
podporzadkowany rodzajowi struktury metrycznej. Geneza pomystu powyzszej
definicji nie jest jasna. Pojecie przestrzeni metrycznej jest wazne i plodne, ale przy
tym bardzo ogdlne i uniwersalne. Istnieja przestrzenie metryczne o wlasnosciach
bardzo odbiegajacych od pierwotnych modeli. Dlaczego wigc strukture nazywaé .
geometryczng tylko wtedy, gdy struktur¢ tego rodzaju da si¢ okresli¢ w kazdej
przestrzeni metrycznej? Dlaczego klasa wszystkich przestrzeni metrycznych (a nie
Jjej podklasa zloZzona z przestrzeni o bardziej regularnych wilasno$ciach) ma by¢
punktem odniesienia i fundamentem geometrii? Przyjecie za podstawe klasy wszyst-
kich przestrzeni metrycznych daje w efekcie definicje (nawet w obrebie tzw. struktur
prostych) o bardzo waskim z pewnego punktu widzenia zakresie. Nie obejmuje
ona wielu struktur uwazanych za geometryczne, jak np. ogdlne przestrzenie rzutowe
i afiniczne. Z drugiej strony geometryczna jest w tym sensie kazda struktura wyzna-
czona przez dwuargumentowe przeksztalcenie danego zbioru w inny ustalony zbidr,
zawierajacy zbidr liczb rzeczywistych (gdyz ten rodzaj struktury jest podporzadko-
wany rodzajowi struktury metrycznej). Przyjeta przez Siekluckiego definicja jest
wigc jednoczes$nie za szeroka, bo obejmuje struktury, ktérych geometryczny cha-
rakter jest bardziej niz watpliwy.

»Szkicowy charakter rozwazan” Siekluckiego i wprowadzone przez niego
uproszczenia nie pozwalaja wywnioskowad, jakie struktury ztozone chce on uwazaé
za geometryczne (warto tu moze zwrdcié uwage na fakt, ze pojecie struktury prostej
i ztozonej ma charakter umowny, np. struktura przestrzeni metrycznej uwazana
przez Siekluckiego za prosta moze by¢ tez uwazana za zlozong). Autor zapewnia,
ze struktury zloZone wystgpujace w geometrii rézniczkowej sa geometryczne i chetnie
wierzymy mu na stowo.

Podana przez Siekluckiego proba definicji geometrii jako teorii niezmiennikéw
pewnej kategorii geometrycznej rowniez budzi sprzeciwy. Z uczynionego przez
autora zalozenia, Ze np. kategoria wszystkich zbioréw jest geometryczna oraz ze
podkategoria kategorii geometrycznej jest geometryczna wynika, ze kazda podka-
tegoria kategorii wszystkich zbioréw jest geometryczna. A wigc geometria w sensie
Siekluckiego jest prawie cata matematyka (co prawda bez teorii homotopii). W szcze-
golnosci geometria liniowa jest geometriag w tym sensie (z czego si¢ bardzo cieszymy,
tym bardziej ze przeczy to zapewnieniom autora — patrz str. 20, wiersz 28-29). Z po-
danych wyzej powodéw zamieszczona we wstepie do artykutu Siekluckiego obietnice
,,ustalenia, czym jest obecnie geometria i topologia” nalezy uzna¢ za niespetniona.

2. Topologi¢ dzieli si¢ zwykle na trzy dzialy: topologi¢ ogdlna, topologi¢
algebraiczna oraz topologi¢ rozmaitosci i w dalszym ciggu tym podzialem bedziemy
si¢ postugiwac. Uzyty przez Siekluckiego podzial na topologi¢ ogolna, algebraiczna,
rézniczkowa i geometryczng nie jest tradycyjny, ani tez powszechnie stosowany.
Topologia geometryczna w sensie uzytym przez Siekluckiego jest najczgsciej uwazana
za czg$¢ topologii ogdlnej, termin ,,topologia geometryczna” uzywany jest w innym
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sensie 1 dotyczy pewnego poddziatu topologii rozmaitosci (57. 05 we wspomnianym
na wstepie podziale stosowanym przez Math. Rev., patrz tez przegladowy referat
M. H. A. Newmana wygloszony pod tym tytulem na Kongresie w Sztokholmie
w 1962 1., lub referat C. T. C. Walla, Topologia geometryczna: rozmaitosci i struk-
tury, wygtoszony na Kongresie w Nicei w 1970 r.). Topologia rézniczkowa rozpa-
trywana jest zwykle jako cze$¢ topologii rozmaitosci (57.10-57.20 w klasyfi-
kacji (2)).

W Polsce tradycyjnie prowadzono badania w zakresie topologii ogdlnej. Po
ustaleniu (gtéwnie w latach trzydziestych) pewnych podstawowych metod i faktow
topologicznych, wchodzacych w zakres topologii ogdlnej, punkt cigzkosci badan
topologicznych na $wiecie zaczal przesuwac si¢ w kierunku najpierw topologii
algebraicznej, a nastepnie w kierunku topologii rozmaitosci, majacej najsilniejsze
powiazania z innymi dzialami matematyki. Rozwdj wspodlczesnej matematyki
oraz analogie miedzy rozwojem topologii a rozwojem innych dzialéw matematyki
pozwalaja przypuszczaé, ze proces ten ma charakter trwaly (a doszukiwanie sie
w nim ,,kapryséw zmiennej mody’ jest raczej tylko wyrazem osobistych Zyczen).
Przesuniecia te nie znalazly nalezytego odbicia w tematyce badan topologicznych
podejmowanych w Polsce. W tej sytuacji nastrdj bezkrytycznego zadowolenia nie
jest uzasadniony. Niestety, w artykule Siekluckiego brak jest jakiejkolwiek charakte-
ryzacji tendencji rozwojowych topologii na $wiecie i poréwnania ich z kierunkami
badafi prowadzonymi w Polsce. Prowadzi to do utraty poczucia rzeczywistosci
i znieksztalcenia wlasciwych proporcji. Dalecy jestesSmy przy tym od stwierdzenia,
7e obecnie topologia ogdlna zajmuja si¢ gléwnie matematycy w Polsce, lub Ze ba-
dania w tym kierunku powinny by¢ zaniechane. Topologia ogdlna jest z pewnoscia
istotnym dzialem topologii uprawianym w wielu krajach, a rola, jaka odegrata
i odgrywa w jej rozwoju polska szkota matematyczna, jest powszechnie znana i do-
ceniana.

Stwierdzenie, ze nowe na gruncie polskim dzialy ,,mozna planowaé raczej
w nowo tworzacych sie o$rodkach i srodowiskach” jest szkodliwe chociazby dlatego,
ze tylko niewielki procent prawdziwie uzdolnionej mlodziezy odbywa studia mate-
matyczne w matych o$rodkach. Ponadto tylko duze osrodki w naszym kraju moga
zapewni¢ odpowiednio szerokie wyksztalcenie potrzebne do podjecia specjalizacji
w ,,modnych” dzialach wspdlczesnej topologii.

Propozycja rozszerzenia nurtu geometrii i topologii w nauczaniu na pierwszych
latach studidw matematycznych z pewnoscia zasluguje na uwage. Na poparcie
zastuguje w szczegdlnoéci potozenie wigkszego nacisku na geometrig¢ rézniczkowa
jako przedmiotu, w ktérym metody analityczne i algebraiczne stuza badaniu obiektow
geometrycznych, a ktérego metody i twierdzenia stosuje si¢ w istotny sposéb np.
w topologii rozmaitosci, teorii wzglednosci itp. Proponowane rozszerzenie nurtu
geometrii i topologii w ksztalceniu powinno by¢ réowniez realizowane przez szersze
(tam, gdzie jest to mozliwe) omawianie na wykladach z analizy i algebry intuicji geo-

(?) Patrz notka ze str. 26.
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metrycznych zwigzanych z wprowadzonymi pojeciami i metodami. W procesie ksztal-
cenia mtodych matematykéw powinno sie potozy¢ wigkszy nacisk na wskazanie natu-
ralnych zwiazkéw migdzy geometria, topologia, analiza i algebra, na omdéwienie wza-
jemnego przenikania metod geometrycznych, analitycznych i algebraicznych w réz-
nych dziatach matematyki. Nalezatoby, by¢ moze, po$wigci¢ troche czasu na zaznajo-
mienie studentéw ze znanymi topologicznymi niezmiennikami takich obiektéw, jak
przestrzenie rzutowe, przestrzenie grup klasycznych (sp. grup ortogonalnych),
rozmaitoéci Stiefela i Grassmana. Strukture topologiczng tych przestrzeni bada
si¢ korzystajac z innych struktur okreslonych na tych obiektach. Na odwrét, pewne
niezmienniki topologiczne powyiZszych przestrzeni pozwalaja uzyska¢ informacje
o tych innych strukturach.

Rozwijaniu intuicji geometrycznych powinno na wykladach z geometrii i to-
pologii towarzyszy¢ dostarczanie stuchaczom pewnych metod badawczych i naucza-
nie ich postugiwania si¢ nimi. Warto tu przytoczy¢ stowa Choqueta ([1] w biblio-
grafii Siekluckiego) ,,Szkoda wielka, ze ciagle jeszcze wielu autordw nie wie nic
o istnieniu calego szeregu podstawowych narzedzi, ktérych sprawno$é potwierdzita
praktyka. Z wielkim nakladem pracy i pomystowosci odkrywaja oni bowiem ciagle
na nowo szczegdlne przypadki znanych twierdzen ogdlnych”.

Przygotowanie do samodzielnego rozwiazywania konkretnie postawionych
probleméw polega migdzy innymi na przyswojeniu standardowych metod badawczych
wlaéciwych danej dziedzinie, a nieporadno$¢, o ktérej pisze Sieklucki, jest z pewnoscia
wigksza u tych matematykow, ktdrzy tych metod nie opanowali. Tendencja Sie-
kluckiego do eliminowania z nauczania geometrii i topologii standardowych metod
algebraicznych i analitycznych, faworyzuje te dzialy topologii, w ktérych metody
te sa mniej przydatne z powodu duzej ogdlnosci badanych pojec oraz dopuszczeniu
obiektéw nieregularnych i patologicznych (a wiec przede wszystkim topologie
ogolna). Nauczanie wspolczesnych, standardowych metod i ich zastosowan nie
wchodzi jeszcze do programdéw studiow matematycznych w Polsce i znajomo$é
tych metod wsrdd polskich matematykdéw jest raczej niewielka. Nawet wprowadze-
nie do wykladéw geometrii, nie nowych juz przeciez, metod algebry liniowych budzi
tu sprzeciwy i powoduje trudnoéci (raczej u wykladowcow niz u studentéw). Z tych
wzgledéw niebezpieczenstwo ,,jednostronnego wyksztalcenia z predyspozycja do
Zzonglowania modnymi teoriami matematycznymi” i ,,bieglego opanowania stan-
dardowych metod” ,,bez przygotowania do samodzielnego rozwiazywania konkretnie
postawionych problemdéw” jest, biorac pod uwage aktualna sytuacjg w Polsce,
zupelnie urojone. Natomiast realne niebezpieczefistwo widzimy w takim wyksztal-
ceniu absolwenta, ktdre uniemozliwia mu podjecie badan w jednym z gléwnych
kierunkéw rozwoju wspolczesnej topologii i w efekcie zmusza go do zajmowania
si¢ tradycyjna problematyka.
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