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Matematyka a logika

Refleksje przy lekturze ksigzki A. Grzegorczyka Zarys arytmetyki teoretycznej,
' wraz z préba recenzji*

Recenzje tej ksiazki poprzedze krétkim zarysem wzajemnego stosunku logiki
do matematyki, bez ktdrego tezy recenzji nie bylyby zrozumiate.

W dalekiej przesztosci logika i matematyka nie mialy ze soba wiele wspdlnego.
Z dwu tych nauk matematyka jest starsza: stworzyly ja potrzeby bardzo przyziemne,
takie jak konieczno$¢ liczenia i mierzenia. Na marginesie tych praktycznych czyn-
nosci dostrzegano pewne osobliwe fakty, jak np. wzor na sumowanie postgpu geome-
trycznego, lub twierdzenie méwiace, ze suma kwadratéw przyprostokatnych jest
réwna kwadratowi przeciwprostokatnej. Wiele innych podobnych twierdzed znano
juz w zaranin matematyki.

Wczesna matematyka (babilofiska, egipska i inne) byta wigc zbiorem praktycz-
nych przepiséw rachunkowych i geometrycznych, do ktdérego dolgczano pewna
liczbe spostrzezen, nie majacych bezposrednich zastosowan, ale spostrzezen cieka-
wych. Co whaéciwie oznacza stowo ,,ciekawy” nie jest fatwo wyjasnic. Idzie tu chyba
o prosta prawidlowosé, ktéra nie jest bezposrednio widoczna i do ktérej dojsé
mozna dopiero przez pewne rozumowanie, nieraz trudne. Twierdzenie o bokach
tréjkata prostokatnego ma wilaénie takg wlasno$é. Nie jest ono wcale oczywiste:
dzieciom w szkole kaze si¢ czasem sprawdzaé je przez wazenie stosownie wycigtych
kwadratdw z tektury. A jednak twierdzenie daje si¢ dowie$¢ czystym rozumowaniem,
bez zadnego sprawdzenia fizykalnego.

To uczucie zdziwienia, jakie odczuwamy poznajac niebanalny fakt matematy-
czny, jest czyms$ dla tej nauki bardzo istotnym. Nie mniej istotna jest gleboka saty-
sfakcja, ktéra matematyk odczuwa, poznajac nowy niebanalny dowod. Nieraz widzi-
my u$miech niczym nieklamanego zadowolenia na twarzy matematyka, ktéremu ko-
lega opowiada $wiezo odkryty dowdd.

Zapewne te uczucia zadowolenia, ktorych genez¢ powinna wyjasni¢ psychologia,
byly powodem, dla ktérego rozwingla si¢ teoretyczna matematyka. Jak wiadomo

* Biblioteka Matematyczna, tom 39, Pahstwowe Wydawnictwo Naukowe, Warszawa 1971,
str. 314, cena zl 48.—
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nastapito to w czasach greckich. W szkole Pitagorasa, ktéra wywarla tak potezny
wplyw na rozwdj matematyki teoretycznej, uprawianie tej nauki wigzalo sie tez
z dziwnym mistycyzmem, zapewne zaczerpnigtym ze zrodet wschodnich, tych samych,
z ktérych wziely si¢ pierwsze wzmianki o teoretycznych wynikach matematyki.

Tak wigc u Zrdédel matematyki napotykamy praktyczne zastosowania, nie-
oczekiwane wlasnosci liczb i figur, zadowolenie z poznania dowodu i wreszcie
mistycyzm.

Te same elementy napotykamy tez czgsto w dalszej historii matematyki.
Wspomnijmy na przyktad, ze powstanie rachunku rdézniczkowego i calkowego
wigZe si¢ z zastosowaniami do opisu zjawisk fizycznych, ale ze Leibniz, jeden
z wspottwércow tego rachunku, wigzal z nim mistyczne pojecia. Takze wczesne
sposoby wprowadzania liczb zespolonych nie byly wolne od dziwnych pojeé, od
ktérych matematycy musieli si¢ dopiero uwalnia¢ w Zmudny sposéb. To za$, Ze
liczby zespolone przyjely si¢ w matematyce, pochodzi w réwnym stopniu z moznosci
ich zastosowan, jak i z ciekawych i nieoczekiwanych twierdzefi teoretycznych,
ktére udalo si¢g dzigki tym liczbom wykryé.

Logika rozwijala si¢ zupelnie inaczej. Jest ona wytworem racjonalnego umystu
greckiego i od chwili swego powstania stawiata sobie cel nadzwyczaj rozsadny,
jakkolwiek daleki od praktyki takiej, ktdrej stuzy liczenie i mierzenie. Celem logiki
byta analiza rozumowan, uczyla ona przeprowadzania argumentacji w taki sposéb,
zeby nie mozna jej bylo obali¢. By¢ moze logika rozwingta si¢ wiasnie w Grecji
dlatego, ze demokratyczny ustrdj miast greckich umozliwial i czynil pozyteczna
sztuke dyskutowania, zbijania argumentéw przeciwnika i przeprowadzania popraw-
nego, niezawodnego dowodu. Logicy wczesnych greckich szkot znalezli wiele pra-
widlowo$ci w poprawnych dowodach. Stwierdzili oni, Ze pewne proste formy ro-
zumowania powtarzaja si¢ w nich systematycznie, potrafili sobie u$wiadomié te
formy i zapisa¢ je w doskonalej, jak na owe czasy symbolice. Analiza ta byla jednak
bardzo rdzna od twdrczosci matematykéw. Nie szukano zwigzkéw niezwyklych
1 zaskakujacych, przeciwnie, analizowano rozumowania najzwyklejsze. Uwaga
logika koncentrowala si¢ na wydobyciu na $wiatlo dzienne ogdlnych schematéw
poprawnego wnioskowania; kazdy poszczegdlny przypadek schematu jest oczywisty,
a odkrycie polega na dostrzezeniu jego ogolnosci.

Logicy nie wslawili si¢ przy tym odkryciami matematycznymi, podobnie
zreszta jak matematycy — logicznymi. Najwiekszy logik starozytnosci, Arystoteles,
byt filozofem i przyrodnikiem: w logice zajmowaly go ogdlne problemy, takie jak
zagadnienie prawdy, przyczynowosci, mozliwosci. Stworzona przez niego i upra-
wiana wiele wiekow po nim sylogistyka kodyfikuje niezmiernie proste formy rozu-
mowania i W minimalnym tylko stopniu stosuje si¢ do matematyki.

Podobnie bylo w wiekach $rednich: wielu logikdw prowadzito bardzo subtelne
1 pojeciowo trudne rozwazania, badajac np. problem znaczenia implikacji i roz-
réznianie implikacji materialnej i formalnej. Logicy c¢i nie byli matematykami
nie obchodzily ich rachunki dajace si¢ zastosowaé w praktyce, nie cieszyly ich tez
osobliwodci matematyczne. Byli to filozofowie, ich przedmiotem zainteresowan
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byly sprawy o wiele ogdlniejsze niz specjalne, cho¢ ciekawe, wlasnosci tworéw
matematycznych.

To samo mozna powiedzie¢ o poZniejszych okresach logiki, ktéra po Odrodzeniu
stawala sie nauka coraz bardziej humanistyczna.

Piszac to — bardzo schematyczne — pordwnanie, nie chce ocenia¢ dorobku
tych dwu nauk. Na pewno tylu jest ludzi, ktérym wydaja si¢ wazniejsze wyniki
logiki niz matematyki, co na odwrét. One man’s meat is another man’s poison, mowia
Anglicy. Jedyne, co pragng podkreslié, to fakt, ze przez wiele stuleci nauki te byly
zupelnie odrebne. Tylko nieliczni wielcy twércy, jak Leibniz, mieli zashugi na polu
ich obu.

0Od polowy XIX wieku zaczat sig, jak wiadomo, rozwéj logiki matematycznej.
Od tego tez czasu datujemy wzajemne zainteresowanie logikéw — matematyka
i matematykéw — logika. Nazwiska ludzi, ktérzy spowodowali t¢ zmiane, sa dosko-
nale znane i nie bede ich tu przytaczal. Poza ich geniuszem, do zblizenia obu nauk
przyczynila si¢ sytuacja w matematyce, ktéra po burzliwym i do$¢ chaotycznym
okresie rozwoju w wieku XVIII domagata si¢ wielkim gtosem uporzadkowania swych
podstaw. ‘

Logika tego okresu nie byla w podobnej sytuacji, natomiast w tym wlaénie
czasie stworzyla pojecia, ktére nadawaly si¢ do wspdlnych, logiczno-matematycznych
badaf. Tak np. z tego okresu datuje si¢ powstanie pojecia kwantyfikatora (Peirce)
i poczatki teorii relacji (de Morgan, Schrider).

Nie bedziemy tu opowiada¢ znanej historii, jak Frege probowal pierwszy
sprowadzi¢ arytmetyke do logiki. Jedynym prekursorem tej idei byl chyba tylko
Leibniz. Russell, ktéry odkryl sprzeczno$¢ w naiwnej logice Fregego, probowatl,
najpierw sam, a potem z Whiteheadem, zbudowac¢ inny niesprzeczny system, obejmu-
jacy logike i matematyke. Dzialajacy mniej wigcej w tym samym czasie Hilbert,

" chociaz nie chcial uzna¢ matematyki za cze$¢ logiki, tez tworzyl systemy, ktdre
obejmowaty matematyke i logike. Matematyke miat, wedlug tej koncepcji, zastapié
formalny, sztywny system znakdéw i regul stuzacych do ich przeksztalcania. Tylko
intuicjoniéci, dzialajacy w tym czasie pod wodza Brouwera, trzymali si¢ z daleka
od préb zamknigcia matematyki w logice.

Tak wiec w poczatku obecnego stulecia, pod wpltywem logiki i matematyki,
stworzono pojecie formalnego systemu i dowodéw zmechanizowanych, ktoére
uznano za ,,absolutnie $ciste’. W szkole Hilberta, zwanej formalistyczna, zaczgto
wyznawaé poglad, Zze cala matematyka sprowadza si¢ do ,,gry” polegajacej na prze-
ksztalcaniu formutl (czyli ciagéw zlozonych ze znaczkéw) za pomoca ustalonych
regul. Gléwnym zadaniem metamatematyki mial by¢ dowdd niesprzecznosei tych
,gier’.

Przez caly wiek XX logika i matematyka Zyja ze soba blisko. Idea, ze wtadciwie
matematyka jest formalnym systemem (,,gra”) lub zbiorem takich systemoéw, jest
w zasadzie przyjmowana przez wielu wplywowych matematykow. Poza Hilbertem
nalezy tu wymieni¢ grup¢ nadzwyczaj aktywnych francuskich matematykow, dzia-
fajacych pod pseudonimem Bourbaki. Przekonanie, ze sformalizowana nowoczesna
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logika jest podstawa matematyki, przyjeto sie wéréd pedagogdw, i ono czgéciowo
jest przyczyna powstania pewnych kierunkdw w matematyce szkolne;.

Ale oficjalna wiara to jedno, a zycie i temperament to drugie. Wprawdzie
czesto mowimy, Ze matematyke mozna przedstawi¢ w postaci formalnego systemu
i zbudowa¢é ja na gruncie logiki, wzbogaconej niewielka liczba aksjomatow, ale
naprawde tego wcale nie robimy. Przeciwnie, przewazajaca czes¢ matematykow
stroni od formalnych dowoddéw i jak dawniej rozumuje tylko na gruncie intuicji.
Sami Bourbakisci nie korzystaja bodaj nigdzie w swym wielotomowym wykladzie
matematyki z wynikdw i metod logiki, przedstawionych (niezbyt zreszta udatnie)
w pierwszym rozdziale. Zreszta przedstawiciele grupy Bourbaki nie przeceniaja
sami roli formalnych dowodéw: ,,Kazdy matematyk wie, ze dowdd nie jest jeszcze
dokladnie zrozumiany, gdy sprawdzito sie tylko krok za krokiem $cisto$¢ dedukcii,
z ktorych si¢ on sklada, a nie postaratlo o jasny wglad w jego ide¢” (N. Bourbaki,
Architektur der Mathematik, Physikalische Blitter 1961, str. 163). Dlatego tez
préby zupelnie sformalizowanego wyktadu choéby fragmentow matematyki z wy-
mienianiem explicite wszystkich regul wnioskowania sa nieliczne i zawsze przyj-
mowane przez ogdét matematykéw niechetnie (por. np. prace Les$niewskiego
ogloszone w Fundamenta Mathematicae 13 i 14, ktére pozostaly bez Zadnego
wplywu). Principia Mathematica Russella i Whiteheada sa stusznie uznane za dzieto
przestarzale i nikt juz ich nie czyta. Z nowszych podrecznikéw logiki matematycznej
tylko niewiele pokazuje jak formalizowaé dowody, a przewazajaca wigkszo$§é
koncentruje sie na problematyce metamatematycznej.

Wydaje mi sig, ze pelna formalizacja matematyki jest w tej chwili hastem juz
przebrzmialym. Antynomie teorii mnogoéci nikogo juz nie strasza. Matematyka,
ktdrej przewazna czg$¢ w ogole nigdy nie ucierpiata z powodu ,,kryzysu podstaw”,
rozwija sie dalej nie bardzo dbajac o to, co dzieje si¢ w jej podstawach.

Nie znaczy to bynajmniej, by ustata wspolpraca logikéw i matematykow,
tak owocnie rozwijajaca si¢ od polowy zeszlego wieku. Nie polega ona jednak —
jak tego chcieli dawni formalisci — na prdébach zamykania matematyki w okowy
formalnego jezyka ze sztywnymi regulami dowoddw. Odbywa sie ona zupetnie
inaczej.

Logicy obdarzeni temperamentem matematycznym dziataja gléwnie na terenie
metamatematyki, dyscypliny zajmujacej si¢ dyskutowaniem teorii matematycznych
metodami matematyki. Dawniej sadzono — i ja sam, jak to musze z zalem przyznac,
wypowiadalem ten poglad czesto na wyktadach — Ze $cistemu badaniu mozna poddaé
tylko teorie w pelni sformalizowane, operujace syntaktycznie okreslonym pojeciem
dowodu, podobnym do tego, jaki wprowadzili uczeni ze szkoty Hilberta. Obecnie
wiadomo, Ze bynajmniej tak nie jest: Badaniu metamatematycznemu mozna poddaé
tez teorie, w ktérych pojecie wynikania jest okre$lone semantycznie; oczywiscie
jezyk teorii i zbidr jej aksjomatéw musi by¢ precyzyjnie okreSlony, zanim mozna
w ogole zaczaé rozumowanie metamatematyczne. Ale czy dowody sa okre§lone
przez tradycyjne reguly wnioskowania, czy tez przez semantyczne pojecia, jest
w zasadzie obojetne. Z twierdzenia o zupelnoéci wiadomo, Ze w odniesieniu do
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teorii pierwszego rzedu semantyczne i syntaktyczne okreslenia wynikania sa réwno-
wazne, ale oczywiscie latwiej jest operowac pojeciami semantycznymi, ktére ponadto
maja te zalete, ze mozna ich uzywaé takze w teoriach wyzszego rzedu. Dlatego tez
liczne nowe ksigzki z logiki wychodza od semantycznego pojecia wynikania (por.
np. R. Lyndon, Notes on logic, van Nostrand 1964; jest tez tlumaczenie polskie).

Logicy o mnastawieniu bardziej filozoficznym badajq tradycyjne problemy
logiczne i filozoficzne, stosujac do tych dziedzin nowe, nieco zmatematyzowane
metody badan. Réwniez wielu matematykdw poswigca si¢ czgSciowo lub catkowigie
metamatematyce lub wspomnianym dziedzinom granicznym.

Niektore wyniki uzyskane w tych dziedzinach sa uderzajace. Wymienimy tu
przyktadowo kitka najwazniejszych. Prace Tarskiego o pojeciu prawdy pozwolity —
zdaniem wielu filozoféw — pierwszy raz podejs¢ naukowo do zagadnien semantyki.
Prace Godla i Cohena pozwolily ustali¢ niesprzeczno$¢ i niezalezno$¢ gldéwnych
hipotez teorii mnogoéci i wobec tego rozstrzygna¢ najwazniejsze dotad otwarte
zagadnienia tej teorii. Inne wyniki G6dla zapoczatkowatly teorie funkcji obliczalnych,
ktorej uzywaja specjaliSci z teorii maszyn matematycznych i ktéra pozwolila m. in.
rozwigza¢ liczne problemy rozstrzygalnosci stawiane juz dawno w matematyce,
jak np. problem stéw w teorii grup i dziesiaty problem Hilberta. Praca Tarskiego
o rozstrzygalnosci teorii liczb rzeczywistych znalazla liczne i nieoczekiwane zasto-
sowania w analizie i algebrze i to przy rozwiazywaniu zagadnieni bardzo dalekich
od metamatematyki.

Mimo wigc, ze program dawny — formalizacji matematyki — zostal praktycz-
nie rzecz biorac zaniechany, wspolpraca logiki i matematyki byla owocna i zapewne
nadal bedzie przynosi¢ wazne rezultaty.

Proby budowania systemow formalnych stworzyly oczywiscie pewien ideal
$cistoéci dowodéw matematycznych. Dowdd catkowicie zmechanizowany mozna
- w pewnym sensie uznaé¢ za dowdd zupenie $cisty. Jak wspomniatem juz jednak,
ten ideat nie daje si¢ praktycznie zrealizowac, a to z uwagi na zbytnia ztoZonos¢
i rozwlektoé¢ dowodéw w pelni sformalizowanych.Umyst ludzki pracuje najwyrazniej
w §wiecie inaczej niz maszyna. Totez nie nalezy twierdzi¢, Zze dowdd jest tym lepszy,
im bardziej zbliza si¢ do sformalizowanego. Oczywiscie logika ma pierwszorzedne
znaczenie przy analizowaniu dowoddéw. Taki byl przeciez pierwotny cel logiki
i prawa przez nia odkryte stosuje si¢ bezustannie we wszystkich dowodach. Nie
nalezy jednak sadzi¢, ze samo poznanie tych praw od razu dopomoze poczatkuja-
cemu matematykowi do nauczenia si¢ dowodéw, ani tez ze dowody po prostu
redukuja si¢ do tych praw. Dowdd matematyczny jest czyms$ o wiele bardziej skompli-
kowanym niz proste nastgpstwo elementarnych prawidet zawartych w tzw. regutach
wnioskowania (por. zacytowana wyzej uwage Bourbaki). Dowdd matematyczny
jest zawilym tworem, ma zawsze czg$§¢ konstrukcyjng, wystepuje w nim ,,punkt
istotny”’, dokota ktérego caly dowdd si¢ obraca, i oczywiscie takze wiele punktow
pomocniczych, mniej waznych. Prawa logiki stosuje si¢ bez réznicy w tych rozmaitych
czgsciach dowodu. Dlatego niezbgdny jest umiar w podkreslaniu roli praw logicz-
nych w dowodach: jesli bedziemy zbyt usilnie t¢ role podkreslali, zamienimy wyktad



84 A. Mostowski

matematyczny na co$ zblizonego do systemu sformalizowanego, a systemy takie,
jak staralem si¢ wyzej pokazad, nie maja juz dzi§ znaczenia i tylko odstraszaja
wigkszo$¢ stuchaczy od matematyki.

Nie ma chyba jednoznacznej odpowiedzi na pytanie, jak daleko powinni$my
posuwac $cisto$§¢ (w rozumieniu zblizania si¢ do systemu sformalizowanego) w wy-
ktadzie matematyki. Z reguly wystarczy na pewno rozumowanie do$¢ od tego
(watpliwej jakosci) ideatu dalekie. Dazenie do mechanizacji rozumowan matema-
tycznych wydaje mi si¢ czynnoscia wysoce zdehumanizowana: jak napisat kiedy$
E. L. Post, istota matematyki sa pojecia prawdy 1 znaczenia.

Najgorzej chyba na dotychczasowej wspolpracy logikéw i matematykow
wyszla mlodziez szkolna. W ruchu, skadinad godnym pochwaly, reformowania
programow szkolnych, koncepcje logikdw wzigly wyraznie gor¢ nad koncepcjami
matematykow stojacych daleko od logiki. Np. Papy przesyca program szkolny
pojeciami ogdlnymi, zwraca w nim wielka uwage na S$cisto$¢ rozumowania
i precyzje definicji, a mniejsza na ciekawe fakty matematyczne. Moim zdaniem jest
to zjawisko godne pozalowania. Logika jest analiza rozumowania, trzeba je wigc
najpierw pozna¢ na wielu ciekawych przykladach, zanim odczuje si¢ satysfakcje
z wykrywania w nim pewnych prawidlowosci. Tymczasem wspomniane progra-
my kaza juz uczniom pierwszej klasy licealnej zaczynaé od prawidet logiki.

Kierunek nastawiony na ogdlno$¢, na metodg¢ aksjomatyczna, na daleko po-
sunietg dokladno$¢ dowodow wywoluje nude i zniecheca do matematyki. Szkoda,
Ze z arsenalu nowoczesnej matematyki wybrano dla wielu szkolnych programéw
wlasnie ten troche beznadziejny kierunek. Tyle jest przeciez w nowej i starej mate-
matyce pieknych wynikéw i metod pobudzajgcych wyobraznig i umiejgtnos$¢ sa-
modzielnego myslenia. Logika powinna przyj$¢ na koncu nauki, w ostatniej klasie
liceum, jako refleksja nad uzytymi w poprzednio poznanym materiale $rodkami
dowodowymi.

Wszystkie te uwagi i refleksje przyszly mi na mysl podczas czytania ksigzki
profesora Grzegorczyka, wymienionej w tytule. Autor jej przez kilka lat wykladat
arytmetyke teoretyczng w Uniwersytecie Warszawskim i ksiazka powstala w wyniku
opracowania tych wykladow.

Sklada si¢ ona z pigciu rozdzialdéw. Dwa pierwsze traktuja o arytmetyce liczb
naturalnych, trzeci o rozszerzeniach pojecia liczby (liczby wymierne, wzglgdne
i rzeczywiste), czwarty jest poswiecony wykladowi teorii liczb rzeczywistych, a piaty
modelom arytmetyki.

Powiem od razu, ze ksigzke przeczytalem z przyjemnoscia, ale takze, ze czy-
talbym ja z o wiele wigksza satysfakcja, gdyby miata inny tytul. Moim zdaniem
do przewazajacej partii materialu nadawalby si¢ lepiej tytul Logiczne podstawy
arytmetyki, a do pierwszego rozdzialu nawet Logika ilustrowana na przykladzie
arytmetyki.

Autor rozwija najpierw arytmetyke liczb naturalnych oparta na aksjomatach
Peano i na logice pierwszego rzedu wraz z reguta wprowadzania nowych statych
funkcyjnych dla funkcji zdefiniowanych przez rekursj¢ prosta. Dowody sg niezmiernie
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drobiazgowe: autor kladzie kropke nad i w kazdym niemal nawet najprostszym
dowodzie i czesto wypisuje tezy rachunku zdan, na ktére powoluje si¢ w swych
rozumowaniach. Korzysta tez ze sposobno$ci, aby zaznajomié czytelnika z poje-
ciem kwantyfikatora ogdlnego i szczegélowego, zmiennej wolnej i zwiazanej i regu-
fami rachunku kwantyfikatoréw. Jednym stowem, podaje caly aparat rachunku
logicznego. Problematyka logiczna przeplata si¢ w tym rozdziale bezustannie
z arytmetyczna. Z tej ostatniej autor dochodzi do prostych wlasnosci kongruencji,
algorytmu Euklidesa, dobrze nadajacego si¢ na zilustrowanie definicji indukcyjnych
i do pojecia liczby pierwszej, jednak bez dowodu, ze kazda liczba rozktada si¢ na
ich iloczyn: ten temat jest umieszczony dopiero W mnastgpnym rozdziale.

Rozdzial drugi zajmuje si¢ nadal liczbami naturalnymi, ale na wyzszym po-
ziomie logicznym. Autor operuje bowiem pojeciami rzedu 2 (dowolnymi funkcjami
o wartosciach i argumentach naturalnych), ale nie dopuszcza jeszcze kwantyfika-
toréw wiazacych zmienne drugiego rzedu. Ten system logiczny jest bardzo tadnie
przedstawiony; jak si¢ zdaje, zostal on wybrany bardzo trafniec do wystawiania
w nim twierdzefi arytmetyki. Podobnie jak w rozdziale pierwszym, autor opisuje
dokladnie, jak operowaé systemem ze zmiennymi rz¢du 2, po czym przystepuje
do uzasadnienia wybranych twierdzen z teorii liczb. Oczywiscie nie bylo zamiarem
autora da¢ pelnego wykladu tej teorii, ani nawet tego, co tradycyjnie nazywa si¢
,.clementarng teoria liczb”. Wybdr, jakiego autor dokonal, $wiadczy dobitnie,
ze jego cele byty skierowane wigcej ku logice niz arytmetyce. Jednym z centralnych
twierdzen jest chinskie twierdzenie o resztach, ktére pozwala autorowi dowiesé
twierdzenia metamatematycznego o eliminowaniu definicji indukcyjnych. Drugim
centralnym twierdzeniem jest twierdzenie Eulera. Wydaje mi si¢, Zze autor wybral
to twierdzenie, aby na jego przykladzie pokazac, jak mozna podaé zupehy, pozba-
wiony wszelkich luk, dowdd niebanalnego twierdzenia matematycznego. Ta analiza
jest bardzo interesujaca: jest dobrze u$wiadomié sobie, jak wiele trudu wymaga
kompletna analiza dowodu, jak wiele faktéw explicite nie wypowiadanych tkwi
w zwieztych dowodach, zazwyczaj podawanych w podrecznikach. W przypadku
dowodu obranego przez autora giéwne trudnodci przy (niemal) kompletnej forma-
lizacji sg zwigzane z poj¢ciem iloczynu ciagu skonczonego liczb naturalnych i do-
wodzie, ze ten iloczyn nie zmienia si¢ przy permutowaniu ciagu. Dlatego tez znajdu-
jemy w tym rozdziale dluga analizg¢ permutacji skonczonych zbioréw i dowdd
jednoznacznosci rozktadu permutacji na iloczyn transpozycji. Jest do$¢ nieocze-
kiwane natrafi¢ na ten temat w rozdziale o elementarnej teorii liczb.

Rozdziat 1T ksigzki Grzegorczyka dobrze nadaje si¢ jako ilustracja omdwionej
wyzej réznicy temperamentéw logika i matematyka: Logik pasjonuje si¢ takimi
zagadnieniami jak analiza dowodu i eliminacja definicji indukcyjnych. Matematyk
na pewno nie powstrzymalby si¢ od podania choéby dowodu jednoznacznosci
rozktadu na iloczyn liczb pierwszych, wzoru na funkcje Gaussa i teoriogrupowej
interpretacji twierdzen Eulera i Fermata.

W rozdziale trzecim autor jeszcze bardziej rozszerza przyjgta poprzednio
podstawe logiczna, dopuszczajac kwantyfikatory wiazace zmienne drugiego rzedu.
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Na tej podstawie pokazuje on, jak mozna wprowadzi¢ liczby wymierne dodatnie,
badz jako klasy rownowaznoéci pewnej relacji pomiedzy parami liczb naturalnych
o nastepniku réznym od 0, badz jako pewne liczby naturalne (numery par liczb
wzajemnie pierwszych). Dalej wprowadza pojecie przekroju i definiuje liczby rze-
czywiste dodatnie. Rozdzial koriczy wprowadzenie liczb wzglednych i rozszerzenie
teorii réwnan nieoznaczonych i kongruencji na dowolne liczby wzglgdne. W po-
przednich rozdziatach autor musial ogranicza¢ si¢ tylko do liczb nieujemnych,
co pozbawialo teori¢ kongruencji prostoty i elegancji.

Czwarty rozdzial pos$wigcony jest aksjomatycznemu wykladowi teorii liczb
rzeczywistych. Podstawa logiczng jest ten sam system, co w rozdziale IIT z tym,
Ze autor dopuszcza zmienne nie tylko dla funkgcji, ale i dla zbioréw. Celem, ktory
sobie autor postawit w tym rozdziale, jest wprowadzenie pojecia potegi o wykladniku
rzeczywistym, dowdd twierdzenia o rozwinigciach systematycznych liczb rzeczywis-
tych przy dowolnej zasadzie oraz twierdzenia o rozwijaniu liczb rzeczywistych na
utamki lancuchowe. Dla wykonania tych zadan autor wylozyl szczegélowo teorig
granic ciagéw liczbowych. Problematyka logiczna jest w tym rozdziale odsunigta
na dalszy plan, podane sa doktadne dowody przeliczalno$ci zbioru liczb wymiernych
i nieprzeliczalno$ci zbioru liczb niewymiernych.

Ostatni, piaty rozdzial jest w catosci po$wigcony problemom metamatema-
tycznym. Autor omawia najpierw krétko ogdlne pojecie modelu, po czym podaje
dowody rozstrzygalno$ci dwu fragmentéw arytmetyki, a mianowicie teorii nastgpnika
i teorii dodawania. Drugi z tych wynikéw pochodzi, jak wiadomo, od Mojzesza
Pressburgera. Po ustaleniu rozstrzygalno$ci autor dowodzi zupetlnoéci obu teorii
i konstruuje dla nich rézne modele. W dalszym ciagu konstruuje on niestandardowy
model dla arytmetyki opartej na pelnym ukladzie aksjomatow Peano, korzystajac
z pojecia iloczynu zredukowanego i — dla kontrastu — dowodzi kategorycznosci
klasycznej aksjomatyki Peano. W ten sposob autor dobrze zilustrowal rdznice
miedzy arytmetyka rzedu 1 a arytmetyka rzedu 2. W dalszym ciagu autor wprowa-
dzit hierarchi¢ zbioréw arytmetycznie definiowalnych i pokazal, ze klasy tej hie-
rarchii sa istotnie rosngce. Wreszcie w ostatnim paragrafie autor opisal wlasng
koncepcje arytmetyki liczb rzeczywistych, oparta na jezyku rzgdu 1, a réwnowazna
arytmetyce Peano wystowionej w jezyku rzedu 2 i opartej na aksjomatach arytme-
tycznych oraz prostej aksjomatyce dotyczacej zbioréw obejmujacej aksjomat
ekstensjonalnosci i schemat pseudodefinicji (kazda formuta o jednej zmiennej licz-
bowej wolnej wyznacza zbiér). Pojeciami pierwotnymi u autora sa dzialania
mnozenia i dodawania liczb rzeczywistych oraz funkcja ,,entier”. Kulminacyjnym
punktem rozwazan autora jest dowdd, ze zaden model tej teorii standardowy dla
liczb naturalnych nie jest arytmetycznie definiowalny.

Jest wiele ciekawego materialu w ksigzce Grzegorczyka. Na uwage zasluguje
elegancki wyklad oparty na logice rzedu 2 zawarty w rozdziale II. Wydaje sig, ze
autor trafil tu na system logiczny doskonale nadajacy si¢ do wykladu arytmetyki.
Drugim udanym oryginalnym pomyslem jest wspomniany wyzej system opisany
w ostatnim paragrafie ksigzki. Bardzo elegancko rozwiazal tez autor zagadnienie,
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jak wprowadza¢ symbole dla funkcji nie wszedzie okreslonych, np. 1/x, chociaz
nigdzie nie wspominal, Ze ten temat budzi bezustanne spory na elementarnym po-
ziomie szkolnym. Rozdzial V jest doskonalym wstgpem do glebszych studidw
metamatematycznych nad modelami dla arytmetyki. Nalezy tez policzy¢ autorowi
za zasluge, ze dat w swej ksiaZzce wstep do teorii funkeji obliczalnych, pokazujac
ich zastosowanie do wykladu elementarnej arytmetyki i poruszajac glebsze tematy
w rozdziale ostatnim.

Autor nie chcial powiedzie¢ czytelnikowi, ze pisze o logice. Fakt ten spowodowat
pewne niedomoéwienia, ktére moga utrudnié lektur¢ poczatkujgcemu czytelnikowi.
Rzucit mi si¢ w oczy w szczegdlnosci punkt nastgpujacy:

Nie jest jasne, dlaczego autor zabrania uzywaé wyrazen z wielokropkami
(p. str. 93). Na stronie tej czytamy, ze wyrazenia takie nie wystgpuja w normalnych
formalizacjach teorii matematycznych. Czytelnik mialby tu prawo wnie$¢ protest.
Po pierwsze nikt mu nie powiedzial, Ze uczy si¢ sposobu, w jaki nalezy formali-
zowaé teorie matematyczng: autor powiedzial tylko, ze dowody beda Sciste. Co
gorsza, czytelnik na ogdl nie bedzie wiedzial, ani w tym miejscu, ani po skoniczeniu
ksiazki, co to jest formalizacja, a tym bardziej normalna formalizacja. Autor chce
te formalizacje pokazaé ,,w akcji”, bez podawania wyjasniefi, na czym ona polega
i po co si¢ ja przeprowadza. A co najgorsze, czytelnik przeciez juz na str. 9 widzial
te zakazane mu teraz wielokropki. Tego, ze wystgpowaly w tekscie metamatema-
tycznym, autor mu nie powiedzial, a czy czytelnik sam pojmie t¢ dos¢ przeciez
subtelng réznicg, nie wiadomo.

Z drugiej strony standardy autora nie sg wszedzie takie same. Opis (str. 77)
operacji sumowania i mnoZenia skoficzonego budzi we mnie watpliwosci. Autor
pisze, ze ,,sumy i iloczyny skoniczone mozna uwaza¢ za funkcjonaly, ale tradycyjny
zapis traktuje je jako operatory”. Te nigdzie przedtem nie opisane pojecia sg
- wprawdzie krétko objasnione (moim zdaniem zreszta niedostatecznie), ale nie jest
powiedziane czy i kiedy mamy prawo wprowadzaé¢ do systemu takie znaki. Czytelnik
moze si¢ tu zdziwi¢: dla nowych znakéw funkcyjnych byla specjalna regula pozwa-
lajaca je w stosownych okolicznosciach dolaczaé; czemuz wige nie ma takiej reguly
dla operatoréw, czymkolwiek by one byly?

Wszystko to pochodzi stad, ze autor nie opisal jezyka, w ktorym wyklada
arytmetyke, a nie uczynil tego, bo chcial utrzymaé czytelnika w mniemaniu, Ze
studiuje on ksigzke matematyczng, ot taki kurs arytmetyki. Tymczasem ksigzka
jest par excellence logiczna i lepiej by bylo, Zzeby autor wyciagnal stad wszystkie
konsekwencje.

Jest w tej ksiazce pewna drobna ilo$¢ usterek w wystowieniach. Omdéwig tutaj
dwie, ktdre mnie najbardziej razily.

Na str. 115 autor pisze, Zze zbior zalezy od ¢y, ..., ¢,, Yy, ..., Y jako od para-
metréw, czyli jest funkcja. Podobnie na str. 155 jest mowa o zbiorze i parametrach
,,0d ktérych ten zbidr staje sie funkcja”. Czytelnikowi, ktdrego od poczatku stu-
diéw uczono, Ze funkcja jest zbiorem par, powinny przy odczytywaniu tych miejsc
wlosy stanaé na glowie ze zdumienia.
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Druga uwaga zwigzana jest z tekstem na str. 166, gdzie autor pisze: ,,Ciagi
sa to funkcje, okreslone na zbiorze liczb naturalnych i o warto$ciach w zbiorze liczb
rzeczywistych”. Kilka wierszy dalej jednak autor twierdzi, ze ,,dla kazdej zmiennej
funkcyjnej, np. postaci f, i dla kazdej zmiennej liczbowej, np. x, albo dla stalej
0 lub 1/2, symbol wartosdci funkcji f(x), f(0), f(1/2) itp. zawsze ma sens i oznacza
pewna liczbe...”. I dalej: ,,Przy powyzszych ustaleniach nie ma potrzeby i nawet
nie ma mozliwosci okres§la¢ co to jest ciag” (!).

Czytelnik zndw tu si¢ zdziwi: autor zdefiniowat ciagi, i to tak, jak czytelnik
uczy! si¢ od poczatku studidw, ale zaraz dalej autor odwoluje t¢ definicje i méwi,
Ze nie jest ona potrzebna, a nawet nie jest mozliwa.

Sadze, ze autor powinien byl wyjasni¢ czytelnikowi powody, ktdre go sklonily
do tak zaskakujacych sformulowan. Tajemnica polega — jak sadze — na tym,
Ze autor piszac ten tekst mial przed oczami system sformalizowany, w ktérym
kazde wyrazenie nazwowe (czyli ,,term”, jak si¢ czasem brzydko wyrazaja niektérzy
logicy) jest wyrazeniem sensownym. W takim systemie oczywiscie nie mozna uzywac
zmiennych przebiegajacych zbiér, ktéry zawiera funkcje czeciowe.

Nalezy zatowal, ze autor nie napisal wyraznie, jaki system formalny ma na
mySéli i nie przedyskutowat trudnosci zwiazanych z formalizacja teorii uzywajacych
zmiennych dla funkcji czeSciowych. Autor znowu zatait tu przed czytelnikiem pewien
klopot natury logicznej. Nawiasem mdwiac, przekonywanie czytelnika, Zze nalezy —
dla ulatwienia formalizacji — zrezygnowaé w matematyce z uzywania funkcji nie
wszgdzie okreslonych, jest chyba z géry skazane na niepowodzenie. Nikt przeciez
nie zgodzi si¢ na to, Zzeby funkcja wykladnicza byla okre§lona dla argumentéw
bedacych zbiorami lub figurami geometrycznymi. Jest faktem, ze mozna rozpatrywaé
systemy, w ktorych dla wygody przyjmie sie, ze e? = 0 jesli 4 nie jest liczba, ale
na pewno jest lepiej unikaé takich sztucznych uméw. W kazdym za$ razie, jesli
si¢ chce, aby matematycy traktowali logike powaznie, nie nalezy twierdzié, ze tylko
dopuszczajgc takie sztucznosei ,,mozna swobodnie, a zarazem precyzyjnie operowaé
symbolami funkcyjnymi” (por. str. 166).

Wreszcie jeszcze jedna uwaga: na str. 114 w wierszu 9 autor pisze, ze wprowa-
dzenie zmiennych wyzszego rzedu okazalo si¢c niezbedne przy wszelkich znanych
konstrukcjach liczb rzeczywistych. Recenzent sadzi, ze stowo ,,znany” nalezy tu
skresli¢: przeciez twierdzenie Skolema-L6éwenheima dowodzi, ze konstrukcja tych
liczb rzeczywistych, ktore autor bada, w logice pierwszego rzedu nie jest mozliwa.

O ile od strony logicznej ksiazka jest ciekawa i twércza, o tyle jej zalety jako
podrecznika elementéw teorii liczb i arytmetyki sa o wiele mnigjsze. Koncepcje
teorioliczbowe sa bowiem ukryte w gaszczu drobiazgowych dowodéw (formali-
zacja!), za$ ilo§¢ materiatu tak z teorii liczb, jak z arytmetyki, jest uboga. O teorii
liczb wspomnialem juz wyZej; w arytmetyce bardzo razi brak nawet wzmianki
o liczbach zespolonych i hiperzespolonych.

Jak juz powiedzialem wyzej, przeczytalem ksiazke Grzegorczyka z prawdziwym
zainteresowaniem. Sama moja recenzja pokazuje, jak sadz¢ dobitnie, ile wzbudzita
ona we mnie refleksji; jestem przekonany, Ze tak samo zareaguja i inni czytelnicy.
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Ale musze otwarcie powiedzie¢, ze sposéb, w jaki ta ksiazka usituje pokaza¢ wspot-
prace logiki i matematyki, a zwlaszcza fakt, Ze propaguje ona formalizacj¢ rozumowan
matematycznych, nie wzbudzil mego entuzjazmu.

Nastepujacy spis bledéw drukarskich zostal sporzadzony przez dra P. Zbier-

skiego.

Str.
Str.
Str.
Str.
Str.
Str.

Str.
Str.
Str.
Str.
Str.
Str.
Str.

32,. Zamiast y+k powinno byé y-k.

33,. Nalezy pominaé¢ znak roéwnosci migdzy formulami.
48,o. Zamiast —x powinno byé —“-x.

58. W T85 nalezy zastapi¢ — przez =-.

61. Aksjomat A.6 powinien brzmie¢ 0-y = 0.

64. Zasada J5 powinna by¢ sformulowana jak nastepuje:

(vx xeXAAx(x#£O0AXeX)=> Vy(<xAyeX))=0eX

705. Zamiast S; powinno by¢ Sj.

81;7. Zamiast p,y powinno by¢ p, < y.

88,. Nie odbite w catosci stowo ,,liczbowe”.

96, wzor (99). Nalezy poming¢ zmienna y.

112. W T56 nalezy bb~! zastapi¢ przez a®~1.

113, zadanie 5. Zamiast F(X) powinno by¢ F(x).

126. We wzorze koficzacym sformulowanie T4 brak jest zalozenia x # 0; ponadto zdanie

stwierdzajace istnienie dzialania odwrotnego do mnoZenia nie jest prawdziwe, o ile do W* wiacza

si¢ 0.

Str.
Str.
Str.
Str.
Str.
Str.

Str.
Str.
Str.

Str.
Str.
Str.
Str.
Str.

134. Nalezy pominaé stowa ,,W szczegblnoscei” przed wzorem (46).
1443, Zamiast x € G, powinno by¢ ueG;.

1655. Nalezy pominaé¢ przedostatni znak ,,A”.

1717, Zamiast x+ a powinno by¢ x+y.

179,. Zamiast A xa(n) powinno byé A na(n).

180, zadanie 7. Zastapi¢ Ax przez An i dodaé zalozenie k > 1.

. k__
190,. Zastapié Vx przez Vx.
n__
190. W T61 nalezy V;zastqpié przez Va.
1
194!, Zamiast — powinno by¢ 1.
n

220%. Zamiast < 1 powinno by¢ > 1.

236,. Zamiast Ane x 7 s"(x) powinno byé Aned (n# 0= x % s"(x)).
2743, Zamiast i ~ g powinno by¢ f ~ g.

2818. Zamiast litery O powinno by¢ zero.

3017, Zamiast JJ9i ¥'3 n powinno byé: J13n 3%.
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