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Problem dowodzenia w nowoczesnym
nauczaniu matematyki

1. Pojecie dowodu twierdzenia i jego roli w strukturze jakiej§ teorii matema-
tycznej musza niewatpliwie by¢ zaliczone do tego, co nazywa si¢ metoda matema-
tyczna; wiecej: to jeden z najistotniejszych elementéw tej metody. Doprowadzenie
do wlasciwego rozumienia pojecia dowodu trzeba wigc uznad¢ za wazny cel nauczania
matematyki w szkole sredniej.

Podobnie jak podanie uczniom samej definicji nowego pojecia, bez zilustro-
wania jej réznorodnymi przyktadami i kontrprzykladami nie prowadzi do wlasciwego
przyswojenia tego pojecia, tak i nie poparte odpowiednia motywacjg stwierdzenie
nauczyciela ,,zadne twierdzenie nie moze by¢ przyjete zanim nie zostanie udowodnio-
ne” nie bedzie mialo wiekszego znaczenia dla uformowania pojecia dowodu.

Co mamy na mysli zadajac, by uczef rozumial pojecie dowodu i jego role
w budowie aksjomatycznej teorii matematycznej? Wydaje sig, Ze najistotniejsze
elementy owego rozumienia, to

1° rozréznianie twierdzenia traktowanego formalnie, a wigc jako pewne
,,wyrazenie puste”, od jego interpretacji w jakim$§ modelu,

2° umiejetno$é sprawdzania zdania-kandydata na twierdzenie w rézinych
modelach z pelng $wiadomoscia, ze wynik tej weryfikacji moze by¢ pozytywny
lub negatywny,

3° $wiadomo$¢ i rozumne uznawanie faktu, iz dowod zbudowany zgodnie
z okre$lonymi zasadami jest jedynym calkowicie pewnym argumentem dla uniwersal-
nej prawdziwosci twierdzenia, tj. prawdziwo$ci w kazdym modelu spetniajgcym
wszystkie aksjomaty,

4° swiadomo$¢ tego, ze zwiazki wynikania pomigdzy wyrazeniami wystepuja-
cymi w dowodzie stanowig jedyne kryterium jego poprawnosci,

5° taka znajomo$¢ regul wnioskowania, ktdra umozliwia z jednej strony oceng
poprawnosci danego dowodu, z drugiej za§ — znajdowanie i redagowanie prostych
dowodow.

Zanim przedstawig pewne propozycje dotyczace realizacji tak postawionego
celu nauczania, ujmiemy w nastepujacy uproszczony schemat sytuacje wspdlczesnej
matematyki szkolnej (p. rys. 1).
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Na schemacie tym widzimy Matematyke — dziedzing twdrczo$ci matematykéw
(M), w ktérej wyrdzniono: elementy podstaw matematyki (EPM), tj. wszystkie
podstawowe pojecia logiczno-mnogo$ciowe tworzace jezyk matematyki — rozu-
miane w sposéb catkowicie intuicyjny, oraz matematyk¢ podstawowa (MP), zio-
zona z wstepnych poje¢, aksjomatéw i pierwszych twierdzen, dotyczacych najbar-
dziej uniwersalnych struktur matematycznych (jak np. pojecia zbioru otwartego
czy transformacji liniowej, aksjomaty grupy czy przestrzeni metrycznej, twierdzenia
o istnieniu bazy przestrzeni liniowej czy o konstrukcji grupy ilorazowe;j).

Rys. 1.

Na naszym schemacie wyrdzniono jeszcze dwie czgsci Matematyki. DME — to
dawna matematyka elementarna; sklada si¢ ona z jakiej$ czastki matematyki podsta-
wowej i obszernych, niekiedy mocno zaawansowanych fragmentéw najstarszych
dyscyplin matematycznych: arytmetyki, geometrii i analizy matematycznej. WME —
to wspolczesna matematyka elementarna, ktéra — jak przyjmiemy, a jest to zgodne
z postgpowymi tendencjami programdéw nauczania na catym $wiecie () — zawiera
elementy podstaw matematyki, cala matematyke podstawowa i niewielkie fragmenty
wszystkich niemal dziedzin Matematyki.

Stosunek Matematyki do rzeczywistosci, generalnie rzecz biorac, jest trudny
do okreélenia. Jednak w przypadku niektorych jej dziatéw daje sie on doséé jasno
ustalié. Zwiazki z rzeczywisto$cia elementéw matematyki podstawowej sa w wigk-
szo$ci przypadkéw najbardziej sztuczne, umowne, a jednocze$nie najbardziej
interesujace z pedagogicznego punktu widzenia. Umowilismy si¢ przez matematyke
podstawowa rozumieé rudymenty najbardziej uniwersalnych teorii matematycznych.
Opisuja one struktury bardzo proste, a jako takie moga dostarczaé jedynie bardzo
grubych schematéw rzeczywistoéci; zbyt grubych, aby mialy warto$¢ praktyczna,
tj. daly sie zastosowaé do rozwigzywania realnych problemoéw; zbyt grubych, aby
w sposéb oczywisty unaocznialy zwiazek matematyki podstawowej z rzeczywistoscia,
jak to jest w przypadku pojeé geometrycznych czy pochodnej; trzeba mieé sporo
wyobrazni, by ruch windy wcisna¢ w schemat przestrzeni wektorowe;j.

(1) Zob. Programy nauczania matematyki — w $wiecie, Wydawnictwo Naukowe WSP w Kra-
kowie, Krakow 1969.
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Chcac uczy¢ dowodzenia w ramach dawnej matematyki elementarnej, byliSmy
zmuszeni czynié¢ to gtdwnie na przykladach twierdzen zaawansowanych, na ogoét
geometrycznych. Mozna wskaza¢ co najmniej dwie wady tej sytuacji:

— interpretacja takiego twierdzenia wydaje si¢ jedyna i oczywista, przez
co poczucie prawdziwo$ci dominuje nad zagadnieniem wywiedlnosci,

— matematyczna komplikacja dowodu uniemozliwia dokladna analize jego
struktury logicznej.

Pokazano w szeregu eksperymentow, Ze w istocie uczniowie nie rozumieli
ani istoty dowodu, ani jego roli. Pojmowali go jako jeden ze sposobéw przekony-
wania sie¢ o prawdziwosci twierdzenia, przy tym sposob ani najja$niejszy, ani naj-
pewniejszy, ani potrzebny.

Dla realizacji naszych celéw sytuacja stworzona przez wspdlczesng matematyke
elementarna jest bardzo korzystna. Oto dlaczego.

1. Teorie matematyczne, ktére sa przedmiotem nauczania, nie sg kategoryczne,
dopuszczaja takze modele skoficzone. Pozwala to pokaza¢ uczniom, Ze jedno i to
samo zdanie moze by¢ prawdziwe w jednym modelu i falszywe w innym. Umozliwia
to réwniez przeciwstawienie procesu pelnej weryfikacji twierdzenia — jego dowodowi.

2. Fakt, Ze zwiazki miedzy tymi teoriami a rzeczywisto$cia sa do$¢ sztuczne,
powinien zmniejszy¢ pokuse zastgpowania dowodzenia sprawdzaniem w jakim$§
modelu; powinien przyczynié si¢ do uznania przez uczniéw rozumowania za postg-
powanie ,,madrzejsze” od sprawdzania.

3. Uzywany obecnie jezyk jest daleko bardziej formalny, zsymbolizowany
niz dawniej, co pozwala uwypukli¢ formalny charakter rozumowania.

Wydaje sie, ze w dotychczasowej praktyce nauczania matematyki, nawet tam,
gdzie programy szkolne odpowiadaja scharakteryzowanej tu wspéiczesnej matema-
tyce elementarnej, nie wykorzystuje si¢ nalezycie mozliwosci konstruowania rézno-
rakich modeli dla podstawowych struktur (3).

II. Jak juz stwierdziliémy, przecigtny uczen woli sprawdzaé niz dedukowad.
Pretensje o to bylyby zupelnie bezzasadne: sklonno$é¢ do opierania si¢ raczej na
faktach niz na werbalnych przestankach jest z pewnoscia zdrowa. Sprawa nauczy-
ciela i podrecznika jest przekona¢ ucznia, ze warto czasem zrezygnowac ze ,,szkietka
i oka” i daé pierwszefistwo logicznemu rozumowaniu. A tradycyjne nauczanie
raczej malo si¢ do tego przyczynialo.

Tradycyjny sposéb redagowania dowoddw, gdzie wyrazenia porzadkuje si¢ li-
niowo, obok lub migdzy nimi umieszczajac wyjasnienia, ma dwie istotne wady:

1. Liniowo$¢ zapisu przystania prawdziwg strukturg dowodu, ktéra bynajmniej
nie jest liniowa.

2. Forma zapisu wysuwa na plan pierwszy zbiér wyrazen, odwracajac uwage
od zwiazkow wynikania zachodzacych migdzy nimi, co najmniej réwnie waznych
dla istoty dowodu.

(?) Por. takze: G. Trelinski i S. Turnau, Pierwsza lekcja stereometrii oparta na nowym
ujeciu planimetrii, ,Matematyka” 4(102) (1968).
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Postaram si¢ pokazac tutaj, ze ujmowanie dowodu w formie grafu jest dydak-
tycznie korzystniejsze. Zacznijmy od przykladu. Ponizszy graf jest dowodem
przechodniodci relacji réwnoleglosci prostych. Zastosowano w nim nastepujace
dwie konwencje: (a) kazda strzatka, wychodzaca z wyraZenia A koriczy si¢ na wy-
razeniu, dla ktérego A stanowi jedna z przeslanek, (b) pierwsza z konfiguracji
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oznacza, Ze uznajemy alternatywe YvZ, jesli uznaliSmy X, a druga oznacza, ze
uznajemy YvZ jako pewna tautologie.

Tego typu grafy dowodéw zostaly uzyte — w spos6b na tyle $mialy i w takim
zakresie, ze mozna to uzna¢ za reforme je¢zyka matematyki — po raz pierwszy
w Geometrii Z. Krygowskiej (PZWS 1965) i w licealnych podrecznikach geometrii
tej autorki.

Istotna zaleta takiego grafu dowodu polega na unaocznieniu struktury tego
dowodu, tj. wszystkich zwiazkéw wynikania pomig¢dzy jego wyrazeniami. Przy
odczytywaniu dowodu zapisanego (czy narysowanego?) w ten sposéb, dostrzega
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si¢ przede wszystkim strzatki, a zatem jego schemat ,,topograficzny”. On to wiasnie
kieruje lektura; on klasyfikuje tekst, ulatwiajac wyodrebnienie jego czg¢éci potrzebnej
dla uzasadnienia wyraZenia nalezacego do dowodu; on jest zapamigtywany jako
,idea dowodu”; on wreszcie sprawia, ze kontrola poprawnosci dowodu staje si¢
latwiejsza, gdyz pominiecie jakiego§ przypadku byloby tu niemal od razu wi-
doczne. Strzalki grafu graja tu role metajezyka. Zastepuja one mianowicie wer-
balne objasnienia, towarzyszace zazwyczaj dowodom w postaci tradycyjnej, a nie-
zbedne dla ustalenia przebiegu dedukcji. Przy tym ten nowy metajezyk wydaje sie
czytelniejszy: na pierwszy rzut oka wida¢ tu, Zze ,,X i Y pocigga Z”, podczas gdy
podobna informacja werbalna zmusza do odszukania X i Y dla poréwnania ich z Z.

Schemat ten czyni tez nie tylko mozliwym, ale wrecz tatwym to, co jest bardzo
trudne w odniesieniu do tekstu tradycyjnego: lektur¢ w odwréconej kolejnosci.
Mozemy wiec stwierdzi¢ najpierw, ze mamy pie¢ wnioskow (A4||C), z ktérych
wszystkie sa pozadane; czy wszystkie sa nalezycie uzasadnione? czy rozwazono
wszystkie mozliwe przypadki? Odpowiedzi na te pytania znajdziemy, Sledzac lan-
cuchy strzalek ,,z dotu do gory”.

Inna zaleta dydaktyczna grafu opiera si¢ na jego ksztalcie geometrycznym.
W naszym przykladzie symetria gérnej czesci grafu sugeruje wystgpowanie w ro-
zumowaniu fragmentéw identycznych pod wzgledem logicznym, gdy asymetria
jego dolnej czeSci wskazuje na fragment niebanalny.

Ten jezyk strzalek moze by¢ uzupeliony przez dopuszczanie dodatkowych
konwencji, byle tylko byly one proste i operytywne. Oto jedna z takich konwencji
(stosowana réwniez w podrecznikach Z. Krygowskiej).

X—2 Y znaczy: Z=>(X=7),
X e=2es ¥ znaczy: Z=(X-<7Y).
" Umozliwia ona zapisaniec dowodu z ostatniego przykladu w sposob nastgpujacy:

AllB

* AnB=0
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Zaprzeczenie
aksjomatu
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Konwencja ta zmniejsza wigc rozmiary grafu, pozwalajac zapisywaé w tej
postaci takZze bardziej zlozone rozumowania.

W wielu dowodach badz to przeksztalca sig¢ tylko cz¢§é ztozonego wyrazenia,
badz tez korzysta sig z wynikow posrednich przez dokonywanie w nich podstawien.
W takich wypadkach zwykla przechodnio$¢ implikacji nie wystarcza juz jako prawo
logiczne. Dla narysowania grafu takiego dowodu konieczna jest subtelniejsza kon-
wencja. Mozna przyja¢ umowe nastgpujaca: strzatka zaczyna si¢ i konczy w poblizu
gléwnego symbolu (symbolu predykatywnego, funktora lub kwantyfikatora) wy-
raZenia, ktore stanowi jej ,,punkt wyjsciowy” lub ,,punkt wejsciowy”.

Za przyklad zastosowania tej konwencji postuzy schemat dowodu nast¢puja-
cego znanego twierdzenia:

TWIERDZENIE. Rozwazmy funkcje f, okreslonqg na R, o okresie P. Przypusémy,
ze ograniczenie f* funkcji [ do przedziatu [a, a+P] jest ciqgle. Wowczas funkcja f
Jest ciggla w a (fjest wowczas ciagla oczywiscie w kazdym punkcie xe R, lecz tylko
jej ciaglo$¢ w a jest nieoczywista; graf dowodu ponizej:

(1) P jest okresem f _

"(2) f* jest ograniczeniem f do [a, a+P]
(3) f* jest ciggla na [a, a+P]
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Rzecz prosta, nie jest mozliwe, a takze potrzebne przedstawianie kazdego do-
wodu w postaci grafu. Uczen, ktéry istote dowodu zrozumial, odczyta go prawi-
dlowo takze z tekstu tradycyjnego. Warto jednak dorzucié¢ na koniec pewna uwage
natury pedagogicznej. Skonstruowanie grafu rozumowania, danego w formie tra-
dycyjnej, bynajmniej nie jest problemem tylko graficznym. Dla rozwiazania go
trzeba rozumowanie to bardzo skrupulatnie przeanalizowaé. Jest to wigc, by¢ moze,
sposéb na zrozumienie i nauczenie si¢ dowodu — bez lez.
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