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np. Definicje 5. 11 5. 2 na str. 18, Rozdziat 2 czesci I poswigca autor omowieniu pojecia rozmaito$ci
rézniczkowej oraz kilku konkurujacych migdzy soba sposobow wprowadzenia odpowiednika
grupy przeksztalcen w programie Kleina. Struktura rézniczkowa klasy C, na rozmaitoéci nazywa
autor zbi6r atlasow réwnowaznych klasy C,. Nastgpnie, w definicji 3.2 (str. 31) n-wymiarowa
rozmaito$¢ rozniczkowa (u autora: roézniczkowalna) definiuje autor jako rozmaitoéé¢ topologiczna
opatrzona struktura klasy C, i w tej samej definicji czytamy: ,,uktady wspolrzednych nalezace do
wyrdznionej struktury nazywamy dopuszczalnymi dla danej rozmaitosci.” Zgodnie jednak z defi-
nicja autora uklady wspoélrzednych nie moga naleze¢ do struktury klasy C,, gdyz elementami
struktury sa atlasy, nie zas uklady wspolrzednych, ktore autor utozsamia z mapami. f.atwo mozna
byloby takiej formalnie niewygodnej sytuacji uniknaé, wprowadzajac pojecie struktury klasy C,
na danej rozmaitosci topologicznej jako atlasu maksymalnego tej klasy.

Czegs¢ 11 skryptu, poswigcona teorii obiektow geometrycznych, jest zredagowana tak, aby
Jjej przestudiowanie nie wymagato uprzedniego przeczytania czesci I. Rozpoczyna ja autor podaniem
definicji obiektu geometrycznego. Przyjeta za A. Wundheilerem definicja obiektu geometrycznego
jest taka, ze wektor styczny do rozmaitosci rézniczkowej w danym punkcie pod definicje te nie
podpada. Z tego wlasnie powodu wydaje mi si¢, ze Wundheiler po prostu nie zwrdcit uwagi na to,
ze — eksponujgc zalezno$¢ wspodtrzednych obiektu w jednym lokalnym ukiadzie od wspotrzednych
w drugim i transformacji prowadzacej od jednego z nich do drugiego — nalezy takze uwzglednié
wspoélrzedne punktu w jednym z tych uktadow. Uwaga Z. Mosznera dotyczaca obiektu zaczepio-
nego, o ktorej pisze dalej autor, opublikowana w 1968 r., byla — jak si¢ wydaje — koniecznym
sprostowaniem tego niedopatrzenia Wundheilera. Drugim najbardziej podstawowym pojeciem tej
czegsei skryptu jest pojecie komitanty obiektu. Zgodnie z definicja 14. 1 (str. 88) obiekt ¢ nazywa
sie¢ komitantg obiektu w, jezeli istnieje funkcja ¢ = H(w), ktora odwzorowuje wldkno obiektu w
na wldkno obiektu 0. W definicji tej chodzi naprawdg nie o funkcje H, ktéra przyporzadkowuje
obiektowi w obiekt o, lecz o funkcje H taka, ze dla kazdego lokalnego ukladu wspotrzednych u
dopuszczalnego dla obiektu w ukiad u jest dopuszczalny dla obiektu o i zachodzi rownosé o (u) =
= H(w(u)), przy czym kazdy uklad u dopuszczalny dla obiektu o jest dopuszczalny dla obiektu w,
tzn. 0 = H o w (k6tko o oznacza tutaj superpozycje funkcji). W skrypcie poza tym powszechnie
uzywa si¢ wymiennie funkcji i jej wartosci w punkcie, co, rzecz jasna, dla dojrzatego czytelnika nie
stanowi problemu. Dalsza czgs¢ wykladu dotyczy w glownej mierze klasyfikacji obiektow geome-
trycznych prowadzonej metoda réwnan funkcyjnych z punktu widzenia teorii komitant. Nie infor-
muje w tym miejscu szczegblowo o wynikach przedstawionych w dalszej czeéci sktyptu, ani tez
o kilku potrzebnych mutacjach pojecia obiektu czy komitanty w niej zawartych, proponujac czy-
telnikowi tej recenzji przeczytanie badz tylko przegladniecie tekstu, interesujacego zwlaszcza dla
matematyka pragnacego zapoznaé si¢ z dorobkiem krakowskiej szkoly teorii obiektow geome-
trycznych. Niektore uwagi zamieszczone w I czeéci, jak np. o przedmiocie geometrii, wydaja sie
tak interesujace, ze zacheci¢ moga do przeczytania skryptu w catosci.

Spostrzezenia krytyczne, ktore poczynitem, sg natury raczej technicznej. Jezeli nawet skrypt
przedstawia nieco do zyczenia wilasnie od strony warsztatowej, to calkowicie wynagradza czytel-
nikowi te usterki jego syntetyzujacy charakter szkicu do monografii dajacej jeszcze jeden $lad do-
robku badawczego duzego zespolu matematykéw pracujacych wspdlnymi metodami.

Wiodzimierz Waliszewski

Julian Musielak, Wstep do matematyki, Patnstwowe Wydawnictwo Naukowe,
Warszawa 1970, str. 128, cena zt 18.—

Podrecznik ten, przeznaczony dla studentow pierwszego roku matematyki w uniwersytetach
i wyzszych szkolach pedagogicznych, jest rozszerzona wersja skryptu wydanego pod tym samym
tytulem w Poznaniu w 1967 r. przez Wydawnictwo Naukowe Uniwersytetu Adama Mickiewicza.
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Przedmiot o nazwie Wstegp do matematyki, ktory bede w dalszym ciagu nazywat krotko Wste-
pem, objety jest, w wymiarze 30 godzin wykladu i tyluz godzin éwiczen, programem obowigzujacym
wszystkich studentéw matematyki w pierwszym semestrze studiow. Wedtug pierwotnego zamierzenia
mial to byé pomost migdzy matematyka szkolng a uniwersyteckim jej ujgciem. Wstep miat ulatwié
pokonanie wysokiego progu trudnosci, jakie poczatkujacym nastrecza zrozumienie wykladow
analizy matematycznej i abstrakcyjnej algebry oraz stosowanych tam metod rozumowania. Dlatego
trzon materialu objetego Wstepem stanowily elementy logiki matematycznej i teorii mnogosci
w ujeciu propedeutycznym, szczegdlny za$ nacisk zostat potozony na praktyczne opanowanie
elementow rachunku logicznego i ich zastosowania do zagadnieni zaczerpnigtych z innych przedmio-
tow matematycznych wykladanych na pierwszym roku. Koncepcja ta stracila niemalo ze swej
aktualnoéci po reformie nauczania matematyki w szkole podstawowej i Sredniej, a materiat przewi-
dziany programem szczegblowym Wstepu stal si¢ w duzej mierze tylko powtorzeniem pewnych
partii programu licealnego. Calkowicie nowy jest wiasciwie tylko fragment teorii liczb kardynalnych,
ujety w programie Wstepu powierzchownie i zdawkowo.

W praktyce jednak, w wiekszoSci uniwersytetow, przedmiot zwany Wstepem jest traktowany
jako co§ w rodzaju namiastki usunietych z dawniejszego programu wykladoéw z zakresu teorii
mnogosci, ktore stanowity cze$é pierwsza przedmiotu kursowego o nazwie Wstep do teorii mnogosci
i topologii na drugim roku. Przyczynito si¢ do tego istnienie znakomitych, szeroko spopularyzowa-
nych podrecznikoéw do teorii mnogosci i logiki matematycznej. Ostatecznie, raczej wbrew pierwot-
nym intencjom, stat si¢ Wistep do matematyki nie tyle pomostem i pomoca, ile dodatkowym obcia-
Zeniem w i tak nadmiernie juz przeladowanym, trudnym programie pierwszego roku studiéow ma-
tematycznych, a egzamin ze Wstepu — jednym z narzedzi selekcji studentdw, obok tzw. zaliczen
éwiczen z innych przedmiotdéw matematycznych i niematematycznych.

Jest rzecza oczywista, ze po reformie matematyki szkolnej pierwotna koncepcja Wstepu nie
mogla si¢ utrzymaé w calej rozciggtosci i ze poziom naukowy wykladéw z tego przedmiotu mogt
podnie$é sie odpowiednio do tego, co nastapito w liceum. Z drugiej jednakze strony sama juz nazwa
przedmiotu: Wstep do matematyki, wskazuje wyraznie na to, ze nie powinien on byé dodatkowa
linia zasiek6w broniacych ludziom przecigtnie uzdolnionym dostepu do zakazanego ogrodu ma-
tematyki. I dlatego, pomimo istnienia $wietnych ksiazek ujmujacych elementy logiki matematyczne;j
i teorii mnogo$ci w sposdb naukowy i bardzo precyzyjny, istniala wciaz potrzeba dobrego podrecz-
nika do Wistepu, odpowiadajacego rozmiarami i ceng skromnej liczbie godzin lekcyjnych przezna-
czonych na ten cel w obowigzujacym programie, przystepnoscia za$ ujecia dydaktycznego rzeczy-
wistej sytuacji wiekszosci 0sOb rozpoczynajacych w najlepszej wierze swe studia matematyczne
i laczacych z nimi wielkie nadzieje zyciowe.

Ksiazka J. Musielaka byta uczciwa proba napisania takiego wilasnie podrgcznika. Ale, do-
ceniajac w pelni trud i ryzyko autora oraz niewatpliwa warto$¢ dydaktyczna duzych partii ksigzki
i pickno matematyczne niektérych jej fragmentow mniej elementarnych, trudno by bylo jednak
uznaé ten eksperyment bez zastrzezen za catkowicie udany, gdyz obok cennych zalet dzieto to ma
istotne wady i jest jeszcze niedopracowane pod wzgledem metodycznym i redakcyjnym. Omawiajac
w dalszym ciagu te sprawy, ogranicz¢ si¢ do rzeczy, ktore uwazam za najbardziej zasadnicze.
Drobniejsze niedopatrzenia i usterki potraktuje wybiorczo, poprzestajac na wyrywkowych przy-
ktadach.

Poniewaz elementy logiki matematycznej stanowia jeden z gléwnych tematdw Wistepu, wigc
zaczng od rozdzialu drugiego, pozostawiajac na razie na uboczu pierwszy. Za gldéwna wade tego
rozdzialu uwazam niekonsekwencje terminologii, utrudniajaca czytanie i rozumienie tekstu. Autor
stosuje pewne podstawowe terminy w sposOb nie zawsze zgodny z powszechnie przyjetym, a co
gorsze — niejednoznaczny. I tak nazwa ,,zdanie” jest w tym rozdziale uzywana zaro6wno, gdy mowa
o zdaniach w powszechnie przyjetym rozumieniu, a wigc wypowiedzi, ktorym przystuguje jedno-
znaczna ocena logiczna: prawda lub falsz, jak i wtedy, gdy chodzi o wypowiedzi w rodzaju ,,2x--
+7 = 12” lub ,,proste / i m przecinaja si¢”’, a wiec o funkcje zdaniowe w zwyklym sensie. Termin
»funkcja zdaniowa” zostal na poczatku okreslony w zwykly sposob. Zaraz potem jednak — i bez
wyrazZznego ostrzezenia czytelnika — zaczyna by¢ rozumiany w znaczeniu wyrazenia zbudowanego
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z liter p, g, r, s, czyli zmiennych zdaniowych i funktoroéw (zreszta terminu ,,zmienna zdaniowa”
autor w ogdble nie wprowadza), np. (p’ = p) = p. Tautologie sa to wigc — cytuje — ,,funkcje zda-
niowe prawdziwe dla dowolnych wartosci logicznych zdan, z ktérych sa zbudowane” (str. 23,
w. 14 i 15). Podobnie w zadaniu 4 (str. 29) czytamy: ,,Sprawdzi¢, ktore z nastgpujacych funkcji
zdaniowych sa tautologiami:

a) (p > q) = (g = p) itd.”

Ale i to nie jest konsekwentne, bo na str. 23 (w. 7) czytamy: ,,zdanie (¢ = p) = (p = q)...”

Funktory zostaly wprowadzone jako odpowiedniki spojnikoOw jezyka naturalnego w sposob
tak sugestywny, ze czytelnik latwo uwierzyé moze w wyzsza konieczno$¢ takiego wlasnie, a nie
innego sposobu okreslania funktorow tabelkami zer i jedynek. Nie ma w tekscie ani wzmianki
o istniejacych rozbieznosciach mowy naturalnej i sztucznego j¢zyka matematyki, o tym np., Ze jezyk
potoczny w ogdle nie zna jakiego$, chodby przyblizonego, odpowiednika, znaku <, ze spdjnik
,,lub” jest potocznie uzywany nie tylko w sensie znaku alternatywy ,, v 7, lecz takze — i chyba nawet
czesciej — w znaczeniu dysjunkcji zupelnej ,,<’, okreslonej tabelka: 0+1 = 14+0=1, 0+0 =
= 11 = 0. Przeciwnie, przystepujac do okreslenia funktordéw alternatywy i rownowaznosci,
stwierdza autor, Ze ,,pierwszy z nich odpowiada spdjnikowi lub, a drugi jest rownowazne, oznaczamy
je odpowiednio v i < (str. 22, w. 4 i 5). Mocno akcentowana teza o odpowiedniosci mi¢dzy
funktorami a spdjnikami mowy potocznej zostala poparta przyktadami, ktore rzeczywiscie brzmia
przekonywajaco i naturalnie dzieki temu, ze pod nazwa zdan przemycone tam zostaly funkcje
zdaniowe, w ktorych wystepuja zmienne, jak np. w przykladzie na str. 20, gdzie zmiennymi s3 —
przynajmniej dla ucha — imiona, choé¢ pisze si¢ je z duzej litery. Natomiast unika autor w ogole
przyktadow drastycznych w rodzaju: ,,jezeli 2 jest liczba parzysta, to Warszawa jest stolica Polski”.

Uwazam, ze tak uproszczone ujecie tematu jest utatwieniem pozornym i w istocie rzeczy dos¢
szkodliwym, gdyz na wykladach z analizy matematycznej lub algebry studenci spotykaja si¢ czgsto
z uzyciem funktoréw w takich sytuacjach, gdzie potoczny ich sens koficzy si¢ i dziata juz tylko
umowa przyjeta w matematyce, sztucznie rozszerzajaca lub zwezajaca granice stosowania ,,lub”,
,jezeli..., to  itp. Wiadomo dobrze, ze wiele bledow rozumowania, popelnianych przez poczatku-
jacych studentow matematyki wypltywa z nieuswiadomienia sobie odmiennosci sztucznego jezyka
rachunku zdai od jezyka naturalnego.

Oprocz zero-jedynkowej metody, zwyklej i skroconej, sprawdzania czy dane wyraZenie ra-
chunku zdan (autor pisze zwykle ,,funkcja zdaniowa”) jest tautologia, podane sa w tym rozdziale
dwa przyktady wyprowadzania nowych tautologii z juz znanych. Nie sprecyzowana blizej metoda po-

2

lega na stosowaniu tancuchéw rownowaznosci ,, =", ktorych sens okresla warunek

A =B wtedy i tylko wtedy, gdy A4 < B jest tautologia.

Autor nie wprowadza tu zreszta zadnego nowego znaku i stosuje dalej symbol ,,<>"", juz oczywiscie
w nowym sensie. Rozumienie tych epizodycznych rachunkoéw utrudnia wzrokowo bardzo nie-
przejrzysty sposdb wplatania do tych tancuchow réwnowaznosci liczb w podwodjnych az nawiasach
dla oznaczenia, na ktorym z poprzednich wzordéw oparto si¢ w danym miejscu.

Nie watpie, ze metoda takich tancuchow da si¢ w sposob $cisty sprowadzi¢ do jakichs prostych
i precyzyjnych metod opartych na regutach dedukcji, i moze nic wielkiego si¢ nie stalo, ze takie
sposoby zostaly mimochodem zaproponowane jako co$ w rodzaju zagadki pobudzajacej do samo-
dzielnego myslenia. Znacznie bardziej mnie jednak zaniepokoita wypowiedZz o rachunku zdan
na str. 27 (w. 13), dotyczaca tych blizej nie sprecyzowanych metod dedukcji: ,,Wyprowadzanie
nowych tautologii za pomoca juz znanych daje podstawe do innego podejécia do rachunku zdan,
mianowicie do podejscia aksjomatycznego. Kilka tautologii wybiera si¢ jako aksjomaty ...” Infor-
magcja ta jest tak sformutowana, ze nie sposdb ja obali¢, cho¢ nie wiadomo wlasciwie, co autor
mial tu na mysli, tym bardziej ze nie wspomnial w ogole o czym$ takim, jak reguly wnioskowania
Iub definiowania w systemie dedukcyjnym, odstepujac tu — nie wiem, czy stusznie — od typowych
wzorow podrecznikowych.

Przyklady zastosowan twierdzen logicznych mialy, jak sadze, by¢ istotnym elementem w bu-
dowie ksiazki. Niestety, niektore z nich wydaja si¢ do¢ sztuczne, skoro trudniej jest tam zrozumiec,
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na czym polega w danym przykladzie zastosowanie tej, czy innej tautologii niz sam dow6d. Bywa,
ze dowdd jest oczywisty i przejrzysty, a tautologi¢, o ktéra chodzi, trzeba dopiero z trudem wy-
lawiaé i to w sposOb nie zawsze przekonywajacy i jednoznaczny. Pozostawiajac jednak na uboczu
pytanie czy przyklady na zastosowanie tautologii sa rzeczywiscie pouczajace, zatrzymam si¢ na
przykladzie 1 na str. 27. Ot6z dowdd niewymiernosci pierwiastka kwadratowego z liczby 2 nie
moze si¢ opiera¢ na tautologii (( p =p)=> p) W sposob sugerowany przez autora, z tego prostego
powodu, ze postuzyl on si¢ bledna teza, podstawiajac za p’ zdanie:

,,1/2 jest niewymierny, tj. jest utamkiem nieskracalnym”. Tymczasem V2 nie jest ani ulamkiem
nieskracalnym, ani ulamkiem skracalnym, ani zadnym w ogodle utamkiem, bo jest liczba rzeczy-
wista, podczas gdy kazdy ulamek jest para liczb catkowitych (lub napisem zbudowanym z symboli
dwu liczb catkowitych) i wlasnie tylko dzieki temu mozna z sensem mowié o jego skracaniu. A na-
prawde schemat dedukgcji jest w tym przykladzie dosyé ztozony, bo co prawda mozna go np. oprzeé
na prostej tautologii

[(p"=q) A ql=p,

ale za to na mniej prostych podstawieniach

p: V2 jest niewymierny,

gV V2= Amm=1,
m,neNg n
skad
7 A 2= % = (mn) # 11.

m,neNg
Natomiast w czesci arytmetycznej dowodu wykazuje sig, ze p’ = g oraz ¢’. Teraz mozna zasto-

sowaé tryb (regute dedukcji) odrywania:

P =q4q,(p=q) Aql=p
p 4

co koficzy tak spreparowany dowod. Nie wyobrazam sobie, jak w dowodzie tego rodzaju mogtoby
si¢ obej$é bez kwantyfikatorow, ale tez i nie wierze, by takie tamance myslowe mogly komukolwiek
utatwi¢ zrozumienie dowodow prostych i trafiajacych bezposrednio do intuicji. Nie jezdzi si¢ po
matym ogrodku samochodem i uzywa si¢ go dopiero tam, gdzie same nogi juz nie doniosa. Sadze,
ze symbolika logiczna staje si¢ rzeczywistym ulatwieniem tam dopiero, gdzie ztozono$¢ rozumowania
utrudnia ogarnigcie go jednym aktem mysli. Nietrudno o takie przyklady juz w elementarnej ana-
lizie matematycznej, ale tam trzeba mie¢ oczywiscie do dyspozycji aparat rachunku logicznego
z kwantyfikatorami. Z tej wigc przyczyny uwazam dyskusje zastosowan juz w rozdziale II za przed-
wczesna. Rzeczywiscie przyklady podane w rozdziale III omawianej ksiazki wydaja si¢ bardzo
pouczajace i wartosciowe z punktu widzenia dydaktycznego.

Z podobnych przyczyn nie zatrzymam si¢ diuzej na zadaniach do rozdziatu II. Pare stow
jednak o zadaniu 8c (str. 31), ktérego rozwiazanie zawiera blad, czy tez przeoczenie, gdyz wcale
nie widaé, jak z zanegowania przestanki

D .jest wiecej niz n liczb pierwszych”

mozna by bylo wydoby¢ samo p. Jezeli liczb pierwszych jest m i m < n, to podane w ksiazce ro-
zumowanie prowadzi tylko do tego, ze liczb pierwszych jest wigcej niz m, a wiec co najmniej m-+1.
Brak jednak podstaw do twierdzenia, ze m~+1 > n i tu wlasnie cala interpretacja logiczna rozkleja
si¢, mimo uderzajacej oczywistosci rozumowania przedstawionego jezykiem potocznym.
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Pomijajac na razie subtelniejsze kwestie natury matematycznej, do ktorych jeszcze powrdce
w dalszym ciagu tego referatu, dowdd podany w tym zadaniu mozna by z grubsza uja¢ w nastgpu-
jacy schemat: Nalezy dowie$é, ze prawdziwe jest zdanie

{AC

{V [0, = P}

(o]

I

n=F)I}’

gdzie P jest zbiorem liczb pierwszych, a O, = {1, 2, ..., n}. Metoda Euklidesa dowodzi si¢, zZe

~
Qi

_5,-

a1l

>

n»
a wiec, ze

P= Op = (P= 5,,)'.

Stad za pomoca tautologii (p” = p) = p i reguly odrywania dostajemy (}:’ == a,)’, a nastgpnie me-
toda uogolnienia (tj. przez dopisanie duzego kwantyfikatora) teze, o ktéra chodzito:

{V [0, = PTY.

Okazuje si¢ wigc, Ze i tu potrzebne sa kwantyfikatory. Zreszta autor wraca jeszcze do twier-
dzenia Euklidesa w rozdziale nastgpnym, gdzie podaje nieco inny dowodd, tym razem z zastoso-
waniem obu kwantyfikatoréw, mianowicie dowodzi tam, ze istniejg liczby pierwsze wigksze od
dowolnej liczby naturalnej #. Ten drugi wariant dowodu jest pojeciowo prostszy i moze by¢ intuicyj-
nie jasny bez wyraznego pojgcia zbioru skoriczonego. W obu miejscach jednak autor antycypuje
definicje skoniczonos$ci i nieskoficzonosci, ktére w podreczniku zjawiaja sic — w formie bardzo
zreszta zdawkowej — dopiero znacznie dalej, przy koncu ksigzki.

Rozdziat III o kwantyfikatorach nie budzi juz tylu watpliwoéci. Pomijajac takie drobnostki,
jak ,,x jest cztowiekiem wyzszym niz 2 metry” lub ,.,ciag jest monotoniczny, gdy jego wyrazy stale
rosna albo stale malejg”, chcialbym poruszy¢ tylko sprawg zapisu wyrazen z kwantyfikatorami.
Nie zauwazylem bowiem nigdzie w tekscie ksiazki wyraZznego sformulowania regul uzywania na-
wiasow w takich wyrazeniach. Powoduje to niemoznos$¢ jednoznaczego odczytania wielu formut.
Z niektérych zapisow mozna by wnioskowac, ze dzialanie kwantyfikatora ma siega¢ na prawo az
do najblizszego nawiasu zamykajacego, np. ,,)”’, lub do samego konca formuly (wzory na str. 42).
Inne miejsca sklaniaja do mniemania, ze kwantyfikator powinien dziata¢ raczej tyltko do najblizszego
znaku implikacji lub rownowaznosci logicznej (str. 38), albo tez, Ze stosuje si¢ jeszcze jakie$ inne
milczace zalozenia (str. 36). Tej sprawy nie udalo mi si¢ do konca rozszyfrowaé, pomimo starannego
konfrontowania wzoréw z towarzyszacym im tekstem stownym. Usterka ta utrudnia wiasciwe
zrozumienie intencji autora w tematach wielu zadan. Wiersze 14 i 15 str. 34 wyrazaja teze niejasna,
bo np. wyrazenie A A\ (2+z = 4) jest rownie sensowne, jak A\ AV (x+z = y). Warto moze

x z xy z
zauwazy¢, ze w tym rlc;zdziale termin funkcja zdaniowa jest rozumi;ny w zwyklym sensie, a wiec
inaczej niz w rozdziale II z wyjatkiem jego poczatku.

Rozdzial IV pos$wigcony zbiorom, relacjom i funkcjom, jest napisany przyst¢pnie, jasno
i zwieZle. Jest bogato zilustrowany rysunkami. Mialbym tylko moze pewne zastrzezenia co do
sposobu sformutowania definicji relacji (str. 53), ktora jest poprawna, ale nieco zaciemniona uwagami
historycznymi i metodologicznymi, ktore w takim zestawieniu moga robi¢ niepotrzebne wrazenie
chwiejnosci 1 niepewnosci: czy relacja jest czym$ scharakteryzowanym przez podzbidr iloczynu
kartezjanskiego, czy tez — co ostatecznie bylo intencja autora — relacja jest wprost podzbiorem
iloczynu kartezjaniskiego?

W bardzo pouczajacym paragrafie 5 rozdziatu IV nie zostata omoOwiona blizej sprawa definicji
dzielenia, nastreczajaca pewne kiopoty w metodzie Cantora definicji liczb rzeczywistych za pomoca
ciagbw liczb wymiernych spelniajacych warunek zbieznosci Cauchy’ego, oraz rownie klopotliwa
sprawa definicji nierdwnosci liczb rzeczywistych, ktora moze wygodniej byloby sprowadzic do
definicji liczby rzeczywistej dodatniej. W obu przypadkach mozna si¢ postuzy¢ twierdzeniem, ze
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ciag liczb wymiernych spelniajacy warunek Cauchy’ego i nie majacy granicy zero, ma wyrazy, od
pewnego wskaznika poczawszy, stale wigksze od jakiej$ liczby dodatniej lub stale mniejsze od
pewnej liczby ujemnej. Z drobnych usterek tego rozdziatlu wymienig niejasnos¢ zadania 21, w ktorym
chodzito o porzadek liniowy, i bledne rozwiazanie zadania 22a.

Duza warto$¢ dydaktyczna ma, moim zdaniem, rozdzial V, napisany przystgpnie i zywo, za-
wierajacy bardzo ladne przyklady i liczne trafne rysunki. Ale rownocze$nie ten wiasnie rozdzial
nasuwa moze najwiecej watpliwosci i to natury powazniejszej niz wszystko to, co poruszylem
poprzednio. Chodzi o problem poréwnywania liczb kardynalnych, rol¢ pewnika wyboru i pojecie
liczby naturalnej. Otéz trzymajac si¢ $ciSle szczegélowego programu Wistepu, mogl autor w ogoble
zaniecha¢ wkraczania na te grzaskie tereny. Jesli jednak zostal juz poruszony ktorykolwiek z tych
zawilych 1 subtelnych tematéw, to czytelnik powinien otrzymaé przynajmniej niedwuznaczne,
poprawne i w miare moznosci jasne informacje o rzeczywistym stanie rzeczy. Uwazam natomiast,
ze wszelkie zacieranie niejasno$ci, milczace odwolywanie si¢ do intuicji, ktéra tu zawodzi na calej
linii, przemilczanie istotnych trudnosci tkwiacych w naturze rzeczy, moze prowadzi¢ do blednych
wyobrazen na temat tego, o czym tekst mial informowaé. Uwazatbym w takich przypadkach cal-
kowite, Swiadome niezrozumienie tekstu przez czytelnika za znacznie mniejsze zio niz pozostawienie
go pod wrazeniem, ze wszystko dobrze rozumie i ze wszystko jest dla niego oczywiste, podczas
gdy w rzeczywisto$ci czytelnik ulegl sugestii analogii, ktore naprawde nie istnieja.

Zeby nie byé golostownym, zacytuje¢ zdanie ze str. 90 (w. 10. od dotu): ,,Moce zbiordw, tj.
liczby kardynalne mozna poréwnywaé”. Zdanie to moze si¢ naiwnemu czytelnikowi wydaé truizmem,
bo skoro liczby, to przeciez zawsze jedna jest wigksza lub mniejsza niz druga, jezeli nie s sobie
rowne. A wlasnie tu zmyst analogii calkowicie zawodzi i problem poréwnywania liczb kardynalnych,
a w szczegllInoscei liczb naturalnych pojmowanych jako liczby kardynalne, nastrecza, jak wiadomo,
powazne trudnosci teoretyczne i mie moze tu byé mowy o jakiej§ oczywistosci.

W innym miejscu czytamy: ,,Liczby kardynalne zbioréw skoriczonych nazywamy liczbami
naturalnymi’ (str. 79, w. 10). Kilka stronic dalej nastepuje dopiero wyjasnienie, ze zbior skonczony,
to taki, ktory nie jest nieskonczony w sensie definicji Dedekinda, to znaczy nie jest réwnoliczny
z zadng swa czg¢Scia wlasciwa. I tu, na tle obrazowych przykladow zbioréw przeliczalnych, moga
powstawac¢ intuicje wiodace na manowce, bo aczkolwiek definicja Dedekinda zbioru nieskoriczonego
prowadzi od razu do réznych latwych wnioskéw, np. do twierdzenia, ze kazdy zbiér nieskoficzony
w sensie tej definicji zawiera podzbidr réwnoliczny ze zbiorem uporzadkowanym w typ w, a wigc
z intuicyjnie pojetym zbiorem liczb naturalnych, to jednak zaprzeczenie tego warunku nieskon-
czonos$ci dopiero w oparciu o teori¢ dobrych porzadkow, zbudowana na bazie aksjomatu wyboru,
prowadzi do przydatnych twierdzen. Po odrzuceniu aksjomatu wyboru nie udatoby si¢ wyprowadze-
nie podstawowych wlasnosci liczb naturalnych z definicji podanej przez autora. Ostatecznie i tu
czytelnik moze dojs¢ do stanu pozornego rozumienia, o co chodzi. Jednakze ten pozér rozumienia,
bgdac czyms catkowicie nieprzydatnym, moze sta¢ sie zrodiem jakichs zupelnie falszywych wyobra-
zenn i dziala¢ jak informacja catkowicie bledna.

Chcialbym sie tu zastrzec, ze bynajmniej nie uwazam za konieczne kladzenie specjalnego
nacisku na wyrdzniona historycznie role aksjomatu wyboru i zwigzane z nia nawyki my$lowe.
Roéwnie dobrze przeciez mozna by np. klas¢ nacisk na role aksjomatu VI o zbiorach potegowych,
ktéry w aksjomatyce Zermela prowadzi do nieskonczonej hierarchii zbior6w nieskonczonych coraz
wyzszych mocy. Idzie mi raczej o to, ze w przypadku przytaczania trudnego twierdzenia bez dowodu
czytelnik powinien by¢ wyraznie informowany o tym, ze dowod zostal pominigty, nie mowiac
juz o przydatnosci pewnych dalszych komentarzy. Np. piszac, ze ,,liczby kardynalne mozna porow-
nywa¢”, wypadalo doda¢ wyjasnienie, ze dowdd, bardzo skomplikowany, nie miescilby si¢ w ra-
mach podr¢cznika. Lecz warto wspomnieé i o tym, ze dowdd ten wymagat rozwinigcia obszernego
rozdziatu teorii zbioréw, a mianowicie teorii dobrych porzadkéw. Tego rodzaju informacje powinny
byly poprzedza¢ podana w ksigzce wzmiank¢ o hipotezie continuum, jak rdéwniez informacje
o definicji liczby naturalnej jako mocy zbioru skonczonego w sensie Dedekinda. To osta-
tnie wymagaloby jednak ujecia bardziej precyzyjnego i bardziej wyraznego niz w omawia-
nej ksiazce.
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I tu przechodze do najwigkszej, moim zdaniem, wady podrecznika, ktora jest brak jasnej
i zdecydowanej koncepciji liczby naturalnej. Chociaz chodzi tu o temat nie objety bardzo elementar-
nym programem Wstepu, ktory w tym podreczniku w ogole nie musiat by¢ poruszany, to jednak
Zle sie stalo, ze poruszywszy ten temat nie zajal autor wobec niego wyraZnego, jednoznacznie
okreslonego stanowiska. A miat wiele drog do wyboru. Mogt zgodnie z litera i duchem programu
pozosta¢ przy naiwnym pojeciu liczby naturalnej i nie zapuszczajac si¢ w metodologiczne glebie
potraktowaé caly pierwszy punkt tego programu jako powtorzenie poznanych w szkole twierdzefi
z zakresu arytmetyki, ze szczegélnym naciskiem na zasade indukcji zupelnej i jej zastosowania,
choéby w rachunku na ,,sigmach”. Mogt nie poprzesta¢ na tym, tylko poda¢ aksjomatyczno-de-
dukcyina teorig liczb naturalnych, najlepiej taka, w ktorej suma i iloczyn sa pojeciami pierwotnymi,
bo taka teoria jest pojeciowo prostsza niz np. aksjomatyka Peana, w ktorej dzialania okresla sig
rekurencyjnie. Ujecie to pasowaloby dobrze do tych ustepéw ksiazki, gdzie naszkicowane sa
klasyczne metody konstruowania liczb catkowitych, wymiernych i rzeczywistych. Mogt ostatecznie
autor wyjsé z aksjomatyki liczb rzeczywistych, okre§li¢ na ich gruncie zbior liczb naturalnych i do-
wodzi¢ ich wlasnosci lacznie z zasada indukcji zupelnej, co jednak byloby rozwiazaniem o tyle
gorszym, ze podejscie to wymaga znacznie mocniejszych §rodkéw logicznych, cho¢ moina to oczy-
wiscie do pewnego stopnia zatuszowa¢ w wykladzie o charakterze pogladowo-intuicyjnym.

Majac juz do dyspozycji liczby naturalne, mozna w sposob bardzo przystgpny okreslic pojecie
skonczonosci i nieskoniczonosci, przyjmujac, ze zbiér A jest skoniczony wtedy i tylko wtedy, gdy
jest rownoliczny ze zbiorem wszystkich liczb naturalnych nie wigkszych niz jaka$ liczby naturalna n,
ktora przyjmuje sie za nazwe liczby kardynalnej zbioru 4. Ujecie to, zblizone do definicji B. Russela,
nastrecza wiele wdziecznych tematéw zadaniowych i laczy si¢ gladko z partia materialu dotyczaca
zbioréw przeliczalnych.

Konsekwentne przedstawienie sprawy w oparciu o pojecie zbioré6w skonczonych w sensie
definicji Dedekinda, ktora oczywiscie jest catkowicie zbgdna w ujeciu poprzednim, wymagaloby
przytaczania wielu fundamentalnych twierdzen bez dowoddéw oraz wielu skomplikowanych ko-
mentarzy tak, ze koncepcje tego rodzaju nalezaloby raczej uznaé za chybiong w ksiazce, gdzie nie
omawia sie w ogole teorii liczb porzadkowych. Ale i to byloby juz znacznie lepsze niz umieszczanie
w jednym wykladzie strzepkow roéznych obcych sobie watkow, jak to ma miejsce w omawianym
podreczniku. Podana tam definicja liczby naturalnej nie prowadzi do nikad. W réznych zadaniach
i przykladach, choéby w dowodach twierdzenia Euklidesa o liczbach pierwszych, nawiazuje autor
do definicji B. Russela, lub do zwiazanych z nia oczywistych twierdzen catkowicie zreszta zgodnych
z naiwna intuicja. Z tego pomieszania pojeé wynikaja m. in. tak razace usterki, jak np. zadanie 23,
i jego enigmatyczne rozwigzanie wyrazone malym slowkiem ,,tak” na str. 124 (chwila namystu
wystarczy, by zauwazy¢, ze zadanie to jest w danym konteks$cie w ogdle pozbawione sensu, nie
mowiac o tym, ze czytelnik moze nie mie¢ do dyspozycji informacji, ze kazdy zbior skonczony
w sensie Dedekinda da si¢ dobrze uporzadkowac).

Te same niekonsekwencje odbily si¢ niekorzystnie na poziomie rozdziatu I, ktéry oprocz
bardzo ladnego tematu twierdzen podobnych do zasady indukcji zawiera jej dowdd zawieszony
calkowicie w prozni, skoro nie ma w tekécie zadnego wyjasnienia, skad si¢ wziglo twierdzenie
o istnieniu minimum dowolnego niepustego zbioru liczb naturalnych i inne potrzebne przestanki.
Przeciez rownie dobrze mozna bylo przeprowadzi¢ dowody tych wiasnie przestanek, wychodzac
z twierdzenia o indukeji zupehnej, co moglto by¢ nawet bardziej pouczajace. Natomiast paragrafu
pierwszego rozdziatu I (tj. pierwszych stronic tekstu) wolalbym blizej nie omawiac, gdyz ten fragment
ksiazki nie odpowiada pod wzgledem Scisto$ci i poprawno$ci matematycznej nawet wymogom na
poziomie liceum. Definicje ,,sigmy” i ,,duzego pi”’ sg nielciste, bo pierwsze nie zawsze jest suma,
a drugie nie zawsze iloczynem; dowody sa pozorne. Par¢ przedstawionych tam zr¢cznych chwytow
rachunkowych nie uzasadnia dostatecznie wlaczenia tego paragrafu do ksigzki o innym charakterze,
przeznaczonej dla studentow matematyki w uniwersytetach i wyzszych szkolach pedagogicznych,
zawierajacej partie piekne i glgbokie, pomijajac juz to, ze tematyka tego paragrafu wykracza
poza szczegblowy program Wstepu. Poza tym wlasnie rozdziat I zawiera szczegoOlnie duzo usterek
redakcyjnych, bledow i niejasno$ci w zadaniach itp. Nalezy zalowa¢, ze jesli juz ,,sigmy” itp. zna-
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lazly si¢ w podreczniku wstegpu do matematyki, to nie zostaly w ogdle wyzyskane do demonstrowania
dowodow i definicji indukcyjnych. Tych ostatnich zresztg calkowicie autor nie uniknat (zadanie 21,
str. 18, o liczbach Fibonacciego — ma byé ¥'5/5, nie zas V'5/2).

Nie wydaje si¢ prawdopodobne, by niedo§wiadczony czytelnik mogt przesledzié watek wio-
dacy do dowodu twierdzenia Tarskiego o punkcie stalym i lematu Kuratowskiego-Zorna. Temat
ten wykracza daleko poza program wstepu, ale by¢é moze zastugiwal na umieszczenie w ksiazce
z uwagi na to, ze dowody zostaly przeprowadzone bez pomocy liczb porzadkowych: indukcji
pozaskonczonej. Szkoda jednak, ze temat ten zostat az tak pokawaltkowany i rozrzucony po réznych
katach. Niektore istotne ogniwa znalazly si¢ nawet w tekscie zadan, co juz jest bledem redakcyjnym
i metodycznym.

Mimo wszystkich wysunietych tu zastrzezen, istotnych i mniej istotnych, ktore zreszta do-
tyczyly gléwnie pierwszych dwu rozdziatéw i tylko niektorych dalszych fragmentow ksigzki, uwazam
za rzecz dobra, ze zostal wydany podrecznik Wstepu do matematyki dla zwyklych studentéw, a nie
tylko i wyltacznie dla jednostek wybitnie uzdolnionych. Dopiero bowiem w oparciu o takie wlasnie
ksigzki mozna ewentualnie prowadzi¢ jakies szersze studia nad skuteczno$cig tych czy innych
chwytéow metodycznych, nad chlonno$cia przecietnych miodocianych umystéw i ich zdolnoscia
do samodzielnego studiowania i my$lenia. Bo wydaje si¢ niewatpliwe, Ze wszelka przesada w wysru-
bowywaniu poziomu uczonosci, pigtrzenie gdzie si¢ tylko da przeszkod, przytlaczanie nadmiarem
nieprzyswajalnych informacji, pogon za efektem i moda, snobizm abstrakcji, nie wychodza w ma-
sowym nauczaniu na dobre sprawie krzewienia zamitowan i umiej¢tnosci matematycznych, a wbrew
zamierzeniom entuzjastow najlepszego wychodza na najgorsze, przyczyniajac si¢ do utrwalania
ztych obyczajow biernosci, powierzchownosci, werbalizmu, ktére od tak dawna obserwujemy
w trakcie egzamindOw, zaje¢ seminaryjnych i innych kontaktow ze studentami, ze juz zaczynamy
sic z nimi oswajaé.

Nadmierna trudno$¢ podrecznikdw sprzyja takze nasileniu tzw. odsiewu studentow pierwszego
roku, o ktorym nie zawsze si¢ pamieta, Ze jest statystyczna wypadkowa wielu katastrof indywi-
dualnych, przezywanych gorzko przez ludzi, ktérzy nie zawsze musieli by¢ calkiem nieprzydatni,
cho¢ nie od razu dawali sobie rade¢ z pojeciem homomorfizmu kanonicznego lub iloczynu tenso-
rowego dwu nieskoficzenie wymiarowych przestrzeni liniowych.

Po wyjsciu ksiazki J. Musielaka stalo sie oczywiste, ze nawet o takich tematach, jak liczby
kardynalne, mozna pisaé¢ pogladowo i zajmujaco, co w ostatecznym rozliczeniu moze by¢ jeszcze
wazniejsze niz precyzja w terminologii w wyktadzie z rachunku zdan, lub sprawa pomylek i niedo-
patrzen w tekstach zadan. Dlatego, po dopracowaniu szczegotow i skorygowaniu paru zasadniczych
wad koncepcyjnych, dzieto J. Musielaka mogloby, jak sadze, staé si¢ rzeczywiscie dobrym i pozy-
tecznym podrecznikiem wprowadzajacym w latwy sposob do studiow matematyvcznych.

Adam Bielecki

Krzysztof Tatarkiewicz, Rachunek wariacyjny, Cze$¢ TI, Wydawnictwa
Naukowo-Techniczne, Warszawa 1970, str. 240, cena zt 37.—

Na drugi tom ksigzki Tatarkiewicza sklada sie pie¢ rozdziatdow, plus dodatek historyczno-
-bibliograficzny. Pierwszy rozdziat zatytulowany ,,Rozwiazania nieciagle” zawiera warunek katowy
Erdmana-Weierstrassa i warunki transwersalnosci dla problemow ze swobodnymi koricami.

Rozdziat 7 (drugi — tomu drugiego) dotyczy warunku koniecznego Jacobiego i warunkow
wystarczajacych, przy czym te ostatnie autor dowodzi jedynie dla najprostszego przypadku stabego
ekstremum lokalnego, tzn. lokalnego ckstremum w topologii przestrzeni Cl. W rozdziale tym autor
wprowadza takze pojecie ,,argumentu ekstremum miejscowego”. Chodzi mianowicie o rozwigzanie
rownania Eulera o tej wlasnosci, ze dla kazdego ¢ z przedzialu okre§lonosci tego rozwiazania istnieje
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