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Andrzej Dabrowski (Wroctaw)

Pulapki probabilistyki

Na okladce niedzielnego wydania New York Timesa z 21 lipca 1991 roku
pojawil sie artykul relacjonujacy niezwykla dyskusje w Stanach Zjednoczonych,
a nawet poza ich granicami. Jak pisze autor artykutu: ,,[d]ebata toczyla si¢ na
korytarzach CIA i w barakach pilotéw mysliwcow w Zatoce Perskiej. Analize pro-
wadzili matematycy w MIT i programisci komputerowi w Los Alamos National
Laboratory w Nowym Meksyku. Problem byt omawiany na zajeciach w wie-
cej niz 1000 szkol w catym kraju od podstawowych do wyzszych” Niezwyktla
dyskusja dotyczyta rozwigzania problemu Montyego Halla.

W Kklasycznej postaci problem Montyego Halla polega na podjeciu de-
cyzji o maksymalnym prawdopodobienstwie wygranej w postaci samochodu.
Gracz biorgcy w konkursie ma otworzy¢ jedne z trzech dostepnych drzwi. Za
kazdym z dwojga drzwi stoi koza, a za trzecimi — samochdd, przy czym nagrody
rozmieszczone sg w sposob losowy. W pierwszym kroku gracz wskazuje jedne
drzwi, ale ich nie otwiera. Nastepnie prowadzacy konkurs Monty Hall otwiera
inne drzwi, za ktérymi stoi koza. Teraz gracz moze albo pozostaé przy swoim
pierwotnym wyborze albo wskaza¢ pozostale nieotwarte drzwi. Co powinien
zrobic?

Problem pochodzi z turnieju telewizyjnego Let’s Make a Deal, prowadzo-
nego przez Montyego Halla w latach 1963-1977. W 1975 roku zamieszczono to
zadanie w czasopi$mie American Statistician jako ¢wiczenie z rachunku praw-
dopodobienstwa. Dopiero artykul napisany przez Marilyn vos Savant' w 1990

' Amerykanska felietonistka i pisarka (ur. 1946). Zaslynela tym, ze w wieku 10 lat w tescie
inteligencji uzyskata wynik 228, wowczas najwyzszy na $wiecie.
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2 A. Dabrowski

roku i opublikowany w bardzo popularnym czasopismie Parade wywotal burze.
W artykule tym vos Savant dowodzila, Ze prawdopodobienstwo sukcesu jest
réwne 2/3, gdy gracz zmieni swoj pierwotny wybor. Po opublikowaniu artykutu
autorka otrzymata dziesie¢ tysiecy listow, w wiekszosci (92%) twierdzacych, ze
nie ma ona racji i ze szanse wygrania samochodu sg takie same — niewazne czy
gracz pozostanie przy swoim wyborze, czy wybierze inne drzwi. Najbardziej
zarliwe stowa krytyki pochodzity ze srodowiska naukowego, ktére ubolewajac
nad analfabetyzmem matematycznym spoleczenstwa, w 65% uwazalo, ze nie
ma ona racji. Jednak racja byta po stronie Marilyn vos Savant.

Burza wywotana przez problem Montyego Halla dowodzi, jak fatwo za-
ufa¢ intuicji, ktora zawodzi, gdy mamy do czynienia ze zjawiskiem losowym.
Dajemy si¢ zwie$¢ i otumanic przez przypadek lub niepelng informacje. Brak
wlasciwego rozwigzania prowadzi do nieracjonalnych decyzji o kosztownych -
nie tylko ekonomicznie - skutkach (zob. [17]).

Bertrand Russell widziat paradoks tkwigcy w samym sercu prawdopo-
dobienstwa: ,,[jlak mozna méwic¢ o prawach przypadku? Czyz przypadek nie
jest zaprzeczeniem wszelkich regul?” Proby wprowadzenia regul rzadzacych
przypadkiem, zakonczone zostaly formalizacja stworzong przez Kolmogorowa
dopiero w latach trzydziestych XX wieku, pokazuja, jakie to trudne zadanie.
Artykul przedstawia kilka ciekawych, czasami intrygujacych przypadkow zwig-
zanymi z zastosowaniami prawdopodobienstwa i statystyki. Niektdre z nich sg
zawarte w ciekawej ksigzce Tijmsa [18].

1. Nieoczekiwane skutki losowosci

W Proceedings of the National Academy of Sciences of the USA w 2015
roku pojawil si¢ artykut pod tytulem Defining and identifying Sleeping Beauties
in science. Jako spigce krélewny okreslono artykuty naukowe, ktére wywotaly
eksplozje cytatow dopiero po wielu latach od publikacji. Wiele z przytoczonych
przez autoréw $pigcych krélewien musiato czekaé na przebudzenie pigédziesiat
lat i wiecej. Jednym z rekordzistow, z czasem przebudzenia sto lat, jest artykul
brytyjskiego statystyka Ronalda Fishera, opublikowany w 1901 roku w Philo-
sophical Magazine pod tytulem On lines and planes of closest fit to system of
points in space. To, co obudzilo zainteresowanie czytelnikow artykutu Pearsona
po stu latach, odnosilo si¢ do tezy, ze przy badaniu zwiagzku miedzy dwiema
zmiennymi x i y, gdy obie sa obserwowane z losowym biedem, najlepsza linia,
dopasowana do par punktéw (x, y) - linia minimalizujaca btad $redniokwa-
dratowy, a wiec linia regresji y wzgledem x - nie wyznacza jednoznacznie linii
regresji x wzgledem y.
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1. Regresja masy wzgledem wzrostu (linia ciagta) i wzrostu wzgledem masy (linia przerywana)

Mozna postuzy¢ si¢ konkretnym przyktadem. W pewnej grupie oséb
zebrano dane o wzroscie (w cm, zmienna x) i masie ciala (w kg, zmienna y).
Sredni wzrost i odchylenie standardowe w tej grupie wynosza odpowiednio 170
i4 cm. Analogiczne parametry dla masy ciata sg rowne 70 i 5 kg. Wspotczynnik
korelacji tych zmiennych wynosi 0,8.

Regresja y wzgledem x (linia ciaggta na rys. 1) wyraza si¢ wzorem y =
x —100. Wzdr ten oznacza, ze srednia masa ciata 0s6b o wzroscie x wynosi
x-100. Wydawaloby si¢ oczywistym, ze w takim razie x = y+100, co oznaczaloby,
ze $redni wzrost os6b o masie y wynosi y +100. Tak jednak nie jest. Regresja y
wzgledem x (linia przerywana) wyraza si¢ wzorem x = 0,64y + 125,2.

Oczekiwana masa 0s6b o wzroscie 175 cm, odczytana z regresji, zilustro-
wanej linig ciggta wynosi 75 kg. Oczekiwany wzrost 0s6b o masie 75 kg wynosi
173,2 cm (linia przerywana). Tak jest dla wszystkich wartosci wzrostu i masy —
osoby o masie wiekszej od sredniej maja wzrost zblizony do $redniego bardziej,
nizby to wynikalo z relacji masy wzgledem wzrostu. Podobnie jest dla 0séb
0 masie mniejszej niz $rednia. To zjawisko Karl Pearson, twérca metody regresji,
nazwal cofaniem si¢ (powrotem, ang. regression) do $redniej i stad jej nazwa.

2. Ratunek w losowosci

Duzg popularnoscig cieszy si¢, podobnie jak problem Montyego Halla,
zadanie znane jako problem wyboru narzeczonego spos$rod n kandydatéw,
z ktérych kazdy ma przypisang jakas inng liczbowg wartos¢. Problem polega
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na tym, ze kandydatow oglada sie po kolei i zdecydowa¢ si¢ mozna jedynie na
wybor aktualnie ogladanego. John Gilbert i Frederick Mosteller z Uniwersytetu
Harvarda znalezli strategie gwarantujaca najwieksze prawdopodobienstwo wy-
boru najlepszego kandydata, w przyblizeniu réwne 1/e ~ 0,36, niezaleznie od n
dla dostatecznie duzego n. Strategia ta dziala dla n > 2.

Jak postapic¢, gdy szuka si¢ maksimum dwoch réznych liczb, gdy odstonie-
to pierwsza? Mozna jg wskaza¢ jako maksimum, albo zdecydowac si¢ na druga
liczbg. Dla oczywistej strategii mieszanej (wybieram pierwszg liczbe z prawdo-
podobienstwem p) prawdopodobienstwo sukcesu jest réwne 1/2, niezaleznie
od p. Strategia polegajaca na decyzji o wyborze drugiej liczby w zaleznosci od
wartosci pierwszej odslonietej wydaje sie beznadziejna wobec faktu, ze liczby
wypisane na kartkach sa dowolne. A jednak jest mozliwe wskazanie strategii,
w ktdrej prawdopodobienstwo sukcesu jest wieksze niz 1/2. Co wiecej, prawdo-
podobienstwo sukcesu jest tym wieksze, im bardziej r6znia si¢ od siebie obie
liczby wypisane na kartkach. Rozwigzanie podane przez Davida Blackwella jest
proste — nalezy wygenerowac liczbe losowa R wedtug jakiegokolwiek rozktadu
okreslonego na calej prostej (na przyklad rozkladu normalnego standardowego).
Wybiera si¢ druga liczbe wylacznie wtedy, gdy pierwsza odstonigta liczba jest
mniejsza niz R.

Prawdopodobienstwo sukcesu przy wybraniu takiej strategii fatwo obli-
czy¢. Niech X bedzie pokazang losowo (i niezaleznie od R) jedna z liczb ny, n,,
przy czym zakladamy, Ze n; < n,. Sukces jest sumg dwoch wykluczajacych sie
zdarzen {R < X, X = my} i {R > X, X = nm;}. Prawdopodobienstwo sukcesu
WYNosi:

P(sukces) =P(R< X, X=m)+P(R2X,X=m) =
=P(R<X|X=m)P(X=n)+P(R2X|X=m)P(X=n)=
= P(R < le)P(X = 1’12) +P(R > nl)P(X = 1’11) =
=P(R<m)i+(1-P(R<m))i=
_1+P(m <R<ny)

2

Prawdopodobienstwo to, jak widac, jest wieksze niz /2 i jest tym wieksze, im
bardziej roznig sie od siebie liczby wypisane na kartkach.

3. Nie tylko sSrednia si¢ liczy

Powszechny obyczaj operowania warto$ciami srednimi (oczekiwanymi)
moze prowadzi¢ na manowce. Zatézmy, ze w prospekcie opcji, ktdre sg propo-
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nowane przez firme maklerskg, z prawdopodobienistwem 1/2 cena akeji wzro$nie
w ciagu tygodnia o 80% i z prawdopodobienistwem 1/2 zmaleje 0 60%. Ma-
kler kupuje na poczatku pierwszego tygodnia akcje wybranej firmy za ceng
10000 zt i sprzedaje je po biezacej cenie przy koncu tygodnia. Uzyskang su-
me inwestuje w catosci w kolejnym tygodniu, na koncu sprzedaje i tak dalej
(zob. [12]).

Wartos$¢ oczekiwana w pierwszym tygodniu wynosi (1/2-1,8 +1/2-0,4) -
10000 = 11000, wigc wydaje sig, ze inwestycja jest optacalna. Wartos¢ ocze-
kiwana po piec¢dziesieciu dwoch tygodniach takich inwestycji jest rowna az
1,4 miliona zlotych. Jest to jednak interes bardzo ryzykowny. Prawdopodobien-
stwo, ze koniec roku zakonczy sie¢ stratg (w kieszeni bedzie mniej niz 10 000 zt)
jest rowne 0,95, a z prawdopodobienistwem 1/2 pozostanie mniej niz 1zt Wyso-
kie zyski sg uzyskiwane z bardzo matym prawdopodobienstwem. Na przyktad
prawdopodobienstwo, ze nasza stawka podwoi sie i wyniesie po roku 20 000 zt
jest réowne 0,04.

W 1956 roku John Kelly z Bell Laboratories zaproponowal strategie cze-
$ciowego inwestowania, polegajaca na tym, ze w kazdym tygodniu inwestuje si¢
tylko czes$¢ f € (0,1) zasobdw, a reszte sie pozostawia. W kolejnym tygodniu
inwestuje si¢ cze$¢ f sumy zasobow z poprzedniego tygodnia i biezacej wygra-
nej, reszte pozostawiajac. W ten sposdb postepuje sie przez caly czas trwania
inwestycji.

Optymalna warto$¢ f dla przedstawionej oferty wynosi f = 5/24. Oznacza
to, ze w pierwszym tygodniu wykupuje sie akcje za 5/24 - 10 000 = 2083 zt, w kie-
szeni zostawiajgc 7917 zt. Z prawdopodobienstwem 1/2 na konicu tygodnia akcje
bedg warte 3749 zt, a z prawdopodobienistwem /2 — 833 zt. W drugim tygodniu,
w przypadku wygranej z poprzedniego tygodnia, suma do dyspozycji wynosi
3749 + 7917 = 11666 zt i inwestuje sie 5/24 - 11666 = 2430 zt, zostawiajgc 9236 zt.
W przypadku przegranej, suma do dyspozycji wynosi 833 + 7917 = 8750 zt
i inwestuje sie 5/24 - 8750 = 1823 zl, zostawiajgc 6927 zl. Takie postepowanie
kontynuowane jest do konca roku. Skutki tej strategii sg diametralnie inne, niz
gdyby co tydzien inwestowano cala dostepng pule. Praktycznie zerowe jest praw-
dopodobienstwo, ze po roku pozostanie nam mniej niz 1 z4, a z prawdopodobien-
stwem 0,7 uzyskany zostanie cho¢by minimalny zysk. Prawdopodobienstwo,
ze nasza stawka podwoi sie i wyniesie po roku 20 000 zt jest w tym przypadku
réowne 0,44.

Nic dziwnego, ze takie tuzy finansowe, jak Warren Buffet, stosuja te stra-
tegie na gietdzie. Ze strategii Kellyego korzysta matematyk-miliarder (23 mi-
liardéw dolaréw w lipcu 2020 roku), rowniez filantrop, Jim Simons. Nawet
tworca teorii informacji Claude Shannon wraz z zong Betty i matematykiem
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z MIT Edem Thorpem zgarnal fortung w Las Vegas, umiejetnie stosujac strategie
Kellyego. Zadziwiajace, ze on sam nigdy nie skorzystal ze swojej strategii i nie
dorobit si¢ na operacjach finansowych. Niezwykle ciekawe fakty o zyciu Shan-
nona, Kellyego i innych matematykéw, zwigzanymi z matematyka finansowa,
mozna przeczyta¢ w ksigzce Williama Poundstonea [13].

4. Mnozenie

Matematycznie inspirujacy jest przykiad o wygranych w pewnym kasynie.
Krupier naciska przycisk do generowania kartki papieru z czterocyfrowa liczba
catkowitg x wydrukowana na jej odwrocie. Gracz nie widzi tej liczby, dopoki
sam nie wybierze dowolnej liczby naturalnej y. Gracz otrzymuje 2,4 swojej
stawki, jesli pierwsza cyfra iloczynu x y jest rowna 4, 5, 6, 7, 8, 9. Szybkie ro-
zeznanie w swoich szansach mozna uzyska¢, badajac rozklad pierwszej cyfry
w 9801-elementowej tabliczce mnozenia liczb naturalnych od 1 do 99 (zob. tab. 1).
Prawdopodobienstwo wygranej kasyna w takim przypadku wynosi 0,569, co
daje oczekiwany zysk kasyna 0,569 — (1 — 0,569) - 1,4 = —0,034 zt z jednej
zlotéwki gracza. Skoro strata kasyna wynosi okolo 3,4% stawki, wydaje sie, ze
warto zaryzykowac. W rzeczywistosci to kasyno wygrywa, uzyskujac zysk co
najmniej 4,3% stawki gracza. Problem wymaga wiec staranniejszej analizy.

Tabela 1. Rozklad czgstoéci cyfr w iloczynach liczb od 1 do 99

pierwsza cyfra 1 2 3 4 5 6 7 8 9

frakcja iloczynéw 0,240 0,183 0,146 0,118 0,094 0,077 0,061 0,046 0,035

Zadanie mozna uprosci¢, zauwazajac, ze pierwsze cyfry znaczace liczb ¢
oraz 10t sg takie same dla u calkowitych. Wystarczy wigc ograniczy¢ sie do liczb
z przedziatu [1,10) majacych skoniczong liczbe cyfr po przecinku. Wybieranie
wszystkich liczb rzeczywistych z tego przedzialu jest uogélnieniem tego zadania,
tatwiejszym do analizy. Dalszym krokiem jest przejscie do skali logarytmicznej.
Wybér a = log,, x i b = log,, y, pochodzacych z przedziatu [0,1) jest réwno-
wazny z wyborem x i y.

Strategie czyste w tej grze polegaja na wyborze punktu (a, b) z kwadratu
jednostkowego (zob. rys. 2). Strategie wygrywajace dla kasyna zaznaczone sa
w szarym obszarze kwadratu (p = log,, 4 ~ 0,6021).

Prawdopodobienstwo wygranej kasyna, gdy gracz wybiera liczbe b (na
rysunku sg dwie strategie czyste b; i b,), a kasyno - liczbe a losowo jedno-
stajnie z (0,1) wynosi p, niezaleznie od wartoéci b. Podobnie, przez symetrie,
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prawdopodobienstwo wygranej kasyna, gdy kasyno wybiera liczbe a, a gracz
wybiera liczbe b losowo jednostajnie z (0, 1) wynosi p, niezaleznie od wartoéci a.

Prawdopodobienstwo wygranej kasyna, gdy obie strony wybieraja swoje
liczby a i b jednostajnie z przedziatu (0,1) wynosi p, natomiast wygrana kasyna
p-(1-p)-1,4~0,045.

W pracy [10] Kent Morrison udowodnil, Ze ta para strategii jest optymalna.
W szczegdlnosci fakt ten oznacza, ze jesli kasyno wybiera a jednostajnie, to
niezaleznie od strategii gracza — czystej czy mieszanej, prawdopodobienstwo
wygranej kasyna jest co najmniej p.

Morrison wykazal ponadto, ze jezeli kasyno ogranicza swoj wybér do
liczb n-cyfrowych w ten sposob, ze wybiera liczbe [10"™1+4 |, przy czym A jest
zmienng losowg o rozkladzie jednostajnym z (0,1), to niezaleznie od strategii
gracza (czystej czy mieszanej), prawdopodobienstwo wygranej kasyna jest co
najmniej réwne p — 101",

Jezeli kasyno wybiera zmienng losowg A z rozkladu jednostajnego na
(0,1) i A = log,, X, to prawdopodobienstwo, ze k (przy czym k =1,2,...,9) jest
pierwsza cyfra X wynosi:

P(|X] = k) = log;y(1+ ).

Rozktad pierwszej cyfry zmiennej losowej z [1,10) o takiej postaci nosi
nazwe rozkfadu Benforda. Frank Bedford w 1938 roku podat przykiady zbiorow
danych, ktorych pierwsze cyfry znaczace maja rozktad nazwany pdzniej jego
nazwiskiem. Nazwal to prawem nietypowych (anomalous) liczb. Jest on sprzecz-
ny z powszechng intuicja, ze pierwsze cyfry znaczace liczb, wybranych losowo,
powinny pojawia¢ si¢ z takim samym prawdopodobienstwem.
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W miare, jak rosta liczba przyktadéw wystepowania rozktadu Benfor-
da, rosta tez presja, by opisa¢ model probabilistyczny na dodatniej pdtprostej,
dla ktérego rozklad pierwszych cyfr ma posta¢ Benforda. Jedno z mozliwych wy-
jasnien podsuwa spostrzezenie, ze dla pomiaréw fizycznych, majgcych rozktad
Benforda, rozklad pierwszej cyfry nie zalezy od uzytych jednostek.

W tabeli 2 zamieszczono (za [21]) rozklad pierwszych cyfr wysokosci
120 000 najwyzszych miast $wiata, wyrazonych w metrach, stopach i kubitach
(starozytnej egipskiej mierze diugosci liczacej 523 mm). W ostatnim rzedzie
podany jest rozktad Benforda.

Tabela 2. Rozktad pierwszych cyfr wysokosci 120 000 najwyzszych miast §wiata

pierwsza cyfra 1 2 3 4 5 6 7 8 9

metry 0,298 0,174 0,126 0,092 0,076 0,071 0,060 0,054 0,050
stopy 0,299 0,186 0,122 0,100 0,074 0,062 0,059 0,053 0,046
kubity 0,308 0,162 0,135 0,089 0,078 0,062 0,064 0,055 0,046
Benford 0,301 0,176 0,125 0,097 0,079 0,067 0,058 0,051 0,046

Roger Pinkham w 1961 roku udowodnil twierdzenie, Ze jedynym roz-
ktadem pierwszych cyfr, niezmienniczym wzgledem jednostek pomiarowych
jest rozklad Benforda (zob. [14]). Pierwsze cyfry liczb wybieranych losowo
i niezmienniczo wzgledem skali na dodatniej potprostej podlegaja rozktadowi
Benforda. Problem polega na tym, ze taki rozklad nie istnieje w klasycznym
modelu Kolmogorowa. W pracy [1] podano dowdd tego faktu, oparty na modelu
prawdopodobienstwa warunkowego Alfreda Renyiego.

5. Oddech Cezara

Nawet powszechnie znane fakty historyczne moga by¢ pretekstem do
zaskakujgcych pytan probabilistycznych i jeszcze ciekawszych odpowiedzi.
W ksiazce Johna Paulosa [11] (zob. tez [8]) opisany jest problem ostatniego
oddechu Cezara: ,,Juliusz Cezar wykrztusil: «I ty, Brutusie, przeciwko mnie?».
Pytamy: jakie jest prawdopodobienstwo, ze wtasnie w tej chwili wchlonelismy
jedng sposrdd czasteczek, ktore Cezar wyzional w swym ostatnim tchnieniu?”

W ziemskiej atmosferze jest N = 1,37-10** czasteczek. Ostatni intensywny
wydech Cezara mégt zawierac litr powietrza, czyli A = 2,69 - 10?* czasteczek.
Prawdopodobienstwo, ze jedna czasteczka wdechu w chwili obecnej nie pocho-
dzi z wydechu Cezara jest rowne 1 — %. Jezeli teraz wchlonieto B czgsteczek, to
prawdopodobienistwo, ze Zadna z nich nie pochodzi od Cezara wynosi (1 - % )
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Prawdopodobienstwo, ze przynajmniej jedna z wchlonigtych wyszta z ust Cezara
jest zatem réwne 1 — (1 - % )8 Te wielkoé¢ mozna tatwo obliczy¢:

B
I-(1-4) o1 (1= 24)N) V¥ w1-e W,
Gdy zatem dokonamy zwyktego, potlitrowego wdechu, to B = %A, a gdy
pelnego, to B = A. Zwazywszy, ze

A®2,697-10*

N 137-10%
to prawdopodobienstwo, ze wlasnie w tej chwili konkretna osoba wchioneta
jedna z ,czasteczek Cezara’, waha sie miedzy 1— e >%* ~ 0,93a1- ¢ ~ 0,99,
w zaleznosci czy oddech byt spokojny, czy gleboki.

6. Fotony

Rachunek prawdopodobienstwa pozwala na poréwnanie dtugosci podro-
zy fotonu od $rodka Storica do jego korony i od korony Stonica na Ziemig. Latwo
obliczy¢, bez udzialu rachunku prawdopodobienstwa, ze foton wedruje od ko-
rony na Ziemie okoto oémiu minut (odlegtos¢ 1,5 - 108 km z predkoscia $wiatta).
Promien Storica, o dtugosci 7 - 10° km, jest dwiescie razy krétszy. Okazuje sie, ze
foton ze srodka do korony Stonca wedruje okoto 6000 lat!

W szacunkach przyjeto, ze foton, odbijajac sie od innych czastek, odbywa
na swojej drodze tréjwymiarowy spacer losowy. Zgodnie z rachunkiem prawdo-
podobienstwa, po n odbiciach czgsteczka osiggnie odlegtos¢ srednio \/8n/37
jednostkowych skokéw. Sredni dystans w czasie miedzy zderzeniami wynosi
centymetr, czyli 107> km. Oczekiwana liczba odbi¢ do osiggniecia korony Storica

8
,/_n.10‘5:7.1()5,
3n

spetnia réwnanie

a wiec
37(7-10)?
n= u =5,77-10%%
8
Czas na pokonanie jednego odbicia (w sekundach) jest rowny
107
=3,33-107".
300000

Oczekiwany czas na dotarcie do korony (w sekundach) wynosi

5,77-10%'-3,33-1071 = 1,92 - 10"
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co oznacza, ze po 6100 latach (Srednio w roku jest okolo 365,25 - 24 - 3600 ~
3,16 - 107 sekund) czgsteczka dotrze z centrum Storica do jego korony.

Oszacowanie nie uwzglednia niejednorodnosci materii stonecznej. Czas
przejscia fotonu ze $rodka Stonica do korony szacowany jest na od dziesieciu do
stu siedemdziesieciu tysiecy lat (za [22]).

7. Motyle na Malajach

Metod statystycznych uzywa si¢ do oszacowania nieznanej calkowitej licz-
by obiektéw wystepujacych w pewnym zbiorze. Dwa przyklady sg powszechnie
znane. Pierwszym z nich jest metoda CMR wielokrotnych ztowien (ang. Captu-
re — Mark - Recapture), polegajaca na wylosowaniu pewnej liczby osobnikéw,
oznakowaniu ich, a nastepnie przy drugiej serii wylosowanych osobnikéw, osza-
cowanie catkowitej liczby na podstawie proporcji oznakowanych i nieoznako-
wanych osobnikéw.

Drugim przykfadem jest metoda uzywana przez wywiad aliancki do osza-
cowania wielkosci produkeji czolgow czy rakiet V2 na podstawie ich numeréw
seryjnych. Metody te przewyzszaly dokladnoscig informacje uzyskane klasycz-
nymi metodami wywiadu (zob. [24]). Mniej znany jest przyklad szacowania
nieznanej liczby, zwigzany z odkryciami przyrodniczymi na Malajach.

Na poczatku lat czterdziestych przyrodnik brytyjski Aleksander Corbet
spedzit dwa lata na tapaniu motyli na Malajach (dzi§ Malezja). Kiedy wrocit
do Wielkiej Brytanii, zwrdcit si¢ do statystyka Ronalda Fishera z pytaniem, ile
nowych gatunkéw motyli moze odkry¢ w czasie kolejnej dwuletniej wyprawy
na Malaje, a ile w ciggu rocznej wyprawy. Jedyna dostepna Fisherowi informacja
byta tabela 3, opisujaca statystyke liczno$ci réznych gatunkéw motyli, ztapanych
przez Corbeta.

Tabela 3. Czesto$¢ wystgpowania roznych liczb gatunkéw motyli
odkrytych w ciagu dwuletniej wyprawy Corbeta

n, 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

g 118 74 44 24 29 22 20 19 20 15 12 14 6 12 6

W tabeli g; oznacza liczbe gatunkéw, n; - liczbe osobnikéw danego gatun-
ku. Dane umieszczone w tabeli oznaczajg, na przyklad, ze 118 gatunkéw motyli
bylo reprezentowanych przez jednego motyla, 74 gatunki przez dwa motyle,
44 przez trzy motyle itd.
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Aby przyblizy¢ problem, przed jakim stanat Fisher, mozna postuzy¢ si¢
prostym przykladem. Uczeni odkryli manuskrypt z dwudziestodwuliterowym
napisem w nieznanym jezyku: ,,Stoi na stacji lokomotywa”. Zastanawiajg sie, ile
nowych liter moze pojawic sie w kolejnym znalezionym napisie o takiej samej
dlugosci.

Odpowiedz Fishera na pytanie Corbeta (zob. [5]) oparta zostata na modelu
statystycznym, zbudowanym i przetestowanym na réznych danych biologicz-
nych. Estymator Fishera ma bardzo prosta postac:

g=2(-)"gi.

Odpowiedz Fishera na pytanie Corbeta brzmiata - oczekiwana liczba no-
wych gatunkéw odkrytych w czasie kolejnego dwuletniego sezonu na Malajach
wyniesie siedemdziesigt pig¢. Na pytanie Corbeta, ile mozna oczekiwa¢ motyli
w czasie jednorocznej wyprawy, Fisher nie znalazl odpowiedzi.

Tabela 4. Czestos¢ wystepowania odkrytych liter
dla napisu w nieznanym jezyku

n; 1 2 3 4

g 8 2 2 1

Estymator Fishera przewiduje 8 — 2 + 2 — 1 = 7 nowych liter w napisie
w nieznanym jezyku (zob. tab. 4). Gdyby nastepnym, odkrytym fragmentem
o dwudziestu dwdch literach bylo ,,Ci¢zka, ogromna i pot z niej..., w ktorym jest
8 nowych liter: ,,¢7, 2", »g »I'» »Z5 »€5 »j » t0 estymator Fishera calkiem niezle
by sie sprawdzit.

Problem liczby nieznanych gatunkéw byt tematem wielu prac, dotyczacych
sytuacji, gdy nalezy oszacowa¢ liczb¢ nowych gatunkéw w probee o mniejszej
liczbie element6éw niz dana (zbudowanie dobrego estymatora, gdy nowa prébka
jest liczniejsza, jest trudne).

Statystycy L. J. Good i G. H. Toulmin zaproponowali w pracy [6] estymator
liczby nowych gatunkéw na podstawie n-elementowej proby, gdy nowa préba
zawiera tn elementéw it <1

g=->.(-1)'g.

i

Estymator ten ma blad §redniokwadratowy ograniczony z gory przez nt>
Na pytanie Corbeta mozna wreszcie odpowiedzie¢ — w czasie rocznej wyprawy
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oczekuje sie odkrycia
18(2) -74(1)* +44(1)’ - 24(D)* + - +6(3)P ~ 45

nowych gatunkow.

W Bodleian Library w Oxfordzie odkryto w 1985 roku liczacy czterysta
trzydziesci stow poemat nieznanego autora. Czas powstania utworu maégtby
wskazywac, ze jego autorem jest William Szekspir. Statystycy Bradley Efron
i Ronald Thisted zauwazyli, ze stowa mozna traktowac jak ,,gatunki motyli’,
a zestaw znanych utworéw Szekspira jako obserwowang probe i oszacowac
liczbe nowych stéw w utworze, przy zalozeniu, ze jego autorem jest Szekspir.
Estymator Gooda i Toulmina zostal uzupetniony przez nich o dodatkowe testy
zgodnosci i bardziej precyzyjne oszacowania (zob. [4]).

Wedtug ich szacunkéw w nowym poemacie powinno si¢ znalez¢ miedzy
cztery a dziesie¢ stow nie wystepujacych w dotychczasowych utworach poety,
miedzy dwa i siedem wystepujacych jednokrotnie, a miedzy jeden a piec —
dwukrotnie. W nowym poemacie dziewie¢ stéow bylo nowych, siedem byto
jednokrotnie wystepujacych u Szekspira, a pig¢ - dwukrotnie. Na podstawie
testow statystycznych Efron i Thisted nie wykluczyli autorstwa Szekspira, co
skomentowali zdaniem: ,,[n]ieznany poemat tak dobrze pasuje do Szekspira,
jak inne utwory Szekspira pasuja do utworéw Szekspira”

Dzigki estymatorom podanym w artykule [3] przez Efrona, ktéry roz-
szerzyl wyniki Gooda i Toulmina na przypadek ¢ > 1 udalo si¢ dodatkowo
oszacowad, ze Szekspir mogt zna¢ dwukrotnie wiecej stow w poréwnaniu z tymi,
ktorych uzyl w znanych utworach.

Persi Diakonis, statystyk pracujacy w Stanford, po zapoznaniu sie z pra-
cami Efrona i Thisteda o§wiadczyl, ze zmienit opini¢ o odkrytym poemacie.
»Kiedy wczesniej czytalem ten poemat, nic w nim nie przypominato Szekspira.
[...] Ale teraz, gdy zobaczylem analizy Brada i Rona, wydaje mi sie catkiem
prawdopodobne, ze to on go napisal”. Historie te barwnie opisata Gina Ko-
lata w artykule Nowy poemat Szekspira: ,,Oda do statystyki”, ktéry ukazal si¢
w czasopi$mie Science w 1986 roku (zob. [9]).

Bibliografia

[1] A. Dgbrowski, Osiem i p6t, Matematyka — Spoteczenstwo — Nauczanie 21 (1998),
9-14.

[2] A. Dabrowski, Osiem i pot+, Matematyka — Spoleczenstwo — Nauczanie 22 (1999),
35-37.



Putapki probabilistyki 13

[3] B.Efron, R. Thisted, Estimating the number of unseen species — how many words
did Shakespeare know?, Biometrika 63 (1976), nr 3, 435-447.

[4] B.Efron, R. Thisted, Did Shakespeare write a newly-discovered poem?, Biometrika
74 (1987), 1ir 3, 445-455.

[5] R.A. Fisher, A.S. Corbet, C. B. Williams, The relation between the number of
species and the number of individuals in a random sample of an animal population,
Journal of Animal Ecology 12 (1943), nr 1, 42-58.

[6] 1.]J. Good, G. H. Toulmin, The number of new species, and the increase in population
coverage, when a sample is increased, Biometrika 43 (1956), 45-63.

[7] T. Hill, Knowing when to stop, American Scientist 97 (2009), 126-133.

[8] S.Kean, Ostatni oddech Cezara, Feeria Science, L.6dz 2017.

[9] G. Kolata, Shakespeare’s new poem: an ode to statistics, Science 231 (1986), nr 4736,
335-336.

[10] K.E. Morrison, The multiplication game, Mathematics Magazine 83 (2010), nr 2,
100-110.

[11] J. A. Paulos, Analfabetyzm matematyczny i jego skutki, Gdanskie Wydawnictwo
Oswiatowe, Gdansk 1999.

[12] J. A. Paulos, Matematyk gra na gietdzie, CeDeWu, Warszawa 2003.

[13] W. Poundstone, Fortune’s formula. The untold story of the scientific betting system
that beat the casinos and Wall Street, Hill and Wang 2006.

[14] R.S. Pinkham, On the distribution of first significant digits, Ann. Math. Statist. 32
(1961), nr 4, 1223-1230.

[15] J. Rosenhouse, The Monty Hall Problem. The remarkable story of math’s most
contentious brain teaser, Oxford University Press, Oxford 2009.

[16] N.D. Singpurwalla, “Sleeping beauties” in statistics, Significance 17 (2020), 48-48.

[17] N.N. Taleb, Zwiedzeni przez losowos¢. Tajemnicza rola przypadku w Zyciu i w ryn-
kowej grze, Kurhaus Publishing, Warszawa 2016.

[18] H.C. Tijms, Surprises in probability, seventeen short stories, CRC Press, Taylor &
Francis Group, Boca Raton 2019.

[19] https://mathworld.wolfram.com/BenfordsLaw.html (dostep: 7.08.2020).

[20] https://www.johndcook.com/blog/benfords-law/ (dostep: 7.08.2020).

[21] http://econ.ucsb.edu/~doug/240a/Benford%20Law.html (dostep: 7.08.2020)

[22] http://www.astronoo.com/en/articles/journey-of-the-photon.html
(dostep: 7.08.2020)

[23] https://pl.wikipedia.org/wiki/Metoda_wielokrotnych_z%C5%820owie%C5%84
(dostep: 7.08.2020)

[24] https://en.wikipedia.org/wiki/German_tank_problem (dostep: 7.08.2020).

Andrzej Dabrowski

Uniwersytet Wroctawski

Uniwersytet Przyrodniczy we Wroclawiu
aludwikdabr@gmail.com



Tablica reklamowa informujaca o nowym osiedlu w Krakowie (fot. Barbara Palka)



o)
Wiad. Mat. 56 (1) 2020, 15-27
© 2020 Polskie Towarzystwo Matematyczne wmptlm
1897

Lech Maligranda (Luled, Poznan)

»B” jak przestrzen Banacha

1. Wstep

W zwigzku ze stuleciem pracy doktorskiej Stefana Banacha, przyjetej do
oceny 24 czerwca 1920 roku na Uniwersytecie Jana Kazimierza we Lwowie i opu-
blikowanej w 1922 roku w Fundamenta Mathematicae, w artykule oméwiona
zostanie sprawa wprowadzenia nazwy ,,B-przestrzen” i ,,przestrzeni Banacha”.
Niniejszy artykul zostal podzielony na cztery czesci: klasyczne przestrzenie
unormowane i przestrzenie metryczne przed 1920 rokiem, przestrzenie liniowe
unormowane i zupelne, B-przestrzenie i przestrzenie Banacha, a na koniec

wspomniane s3 takze przestrzenie quasi-Banacha.

2. Klasyczne przestrzenie unormowane i przestrzenie metryczne
przed 1920 rokiem

Pod koniec XIX wieku zaczeto rozwazaé zbiory ztozone z funkeji i wypo-
sazone w naturalne struktury, a na poczatku XX wieku idea zupelnej przestrzeni
unormowanej przewijala si¢ wielokrotnie w pracach réznych matematykoéw, jak
na przyklad Erika Ivara Fredholma w pracach z lat 1900-1903, Davida Hilberta
w sze$ciu pracach z lat 1904-1910 i Frigyesa Riesza w licznych pracach od 1907
roku. Badajac réwnania rézniczkowe i catkowe, stykali sie oni z konkretnymi
przestrzeniami funkcyjnymi, cho¢ nie definiowali ich wyraznie.

W 1903 roku Jacques Hadamard (zob. [27]), jako pierwszy, rozwazal prze-
strzen C[a, b] wszystkich ciagtych funkeji rzeczywistych na domknietym prze-
dziale [a, b] z topologig zbiezno$ci jednostajnej, poniewaz byt zainteresowany

© 2020 Polskie Towarzystwo Matematyczne
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reprezentacja na niej ciagtych funkcjonaléw liniowych. Reprezentacje taka poda-
li niezaleznie Maurice Fréchet (zob. [23]) i Frigyes Riesz (zob. [47]) w 1907 roku.
Oczywiscie zbior funkgji ciaglych wystepowal i byl badany znacznie weze$niej,
zwlaszcza w pracach Ascoliego, Weierstrassa i Arzeli.

Przestrzen L?[a, b] pojawila sie w pracach Ernsta Fischera [21] i Rie-
sza [46], w ktérych niezaleznie udowodniajg oni, ze przestrzen ta jest zupelna
przestrzeniag metryczng. Obecnie fakt ten jest znany jako twierdzenie Riesza—
—Fischera. Nazwy ,przestrzen Hilberta” po raz pierwszy uzyt Riesz w 1913 roku
w swojej ksigzce [49].

Miara i calka Lebesgue’a pojawily si¢ okoto 1900 roku. Uzywajac jezyka
dzisiejszej matematyki, powiedzielibysmy, ze pojawila sie przestrzen L'[a, b].
W 1910 roku Riesz w pracy [48] zdefiniowal oraz zbadal przestrzenie L?[a, b]
z wykladnikiem p € (1, 00), uzywajac litery ,,L” na cze$¢ Lebesgue’a. Przestrzen
L?[a, b] to klasy wszystkich funkcji mierzalnych w sensie Lebesgue’a na [a, b],

dla ktérych norma
b 1/p
o= ( [ 17 ax)

jest skoniczona, przy czym utozsamia si¢ funkcje réwne prawie wszedzie na
przedziale [a, b]. Riesz rozwazal rowniez n-wymiarowe przestrzenie 1% oraz
nieskonczenie wymiarowe przestrzenie ciggowe I? zdefiniowane w 1913 roku
dla p € [1, 00) jako (zob. [49]):

d 1/p
1P ={x = (x): [xlp = (X Ixil?) < oo}
k=1
W ksigzce [49], Riesz zdefiniowal tez przestrzen [*° jako
1 = {1 = ()t |]o = sup| < 00}
keN

Riesz udowodnit, ze LP[a, b] sg przestrzeniami unormowanymi i zupelny-
mi z dualng (LP[a, b])* tzn. przestrzenig wszystkich ograniczonych liniowych
funkcjonatéw na LP[a, b], ktéra mozna identyfikowaé z przestrzenia L? [a, b],
przy czym p’ jest wyktadnikiem sprzezonym do p, tzn.1/p+1/p’ = 1. Przestrzen
L*°[0,1] z norma

| flloo = esssup|f(x)| = inf{a > 0:m({x € [0,1] : [f(x)| > a}) = 0}

x€[0,1]

pojawila si¢ dopiero w pracy Hugona Steinhausa [53] z 1919 roku, jako przestrzen
dualna do L'[0,1]. Odnotujmy, ze przestrzenie L? powszechnie nazywane s3
w literaturze przestrzeniami Lebesguea, a nie przestrzeniami Riesza.
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Przypomnijmy, ze jedng z pierwszych publikacji, w ktérej rozwazano
abstrakcyjne przestrzenie zawierajace funkcje oraz pojecie metryki (cho¢ pod
inng nazwa) bylta praca Frécheta [22] z 1906 roku. Przestrzenie metryczne
spopularyzowal Felix Hausdorff w ksiazce [29] z 1914 roku - pojecie metry-
ki zostalo wprowadzone na str. 211 jako aksjomatycznie okreslona odleglos¢
d(x, y) miedzy punktami x, y tej przestrzeni. Tam tez znajdujemy pojecia zbiez-
nosci ciggu oraz zupelnosci przestrzeni metrycznej. Natomiast F-przestrzenie
(przestrzenie Frécheta) zostaly wprowadzone przez Frécheta w [25] w 1926
roku. Fréchet [23] byt jednym z pierwszych, ktéry uzywatl okreslenie ,,prze-
strzen”, a Erhard Schmidt (ten od ortogonalizacji Grama-Schmidta) w 1907
roku wprowadzit termin ,,przestrzenie funkcyjne”.

Koncepcja zupelnej unormowanej przestrzeni liniowej byla gotowa do
odkrycia okolo 1913 roku, gdyz do tego roku odkryte zostaly klasyczne prze-
strzenie (chronologicznie): C[a, b], I2 L*[a, b], L[a, b]i1? dla p € [1, 00) oraz
[°° (zob. [45, str. 23]). To tez wyjasnia, dlaczego wielu matematykéw prawie
jednoczes$nie wpadlo na te same pomysty.

3. Przestrzenie liniowe unormowane i zupelne

Przestrzen liniowa (wektorowa) wprowadzil Giuseppe Peano w ksigz-
ce [44] w 1888 roku i to w formie obecnie uzywanej (zob. [15, str. 39; 42,
str. 114-121]). Jego koncepcja zostala jednak zapomniana i Hermann Weyl
(zob. [56, str. 15-16]) na nowo odkryl ja trzydziesci lat pézniej (zob. [45, str. 5]).

Wiadomo, ze pojecie normy pojawilo sie przed Banachem, o czym pisze
na przyklad Albrecht Pietsch (zob. [45, str. 14-24]). W pracy Alberta A. Bennet-
ta [11] z 1916 roku omawiane s3 zupelne unormowane grupy abelowe i metoda
rozwigzywania réwnan operatorowych nazywana metoda Newtona (opisana
jest ona w ksigzce [45, str. 16]). Natomiast w artykule Kennetha W. Lamsona [36]
21920 roku mamy na przestrzeni liniowej norme zupelng i twierdzenie o funkeji
uwiklanej (praca ta to ztozony w grudniu 1917 roku doktorat na Uniwersytecie
w Chicago, ktérego promotorem byt Gilbert A. Bliss). Termin ,,norma” (dla
normy maksimum) pojawil sie réwniez w 1918 roku w pracy Riesza [50, str. 72].

W latach 1921-1922 Norbert Wiener wprowadzit w pracach [57-59] ak-
sjomaty normy na przestrzeni liniowej, ale nie rozwazat zupelnosci. Aksjo-
mat jednorodnosci w artykulach [57, wlasnos¢ (6), str. 313; 58, wlasnos¢ (6),
str. 123] wyglada na literdwke, ale niestety jest tez powtorzony w pracy [59, wla-
sno$¢ (7), str. 332]. Mamy tam ||Ax| = A||x|| idla A < O nie jest wtedy prawda, ze
|- | >0 (zob. tez [12, str. 68;17, str. 38]). Wspomnie¢ réwniez nalezy o normach
(bez zupelnosci) na przestrzeniach ciggowych wprowadzonych przez Eduarda
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1. 27-letni Stefan Banach (Krakéw, 1919). Zdjecie z okladki ksiazki [31]

Hellyego [30] w 1921 roku oraz o rezultatach Hansa Hahna [28], badajacego
w 1922 roku ich dualnoé¢. Doktadny opis badan Wienera, Hellyego i Hahna
znajdujemy w pracach [12, str. 67-72; 16, str. 28 i 32; 17, str. 38-40].

Pojecie przestrzeni liniowej, unormowanej i zupelnej (bez specjalnej na-
zwy) pojawilo si¢ w 1920 roku w pracy doktorskiej Stefana Banacha O operacjach
na zbiorach abstrakcyjnych i ich zastosowaniach do rownat catkowych, ktora
zostala zlozona 24 czerwca 1920 roku na Uniwersytecie Jana Kazimierza we
Lwowie i przyjeta do dalszej procedury. Jego definicje byly dopracowane i sa
uzywane do teraz, a przestrzenie L, I? i C[ a, b] oraz rezultaty o nich byty wazne
dla Banacha jako przykiady.

Niech X bedzie przestrzenia liniowg (rzeczywistg lub zespolong). Funkecja
|- ]: X = [0, 00) spelniajaca nastepujace warunki:

1° | x| = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy x = 0,
2° | Ax| = |A|||x|| dla kazdego x € X i kazdego A € R (lub A € C) (jednorod-

nosé),
3° |x + y| < |x| + |||l dla dowolnych x, y € X (nieréwnos¢ tréjkgta),
nazywa sie normg, a przestrzen liniowa X wraz z normg | - | nazywa sie

przestrzenig unormowang. U Banacha byla to tylko rzeczywista przestrzen
liniowa.
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Gdy dodatkowo przestrzen unormowana jest zupelna, co oznacza, ze jezeli
mamy dowolny cigg Cauchyego {x, } elementéw X, tzn. lim, y— oo ||Xm — Xu|| =
0, to istnieje taki x € X, ze lim,, oo |x — x| = 0, taka przestrzen (X, || - |) jest
obecnie nazywana przestrzenig Banacha.

W recenzji doktoratu Banacha z 30 pazdziernika 1920 roku, pisanej recznie
przez Eustachego Zylifiskiego i podpisanej przez Hugona Steinhausa, czytamy:

Wobec oryginalnosci metod, wazno$ci wynikéw oraz pigknej i bardzo
wspolczesnej budowy, rozprawa p. Banacha nietylko spelnia znakomicie warun-
ki przyjete dla pracy doktorskiej, lecz moglaby stuzy¢ nawet za podstawe do
habilitacji w najpowazniejszych Uniwersytetach.

Egzamin doktorski z matematyki i fizyki zdal Banach celujaco 3 listopada 1920 ro-
ku przed Komisja, ktéra stanowili: matematycy Eustachy Zyliniski i Hugo Stein-
haus, fizyk Stanistaw Loria oraz mineralog i krystalograf, dziekan Zygmunt
Weyberg. Egzamin z filozofii zdal zas 11 grudnia 1920 roku. Promocja doktorska
Banacha odbyta sie 22 stycznia 1921 roku. Promotorem na dyplomie (formalnym)
byt filozof i logik Kazimierz Twardowski, gdyz byt on profesorem zwyczajnym.

Nic mi nie wiadomo o tym, by zachowal si¢ oryginal pracy doktorskiej Ba-
nacha, pisany z pewnoscig w jezyku polskim. Jednak zostala ona opublikowana
po francusku w 1922 roku jako artykut [1] w trzecim numerze Fundamenta Ma-
thematicae i przedrukowana w ksiazce [8, str. 305-348], gdyz byla jego kluczowa
publikacja.

Banach w pracy [1], oprocz definicji przestrzeni unormowanej zupetnej,
udowodnif réwniez wazne twierdzenia o operatorach liniowych, w tym twier-
dzenia, ze granica punktowo zbieznego ciagu operatoréw liniowych ciaglych jest
operatorem liniowym ciaglym oraz twierdzenie o punkcie statym dla przeksztal-
cen $ciggajacych (kontrakcji). Udowodnit ponadto, Ze przestrzen unormowana
jest zupelna wtedy i tylko wtedy, gdy kazdy szereg absolutnie zbiezny jest zbiezny.
Zawarto$¢ pracy Banacha [1] zostata doktadnie opisana w pracach [12, str. 73-78;
16, str. 30-31; 32] oraz w ksigzkach [18, str. 98-101; 19, str. 273-275].

Warto tez wspomnie¢, ze Banach wsréd swoich przykladéow podawal
ponadto przestrzenie dzi§ nazywane jednowymiarowymi przestrzeniami Sobo-
lewa, ktére oznaczatl przez C" L? i rozwazat jako zbi6r funkcji, ktérych pochod-
na rzedu (n — 1) jest absolutnie ciagta i pochodna rzedu n jest p-catkowalna
znorma | f]| = maxgexey [f ()] + (L2 1f (x)[P dx)Y? (zob. [1, str. 134 i 167;
45, str. 442]). W jednowymiarowym przypadku stabe pochodne (uogélnio-
ne pochodne) i przestrzenie Sobolewa mozna definiowaé przez twierdzenie
Nikodyma [43], wigzace funkcje absolutnie ciggle na [a, b] z pochodnymi
dystrybucyjnymi (uogélnionymi) - zob. [35, str. 273-276; 41, str. 4-6].
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Podsumowaniem wczesnych prob zbudowania analizy na przestrzeniach
funkcyjnych jest ksigzka Paula Lévyego [37], od ktorej zaczeto ja nazywac
analizg funkcjonalna.

4. B-przestrzenie i przestrzenie Banacha

Omowimy teraz sprawe nazw ,,B-przestrzen” i ,,przestrzen Banacha’, co
jest gtéwnym tematem tej pracy. Zaréwno w pracy doktorskiej Banacha z 1920
roku, jak i w jego pracy [1] opublikowanej w 1922 roku, znajdujemy okreslenie
»przestrzenie liniowe, unormowane i zupetne’, ale nie maja one u niego jednej
wspolnej nazwy.

Termin ,,przestrzen typu (B)” wprowadzit Steinhaus w 1929 roku w pra-
cy [54, str. 54]. U Banacha termin ,,przestrzen typu (B)” pojawia si¢ dopiero
w jego ksiazkach (polskiej [3] z 1931 roku i francuskiej [5] z 1932 roku), a w arty-
kutach opublikowanych w czasopismach dopiero w 1931 roku w pracy [4, str. 101]
oraz w 1933 roku w artykule ze Stanistawem Mazurem [9, str. 90].

Termin przestrzeri Banacha wprowadzil Fréchet w artykule [25, str. 25-27
i 38] oraz w ksigzce o przestrzeniach metrycznych [26, str. 141]. Z kolei w pra-
cy [24] Fréchet poréwnatl aksjomaty Banacha i Wienera. Aksjomat jednorod-
no$ci Wienera zapisal w postaci dodatniej jednorodnosci (zob. [24, str. 54]).
Banach ,,odwdzieczyl si¢” Fréchetowi, wprowadzajac w ksigzce termin ,,prze-
strzen typu (F)” dla przestrzeni Frécheta.

Warto przypomnie¢, ze przestrzenie w poczatkowym okresie nazywane
byly przestrzeniami Banacha-Wienera, ale po opublikowanych wyjasnieniach
Wienera, w ktorych oddat pierwszenstwo Banachowi, wkrétce staly si¢ prze-
strzeniami Banacha. Otéz Wiener w przypisie swojej pracy [60, str. 143] (zob.
tez [45, str. 20]) napisak:

Jako koncowy komentarz do tej pracy chciatem stwierdzié, ze aksjomaty,
nie catkowicie takie jak u Banacha, podawalem przy wielu okazjach (...). Jednak
poniewaz moje prace pochodza z okresu sierpnia i wrze$nia 1920, a praca Banacha
byla juz przedstawiona w jego doktoracie ztozonym w czerwcu 1920 roku, jemu
nalezy przypisa¢ pierwszenstwo.

Odnotujmy jeszcze, ze w pracach Wienera [57-59] warunek jednorodno-
$ci 2° nie jest poprawny, co zostalo wspomniane wyzej. Pozostalo wigc okreslenie
przestrzenie Banacha i nazwa ta, majaca historyczne uzasadnienie, szybko si¢
przyjela i jest powszechnie uzywana. Jednak Wiener w artykule [60, str. 138] za-
uwazyl, ze warunek jednorodnosci 2° u Banacha zachodzi réwniez w przypadku
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2. Oktadka ksigzki Stefana Banacha [3]

zespolonym (mamy wtedy zespolong przestrzen liniowg unormowanag), czego
nie ma w pracy Banacha.

Po wersji francuskiej ksigzki Banacha [5] z 1932 roku, gdzie znajdujemy
trzy fundamentalne twierdzenia analizy funkcjonalnej: twierdzenie Hahna-Ba-
nacha [2] (w 1929 roku tylko wersje rzeczywista — wersja zespolona udowod-
niona zostata dopiero w 1938 roku w pracach [14,55]), twierdzenie Banacha-
-Steinhausa o jednostajnej ograniczonosci w artykule [10] i twierdzenie Banacha
o odwzorowaniu otwartym w ksigzce [5, str. 38-40] z dowodem Schaudera
w pracy [52] (nazywane tez twierdzeniem Banacha-Schaudera) mozemy stwier-
dzi¢, ze istotnie byl to poczatek (rzeczywistej) analizy funkcjonalnej.

Stefan Banach, ktdry jest ojcem zupelnych przestrzeni unormowanych,
zwanych obecnie przestrzeniami Banacha, udowodnil tez - oprécz powyzszych
trzech podstawowych — wiele fundamentalnych twierdzen. Wymienmy wiec
jeszcze twierdzenie o domknietym wykresie (zob. [5, str. 41]) i twierdzenie
Banacha-Steinhausa ,,0 zageszczaniu osobliwosci” (zob. [10]).

Banach uzyskat rezultaty dotyczace przestrzeni dualnych (sprzezonych)
i operatorow sprzezonych (on tez wprowadzil te pojecia). W obu ksigzkach
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Banacha [3, 5] znajdujemy nastgepujace nazewnictwo na rozpatrywane prze-
strzenie — przestrzen typu (G) to grupa topologiczna, przestrzen typu (D) to
przestrzen metryczna, przestrzen typu (F) to F-przestrzen i przestrzen typu (B)
to B-przestrzen czyli zupelna przestrzen unormowana. Wazng cz¢s$¢ tych mo-
nografii Banacha stanowig Uwagi (dziewie¢ stron) w ksigzce [3] i Remarques
(pietnascie stron) w ksigzce [5], przy redagowaniu ktérych duzy udziat miat
Mazur (Banach dzigkuje mu za to w przedmowie, zaréwno do wersji polskiej [3],
jak i francuskiej [5]). Zawieraja one komentarze historyczne, uwagi o zwiazkach
z innymi pojeciami i twierdzeniami, problemy otwarte oraz zarys dalszych
kierunkéw badan. Zawarto$¢ monografii Banacha omawiana jest historycznie
w pracy [13, str. 314-315] i w ksiazce [18, str. 125-132].

Monografia Banacha [5], bedaca syntezg dorobku pierwszego dziesiecio-
lecia badan lwowskiej szkoty matematycznej w zakresie analizy funkcjonalnej,
szybko zyskala uznanie i przyniosta stawe jej autorowi. Ksigzka ta jest trwatym
pomnikiem polskiego wkiadu do analizy funkcjonalnej. Byla ona znaczaca
i podstawowa monografig, zrodtem cytatéw do 1958 roku, kiedy to zastapita ja
monografia Dunforda i Schwartza [20].

Wyrazem wielkiego znaczenia rezultatéw Banacha bylo zaproszenie go
do wygtoszenia plenarnego wykladu na Miedzynarodowym Kongresie Mate-
matykéw w Oslo w lipcu 1936 roku (14-18 lipca 1936). Banach wygtosil 18 lipca
1936 roku trwajacy czterdziesci pie¢ minut odczyt plenarny Teoria operacji i jej
znaczenie w analizie, opublikowany po niemiecku jako artykut [6].

Reasumujac, mozemy stwierdzi¢, ze praca Banacha z 1922 roku byta
prapoczatkiem analizy funkcjonalnej, natomiast ksigzka Banacha z 1932 roku
z trzema fundamentalnymi twierdzeniami stanowi poczatek liniowej analizy
funkcjonalnej.

Histori¢ przestrzeni Banacha i operatoréw miedzy nimi opisuje dokladnie
Pietsch w ksigzce [45].

Banacha i jego uczniéw we Lwowie interesowala tez nieliniowa analiza
funkcjonalna. W zwigzku z tym miala sie ukaza¢ jego ksigzka na ten temat (zob.
zdjecie 4). W istocie, od 1935 roku na oktadkach Monografii Matematycznych
pojawialo si¢ zawiadomienie o przygotowywanej ksigzce Stefana Banacha Théo-
rie générale des opérations. Anons byl powtarzany na oktadkach Monografii
Matematycznych, w tomach VII (z 1937 roku), VIII i X (z 1938 roku).

Czy co$ wiecej wiadomo o tej przygotowywanej ksigzce Banacha? Moze
chodzilo o badania Schaudera, Mazura i Orlicza oraz Kernera? Sam Banach
w sierpniu 1935 roku wpisal w Ksigdze Szkockiej problem 87. o interpolacji
operatorow Lipschitza (zob. [38, str. 161; 40, str. 249-252]), a w 1938 roku opu-
blikowat prace [7] o operatorach wielomianowych w L2 Ponadto w artykule [6]



»B” jak przestrzen Banacha 23

|

MONOGRAFJE MATEMATYCZNE
' KOMITET REDAKCYINY,
|

————————
I

5. BANACH, B. KNASTER, K. KURATOWSKL

£ MAZURKIEWICZ, W. SIERPINSKL i H STEINHAUS
TOM I
| i
| , |
THEORIE |
DES ‘
| = .
[ OPERATIONS LINEAIRES |
| P AR '

PROFESSEUR A LUXNIVERSITE DE LWOW

‘ STEFAN BANACH |

£ SUBWENC)I FUNDUSZU KULTURY NARODOWES
|
| WARSZAWA 1932

3. Okladka ksigzki Stefana Banacha [5]

czytamy, ze Banach omawiat rezultaty i ich zastosowania z teorii liniowych,
wielomianowych i analitycznych operatoréw na przestrzeniach Banacha oraz
twierdzenia o punkcie stalym i teori¢ Leraya—-Schaudera. Zakonczyl omawianie
rezultatami o operatorach w przestrzeniach Hilberta. Szkoda, ze nie zachowat
sie zaden inny $lad dotyczacy tematu tej monografii.

5. Przestrzenie quasi-Banacha

W tym przypadku w miejsce nierdwnosci tréjkata |x + y| < x| + | y||
zakladamy stabszy warunek, a mianowicie nieréwnos¢ tréjkata z pewna stala
C 2 1, tzn. istnienie takiego C > 1, ze

[x+y| <C(|x| +]lyll) dla dowolnych x,y € X.

Przyktadowo, przestrzen L? = LP[a,b] dla p € (0,1) jest przestrzenig
quasi-Banacha z quasi-norma || x|, = (fab lx(¢)|P dt)V/, gdyz

lx+y, < 21/p_1(Hx||P +|yl,) dladowolnych x,y e L”.
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4. Anons o przygotowywanej ksigzce Banacha
na okladce ksigzki Kaczmarza i Steinhausa

Oczywiscie, funkcjonal | - |, jest jednorodny, tzn. [Ax|, = [A|[lx], dla kaz-
dego A € R1ub A € C, oraz x|, = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy x = 0 prawie
wszedzie na [a, b]. Oznacza to, Ze || - |, jest quasi-normg, a przestrzen L? jest
przestrzenig quasi-Banacha. Jednak przestrzen L? nie jest normowalna, tzn. nie
mozna w L? wprowadzi¢ normy. Ponadto, przestrzen dualna jest jednoelemen-
towa, tzn. (LP[a, b])* = {0}. To twierdzenie ilustruje istotng roznice pomiedzy
przestrzeniami Banacha i przestrzeniami quasi-Banacha.

Badanie przestrzeni quasi-Banacha jest dos¢ popularne od jakiego$ cza-
su, co mozemy przesledzi¢ m.in. w nastepujacych publikacjach (chronologicz-
nie): [33,34,39,51].

Podzigkowania. Dziekuje Janowi Strelcynowi z Paryza za korekte tekstu, spraw-
dzenie wielu faktow historycznych oraz za uwagi merytoryczne. Ponadto dzie-
kuje Redakeji Wiadomosci Matematycznych za cenne uwagi jezykowe oraz me-
rytoryczne.
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- Znaczy to - podjat hrabia de Haga - Ze aby uzyska¢ dwa lata mtodosci,
trzeba wypic calg rzeke.

Wszyscy sie zasmiali.

- Nie - powiedzial Condorcet — rachunek jest prosty: trzydziesci pig¢ kro-
pel na trzydziesci pig¢ minut, wiec ledwie trzy miliony sto pieé¢dziesiat trzy
tysigce i sze$¢ kropel, jesli chce sie pozosta¢ mtodym przez rok.

[...]

- Ale w takim razie, panie - wtracil Condorcet - udowadniasz pan wigcej,
niz bylo w zalozeniu...

- C6z udowadniam, panie markizie?

- Udowadnia nam pan nie tylko wieczng mtodos¢, ale i zachowanie zycia.
Jesli bowiem ma pan lat czterdziesci od czaséw wojny trojanskiej, znaczy to, ze$
nigdy nie umar}.

[...]

- Nie twierdze, ze jestem niesmiertelny, méwie tylko, iz wiem, czego
nikt inny nie wie - jak umkna¢ przypadkowej $mierci. I tak na przyktad nie
zostalbym tu sam ani kwadransa z panem de Launay, ktéry mysli w tej chwili,
ze gdyby zamknal mnie w jednej z cel Bastylii, wyprobowalby moja niesmiertel-
nos$¢ glodem. Nie zostatbym takze z panem de Condorcet, bo on przemysliwa
wlasnie, jak wsypa¢ do mego kielicha trucizne, ktdra nosi w pierscieniu na wska-
zujacym palcu lewej reki. Bez ztych zamiardw zreszta, z naukowej ciekawosci,
by dowiedziec sie, czy umre.

[...]

— Tak - przerwal hrabia de Haga - krol Francji to biegty geograf, prawda,
panie de Condorcet?

- Bieglejszy niz to krolowi potrzebne — odpart markiz. - Lepiej, by monar-
chowie posiadali mniejsza znajomo$¢ przedmiotu, a czesciej pozwalali doradzaé
sobie ludziom, co znajg go dogtebnie.

Alexandre Dumas, Naszyjnik krélowej, przelozyla Wanda Bloniska
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Krzysztof Ciesielski (Krakéw)

O matematycznej teorii wyboréw

Ostatnio coraz czeéciej zdarza sig, ze w rozmaitych tekstach (w tym prze-
kladach) czy pogadankach matematycznych autorzy, ttumacze i prelegenci
nawigzuja do spraw zwigzanych z wyborami i przy okazji wprowadzajg (rézne)
nazewnictwo. Autor tego tekstu od trzydziestu lat zajmuje si¢ matematyczny-
mi aspektami wyboréw, a od o§miu prowadzi na Uniwersytecie Jagielloniskim
wyklad monograficzny na ten temat. Celem artykulu jest przedstawienie wybra-
nych pojec i twierdzen teorii wybordw oraz zaproponowanie zwigzanej z nimi
polskiej terminologii matematycznej (czgsto przy wykorzystaniu nazewnictwa
angielskiego).

1. Wstepne zalozenia i podstawowe definicje

Stowo ,wybory” kojarzy si¢ przede wszystkim z wyborami wladz na rdz-
nych szczeblach (prezydent, Sejm, rada miasta, prezydent miasta, przewodni-
czacy samorzadu klasowego), jednak obejmuje ono znacznie szerszy zakres.
Mozna na przyklad rozwazy¢ grupe turystow na wycieczce gorskiej, ktorzy
musza zadecydowac, jakim szlakiem pdjda nastepnego dnia. Moze si¢ zdarzy¢,
ze kilka oséb wplaci pewne kwoty (niekoniecznie takie same), za zebrang sume
kupi kilkanascie identycznych obiektow i trzeba te obiekty sensownie podzieli¢
miedzy wplacajacych.

Rozwazmy zatem dwa niepuste, skoficzone zbiory: W (w domysle - zbior
wyborcow) oraz K (zbidr kandydatéw). Zakladamy, ze kazdy wyborca (czyli
w € W) w jaki$ sposob (a mozna rozwazac bardzo rézne sposoby, o czym
mowa bedzie dalej) oddaje glos, przyporzadkowujac kandydatom pewien uklad
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preferencji. Oczywiscie najprostszym przykladem jest wybor jednego kandydata
ze zbioru K przez kazdego z wyborcow i w efekcie wybranie jednego zwyciezcy
sposrod kandydatow.

Metodg glosowania nazywac bedziemy regule, w oparciu o ktérg wyzna-
czany jest koncowy rezultat wyboréw (kornicowe rezultaty wyboréw mozemy
traktowa¢ jako wartosci funkcji, ktorej argumentami sg zestawy preferencji
wszystkich wyborcow). Model za$ to wlasnie zestaw takich preferencji. Metoda
glosowania jest to po prostu funkcja, ktéra kazdemu modelowi (opisanemu
przez preferencje wszystkich elementéw zbioru W) przypisuje pewien koncowy
rezultat (okreslony w zbiorze K).

Sformulujmy dwie podstawowe, a bardzo wazne definicje. Metoda gloso-
wania jest anonimowa, jesli wszyscy wyborcy traktowani sg tak samo, a neutralna,
jesli wszyscy kandydaci traktowani sg tak samo. Formalnie — metoda jest ano-
nimowa, gdy spetniony jest warunek: jesli w dowolnym modelu dwaj dowolni
wyborcy zamienig si¢ glosami, to konncowy wynik sie nie zmieni. Metoda jest
neutralna, gdy spelnia warunek: jesli w dowolnym modelu i dla dowolnych
dwdch kandydatéw A, B wszyscy wyborcy zmienig w swoich glosach A oraz B
rolami, to konicowy wynik ulega odpowiedniej - ze wzgledu na A i B - zmianie.

Mogloby sie wydawac, ze metody nie spelniajace ktoregos z dwoch powyz-
szych warunkow sa ewidentnie dziwne i nienaturalne. Jest jednak inaczej - oto
przyklady. Niejednokrotnie zdarza sie, ze w glosowaniach, w ktorych uczestnicza
akcjonariusze pewnej spoiki, gtos kazdego z nich ma wage réwng wartosci akeji,
ktore ta osoba posiada. Podobnie jest ze wspdélnotami mieszkaniowymi. Waga
glosu wladciciela mieszkania zalezy od jego udzialu we wlasnosci nieruchomosci.
Brak neutralnosci jest, paradoksalnie, jeszcze nam blizszy. Ot6z gtosowanie na
posiedzeniu Sejmu, senatu wyzszej uczelni czy rady wydziatu to tez s3 wybory!
Czesto w takim gltosowaniu kandydatow jest dwoch: obecnie obowigzujacy stan
prawny oraz glosowana uchwata - propozycja zmiany (kandydaci w wyborach
to wcale nie muszg by¢ konkretne osoby czy partie). Jesli liczby glosow ,,za”
i ,przeciw” bedg réwne, to proponowana uchwata nie przechodzi i obowigzuje
dotychczasowy stan prawny, on wiec jest zwyciezca — niezaleznie od tego, ktérzy
postowie czy cztonkowie Rady Wydziatu glosowali ,,za”. Ta metoda glosowania,
jakze powszechna, nie jest neutralna.

Mozemy wyrézni¢ trzy podstawowe rodzaje metod glosowania:

— metoda zwycigzcy (wynikiem gtosowania jest podzbior zbioru kandydatéw,
czyli zwyciezca lub zwyciezcy)

— metoda porzgdkowa (wynikiem glosowania jest staby porzadek w zbiorze
kandydatow)

- metoda rozdziatu (kandydatom zostajg przyporzadkowane pewne liczby).
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2. Metody zwyciezcy

Metode zwyciezcy nazwiemy klasyczng, jesli kazdy wyborca glosuje na
dokladnie jednego kandydata i te glosy sa ,,tyle samo warte”. Jesli wiec X oznacza
zbior wszystkich modeli, to metoda klasyczna jest funkcja f: £ — P(K), przy
czym P(K) oznacza rodzine wszystkich podzbioréw zbioru K. Modelem zas
w takiej sytuacji jest funkcja M: W — K. Istotnie: w modelu kazdemu wyborcy
przyporzadkowany jest wybrany przez niego kandydat, a efektem jest zbidr
zwyciezcow (chcieliby$Smy zazwyczaj, by byt on jednoelementowy;, ale teoria
dopuszcza wigksze podzbiory, a takze zbidr pusty). Metode zwyciezcy nazwiemy
semi-klasyczng, jesli kazdy wyborca glosuje na co najmniej jednego kandydata
(réwniez tu wszystkie gtosy maja te samg wage, takze jesli dopuszczamy rézne
liczby kandydatéw, na ktére wyborcy oddaja glosy). Wtedy modelem jest funkcja
M:W - P(K)~ {2}

Najwyzszy czas, by podac kilka przyktadéw. Klasycznymi metodami zwy-
ciezcy s3 metoda wiekszosci i metoda bezwzglednej wigkszosci. W metodzie
wigkszo$ci zwyciezcg zostaje kandydat, ktory dostaje najwieksza liczbe glosow
(oczywiscie moze si¢ zdarzy¢, ze zwycigzcow jest wigcej niz jeden). W kazdym
modelu wyltoniony zostaje zwycigzca. W metodzie bezwzglednej wigkszosci
zwyciezcy zostaje kandydat, ktdry dostaje ponad potowe glosow. Tu z kolei
moze si¢ zdarzy¢, ze zwyciezcy nie ma, ale jesli jest, to jest on jedyny. Dwie
inne metody to dyktatura i monarchia. W dyktaturze wyrdzniony jest jeden
wyborca (nazywany dyktatorem), ktorego glos jest w kazdym modelu tozsamy
z koncowym wynikiem. Z kolei w monarchii zwyciezcg zostaje pewien ustalony
z gory kandydat, ktory wygrywa w kazdym modelu — niezaleznie od tego, jak
glosuja wyborcy.

Uogodlnieniem metody bezwzglednej wiekszosci jest metoda wigkszosci
wazonej. Przyjmijmy, ze W = {ay,...,a,} i ze glos wyborcy a; ma wage w;
(wi 20,w; +---+wy, >0). Zwyciezca zostaje kandydat, ktéry w wyniku glo-
sowania zdobedzie liczbe wigksza niz " Jedli w; = 1 dla kazdego i, to
metoda ta sprowadza si¢ do metody bezwzglednej wiekszosci. Ze wzgledu na
to, ze glosy wyborcéw moga miec r6zna wage, ta metoda tylko w przypadku,
gdy wszystkie liczby w; sa réwne, jest metoda klasyczna.

Kolejne metody, o ktérych jeszcze bedzie mowa, to metoda n gloséw oraz
staba metoda n glosow (dla konkretnych 7). W obu metodach kazdy wyborca
wybiera n kandydatow (1 < n < #K, przy czym przez #K oznaczamy liczbe ele-
mentow K), traktujac ich idealnie réwno (mozna to interpretowa¢ w ten sposéb,
ze kazdy z n kandydatow dostaje od wyborcy po jednym punkcie). Rdznica
miedzy tymi metodami polega na tym, ze w metodzie n gloséw zwyciezcg zostaje
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jeden kandydat, ktéry ma najwigcej gtoséw, a w stabej metodzie z zatozenia
wylonionych zostaje n zwyciezcow. W przypadku remiséw na ,,koncowych”
zwycieskich miejscach liczbe zwyciezcow sie powigksza. Stabg metoda dwoch
glosow przez wiele lat wybierani byli senatorowie Rzeczpospolitej Polskiej (z mi-
nimalng modyfikacjg w przypadku réwnej liczby gloséw na drugim i trzecim
miejscu, ale taki przypadek nigdy nie zaistnial).

I jeszcze dwie wazne definicje. Metoda zwyciezcy jest decyzyjna, jesli
w kazdym modelu wylania dokladnie jednego zwycigzce, a efektywna, jesli
w kazdym modelu wytania przynajmniej jednego zwyciezce.

3. Metody zakladajace uporzadkowanie

Pewnymi szczegélnymi a waznymi metodami zwycigzcy sa metody zakta-
dajgce uporzgdkowanie. W nich kazdy wyborca ustawia wszystkich kandydatéow
w porzadku liniowym i od tego porzadku zalezy jego gtos.

Rozwazmy stosunkowo prosty przyklad. Wyborcéw jest 55, a kandydatow
jest piecioro. Kandydatami sg Puchatek, Tygrys, Krolik, Malenstwo i Sowa
Przemadrzata. Moze si¢ zdarzy¢, ze u kazdego wyborcy kolejnos¢ ich ustawienia
jestinna (5! > 55). My jednak rozwazmy bardzo prostg sytuacje — kazdy wyborca
szereguje kandydatow wedtug jednej z szeSciu mozliwosci, wedtug ponizszego
schematu. W pierwszym rzedzie podana jest liczba wyborcow, o preferencjach
przedstawionych w odpowiedniej kolumnie.
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Czy w tej sytuacji mozna w sposob jednoznaczny okresli¢ zwyciezce?
Glosowa¢ mozna réznie. Mozna, nie przejmujac si¢ kolejnoscia, po prostu gto-
sowac na najlepszego - zdaniem wyborcy - kandydata, czyli zastosowa¢ metode
wigkszosci, Wtedy wygra Puchatek, ktéry ma najwigcej (19) pierwszych miejsc.
Mozna jednak zastosowaé metodg prezydenckg, czyli z drugg tura, do ktérej
wejda dwaj kandydaci z najwiekszg liczbg glosow (czyli ci, ktdrzy zajeli pierwsze
i drugie miejsce). Wtedy wygra Tygrys — zauwazmy, ze wszyscy, ktorzy nie po-
stawili Puchatka na pierwszym miejscu, stawiajg go na miejscu ostatnim, wiec
w bezposrednim pojedynku kazdy z Puchatkiem wygrywa. Mozna zaglosowaé



O matematycznej teorii wyboréw 33

tak, jak si¢ przez lata wybieralo rektora czy dziekana na wielu polskich wyzszych
uczelniach - kazdy glosuje na jednego kandydata, po czym usuwa si¢ tego, kto
ma najmniej zgloszen i glosuje ponownie, az do momentu, gdy kto$ dostanie
ponad 50% gloséw. Ta metoda nosi nazwe metody Harea!, przy czym zaréwno
w tej metodzie, jak i w metodzie prezydenckiej, troszke inaczej niz w wariantach
stosowanych w Polsce okresla si¢ warunki wejscia do nastepnej tury w przy-
padkach uzyskania takich samych liczb gtoséw; tym si¢ jednak nie bedziemy
zajmowac, zwlaszcza ze to przypadki raczej rzadkie. W metodzie Hare’a w na-
szym przykladzie wygra Krolik — odpadng kolejno Malenstwo, Sowa, Tygrys
i Puchatek. Mozna punktowa¢: za kazde pierwsze miejsce 4 punkty, za kazde
drugie 3 punkty, az do zera - wtedy wygra Malenstwo z wynikiem 134 punktow.
Ta metoda nosi nazwe metody punktéw Bordy’. Zgodnie z propozycja Bordy
z 1770 roku, te metode zaczeto stosowacl przy wyborze czlonkéw francuskiej
LAcadémie des sciences dla trzech kandydatéw, dajac kandydatom dwa, jeden
i zero punktéw. Te metode, uogélniong na liczby n —1,n -2, ..., 0, stosowano
tam az do jej zmiany przez Napoleona. Wlasnie Borda zapoczatkowat badania
nad procedurami wyborczymi. Metoda punktéw Bordy (nieznacznie zmody-
tikowana, z wigksza liczba przydzielanych zer) przez lata wybierano sportowca
roku w plebiscytach organizowanych przez Przeglgd Sportowy oraz Tempo.
Podali$my cztery sensowne i stosowane (takze wspoélczesnie) metody,

w ktorych wygrywali Puchatek, Tygrys, Krélik, Malenstwo. Mozna zada¢ pyta-
nie, czy jest jakas logicznie wygladajaca metoda, w ktérej w tym przykladzie
wygra Sowa. Jak najbardziej. Stwierdzenie, Ze jesli kto§ w bezposrednim po-
jedynku wygra ze wszystkimi innymi, to jest najlepszy, nie powinno budzi¢
kontrowersji. Co to znaczy ,w bezposrednim pojedynku”? Kandydat A wygrywa
w bezposrednim pojedynku z kandydatem B, jesli wigcej oséb stawia A wyzej
niz B. Przy takim sposobie wylaniania zwycigzcy wygrywa wlasnie Sowa, po-
konujgc Puchatka stosunkiem gloséw 36:19, Malenstwo 35:20, Tygrysa 30:25
i Krolika 28:27. Ta metoda, w przeciwienstwie do czterech poprzednich nie jest
efektywna — moze (co jest mocno prawdopodobne) si¢ zdarzy¢, ze nie bedzie
kandydata, ktéry wygra ze wszystkimi. Mozna temu jednak fatwo zaradzi¢
za pomoca drobnej modyfikacji. Przyznawajmy za zwyciestwo w bezposred-
nim pojedynku punkt, a za remis — po pét punktu. Wygrywa kandydat, ktory
zdobedzie najwiecej punktéw. Ta metoda nosi nazwe metody Copelanda’

! Sir Thomas Hare (1806-1891), angielski prawnik i polityk.

% Jean Charles de Borda (1733-1799), francuski matematyk, fizyk i oficer marynarki, czlonek
francuskiej LAcadémie des sciences. Jego nazwisko znajduje sie wérdd siedemdziesieciu dwoch
nazwisk uczonych i inzynieréw na wiezy Eiffla.

3 Arthur Herbert Copeland (1891-1970), amerykanski matematyk; wraz z Paulem Erdésem
zdefiniowal liczb¢ nazywanga dzis stalg Erdésa-Copelanda.
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Nazwisko Bordy na wiezy Eiffla (fot. K. Ciesielski)

Jesli poréwnujemy kandydatéw na zasadzie ,,kazdy z kazdym’, to moze si¢
okazad, ze nie da sie wyloni¢ zwyciezcy (jak w grze ,,papier, nozyce, kamien”).
Tu pojawia sie stynny paradoks Condorceta®, kluczowy w rozmaitych aspektach
matematyki wyborczej. Condorcet byl jednym z pionieréw badan nad mate-
matycznymi aspektami wyboréw. W 1785 roku opublikowal poswiecony tej
tematyce esej. Przyjmijmy, ze kandydatow jest trzech, a wyborcy ustawiaja ich
w kolejnosci pokazanej ponize;.
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* Marie-Jean-Antoine-Nicolas de Caritat, markiz de Condorcet (1743-1794), francuski mate-
matyk, ekonomista i polityk. Jest jedng z postaci wystgpujacych w prologu powiesci Alexandre’a
Dumasa Naszyjnik krélowej (zob. str. 28 i 142 w tym zeszycie Wiadomosci Matematycznych).
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Znaczek z markizem de Condorcet wydany we Francji w 1989 roku.
Condorcet zostal upamigtniony na znaczku nie ze wzgledu na osiagniecia naukowe,
ale z okazji dwusetnej rocznicy rewolucji francuskiej

Woéwczas A wygrywa z B stosunkiem gloséw 2n : 1, B tak samo wygrywa z C,
C za$ wygrywa z A. Kazde zwycigstwo w danej parze jest idealnie takie same —
i kto jest najlepszy?

Istnieja, oczywicie, inne metody zakladajace uporzadkowanie. Dyktatura,
monarchia, metoda n gtoséw i staba metoda n gloséw juz zostaty wspomniane —
bo oczywiscie je wszystkie mozna stosowa¢ takze w sytuacji, gdy wyborcy
porzadkuja kandydatéw. Kolejne metody to metoda Coombsa® i metoda odrzucets
ostatniego. Dzialaja podobnie jak metoda Hare’a, przy czym odrzuca si¢ tego
kandydata, ktory ma najwiecej ostatnich miejsc. Rdznica miedzy tymi dwiema
metodami polega na tym, ze w metodzie Coombsa zwycig¢zca zostaje wyloniony,
gdy ktos bedzie mial ponad polowe pierwszych miejsc, a w metodzie odrzucen
ostatniego usuwamy kandydatéw do momentu, gdy zostanie jeden. Te metody
nie s3 tozsame, o czym przekonuje przyktad z ponizszego modelu.

S
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> Clyde Hamilton Coombs (1912-1988), amerykanski psycholog, zajmujacy sie psychologia
matematyczng.
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W metodzie Coombsa wygrywa B, ktorego pigciu wyborcédw (z dziewigciu)
ustawilo na pierwszym miejscu. Tymczasem w metodzie odrzucen ostatniego B,
z czterema ostatnimi miejscami, odpada jako pierwszy, po czym C wygrywa
z A stosunkiem glosow 6 : 3.

Podajmy teraz kilka warunkéw dotyczacych metod zakltadajgcych upo-
rzagdkowanie. Wszystkie one wydaja si¢ nadzwyczaj naturalne i mozna sadzic,
ze jesli metoda ktorego$ z nich nie spelni%, o nie jest dobra. Najpierw jednak
przyjmijmy pewne oznaczenie. Zapis A < B oznacza, ze w modelu M wy-
borca w stawia kandydata B wyzej niz kandydata A. Przez ¥ oznaczamy zbiér
wszystkich modeli w metodzie.

A teraz zapowiedziane warunki. Metoda zakladajgca uporzadkowanie
spelnia stabg zasadg Pareto®, gdy

M
VMeS, A, BeK(Vwe W:A'< B) = A nie wygrywa w M.

Kandydata A € K nazywamy kandydatem Condorceta” w modelu M, jesli wy-
grywa w bezposrednim pojedynku z kazdym innym kandydatem. Kandydata
nazywamy przegranym Condorceta, jesli przegrywa on w bezposrednim poje-
dynku z kazdym innym kandydatem.

Metoda zaktadajaca uporzadkowanie spetnia kryterium Condorceta, gdy
w kazdym modelu kandydat Condorceta - o ile istnieje - jest jedynym zwycigzca.

Metoda zakladajaca uporzadkowanie spelnia kryterium przegranych Con-
dorceta, gdy w kazdym modelu przegrany Condorceta - o ile istnieje — nie jest
Zwyciezca.

Metoda zakladajaca uporzadkowanie jest monotoniczna ze wzgledu na
transpozycje, gdy - jesli w modelu M kandydat A jest zwycigzcg, a model N
utworzony jest z modelu M w ten sposdb, ze pewna liczba wyborcow prze-
sunie A o jedno miejsce wyzej — to w modelu N kandydat A tez jest zwy-
ciezca.

Metoda zakladajaca uporzadkowanie spelnia warunek jednoznacznej
wigkszosci, gdy — jesli w modelu M istnieje kandydat, ktéry przez ponad po-
fowe wyborcéw jest postawiony na pierwszym miejscu - to jest on jedynym
Zwyciezca.

Metoda zakladajaca uporzadkowanie spelnia warunek niezaleznosci po-
razki od ubocznych opcji (stabg niezaleznos¢ porazki od ubocznych opcji), gdy dla

S Vilfredo Pareto (1848-1923) — wloski ekonomista i socjolog.

7 Bardziej logiczna bytaby nazwa zwyciezca Condorceta, analogiczna do przegrany Con-
dorceta. Jednak termin angielski to Condorcet candidate — zagadnienia zwigzane z kandydatami
Condorceta rozwaza si¢ stosunkowo czesto, o przegranych Condorceta mowa jest rzadko.
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dowolnych modeli M, N i dowolnych kandydatéw A, B spelniajacych warunki

M N
VWEW:(AW< BeA'< B),

A nie wygrywa w M, B wygrywa w M,

kandydat A nie wygrywa w modelu N.

Wiszystkie powyzsze warunki, z wyjatkiem ostatniego, sa proste i czytelne.
Przyjrzyjmy sie wiec doktadniej temu ostatniemu. Wyobrazmy sobie, ze w pew-
nym modelu startujg Puchatek i Tygrys, wygrywa Puchatek. Zaktadamy tez,
ze Tygrys nie wygrywa (ten postulat jest istotny, gdyz nie wykluczamy tego,
ze zwyciezcow moze by¢ wiecej). I teraz przyjmijmy, ze wyborcy zmieniaja
swoje preferencje, nie zmieniaja jednak na swoich listach wzajemnego potoze-
nia Puchatka i Tygrysa. Ci, ktorzy stawiaja Puchatka nad Tygrysem, dalej tak
robig, cho¢ wszystkich innych kandydatéw moga na swoich listach rozmaicie
poprzestawiaé. Podobnie ci, ktorzy postawili Tygrysa nad Puchatkiem, nie
zmieniajg tego ukladu. Moze si¢ zdarzy¢, ze w efekcie zmian Puchatek juz nie
wygra. Ale nie moze sie zdarzy¢, ze wygra Tygrys! Puchatek byl od niego lepszy,
wigc w efekcie modyfikacji nie zmieniajacych ich wzajemnych uktadéw Tygrys
nie ma prawa mu doréwnac albo go wyprzedzi¢, czyli nie ma prawa zosta¢
zwyciezcg®. Nazwg warunku zajmiemy sie péznie;j.

Okazuje sie, ze cho¢ metody sg sensowne, a warunki logiczne, czesto
metody tych warunkéw nie spelniaja. Kilka przyktadéw zostanie podanych
w nastepnym paragrafie.

Czy istnieje dobra metoda wyboru? Odpowiedz na to daje stynne twier-

dzenie Arrowa’.

Twierdzenie (Arrowa dla metod zwyciezcy). Jesli #K > 3 i #W > 2, to jedyng
metodg zaktadajgcqg uporzgdkowanie, ktéra jest efektywna, spetnia stabg zasade
Pareto i warunek niezaleznosci porazki od ubocznych opcji jest dyktatura.

¥ Praktyczny przyktad niespelnienia tego warunku ladnie pokazuje anegdota o amery-
kanskim filozofie, Sidneyu Morgenbesserze (1921-2004). Morgenbesser po zjedzeniu obiadu
w restauracji chcial zamoéwi¢ deser. Kelnerka powiedziata mu, ze w menu jest szarlotka oraz
ciasto z boréwkami. Morgenbesser zamoéwil szarlotke. Po chwili kelnerka podeszta do stolika
i oznajmila, 7e okazalo sig, ze majg jeszcze ciasto z wisniami. Na to Morgenbesser — ,wobec
tego zmieniam zamdwienie, prosze o ciasto z boréwkami”. Jako proste ¢wiczenie proponuje
znalezienie metody wyboru deseru, ktérg mégt kierowac si¢ Morgenbesser.

® Kenneth Arrow (1921-2017), amerykariski ekonomista i matematyk, laureat Nagrody
Banku Szwecji im. Alfreda Nobla z ekonomii w 1972 roku. Nagroda ta jest czesto niepoprawnie
nazywana Nagroda Nobla. Ma ona to samo znaczenie, co Nagroda Nobla, jest jej réwnowazna
finansowo i przyznawana w taki sam sposéb przez Komitet Noblowski, jednak jej oficjalna nazwa
jest inna (Sveriges Riksbanks pris i ekonomisk vetenskap till Alfred Nobels minne) i przyznawana
jest z innych §rodkéw. Pierwsze nagrody w dziedzinie ekonomii przyznano w 1969 roku.
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Jezeli zatem te dwa warunki z zalozenia twierdzenia Arrowa uznamy za
najwazniejsze, to dojdziemy do konkluzji, Ze dyktatura jest najlepsza z mozli-
wych efektywnych metod gtosowania. Zauwazmy, ze dyktatura nie jest metoda
anonimowg. Z twierdzenia Arrowa wynika wiec nastepujgcy wniosek.

Whiosek. Jesli #K > 3 i #W 2 2, to nie istnieje metoda zaktadajgcg uporzgdkowa-
nie, ktora jest jednoczesnie anonimowa, efektywna, spetnia stabg zasade Pareto
i warunek niezaleznosci porazki od ubocznych opcji.

Zauwazmy, ze rezultaty te dotycza sytuacji przy dowolnej, danej liczbie
kandydatéw i wyborcéw (o ile #K > 3 i #W > 2). Uwaga — w sformulowaniu
twierdzenia Arrowa nie ma ani zalozenia anonimowoéci, ani neutralno$ci, ani
tez decyzyjnosci, jedynie efektywnos¢. Jednoczesne zalozenie decyzyjnosci
i anonimowosci bardzo upraszczaloby problem przy parzystej liczbie wyborcow,
gdyz wystarczyloby, by potowa z nich postawila na pierwszym miejscu kandy-
data A, a na drugim B, druga polowa zas - odwrotnie. Nie ma wtedy zadnych
szans na odrdznienie roli A oraz B w koncowym wyniku. W twierdzeniu Arro-
wa wymagamy jedynie, by zwyciezca istnial - moze by¢ ich wigcej. Natomiast
decyzyjno$¢ odgrywa role w dowodzie twierdzenia Arrowa, gdyz przydatny
w nim jest nastepujacy lemat.

Lemat (o decyzyjnosci). Jesli #K > 3 i #W > 2, a metoda zakladajgca uporzgdko-
wanie jest efektywna, spetnia stabg zasadg Pareto i warunek niezaleznosci porazki
od ubocznych opcji, to jest ona decyzyjna.

Dowdd polega na przypuszczeniu, ze w pewnym modelu M jest dwoch
zwyciezcow, A i B, po czym tworzeniu kolejnych modeli (z odpowiednimi prze-
sunieciami A, B i innych kandydatéw - a jest co najmniej jeden inny kandydat —
by w efekcie otrzymac model, w ktérym nikt nie moze wygra¢. W dowodzie
twierdzenia Arrowa wprowadza si¢ pojecie ,,dyktatora nad A z kontrolerem B” -
jest to wyborca w, ktdry stawiajac B nad A powoduje, ze w modelu M kandydat A
nie wygrywa. Nastepnie wykazuje sie, Ze jesli wyborca w jest dyktatorem nad A
z kontrolerem B, to jest on réwniez dyktatorem nad B z kontrolerem A, a pdzniej,
ze jest dyktatorem nad kazdg parg kandydatéw. W dowodzie konstruuje si¢
rézne modele, w ktoérych zwyciezca jest zdeterminowany przez niezaleznos¢
porazki od ubocznych opcji, decyzyjnos$¢ (wynikajaca z lematu) oraz staba
zasade Pareto.

Inny ciekawy wynik o nieistnieniu ,,dobrej” metody glosowania podat
Alan D. Taylor'

10" Alan D. Taylor (ur. 1947), amerykanski matematyk. Twierdzenie Taylora zostalo po raz
pierwszy opublikowane w pierwszym wydaniu ksigzki [22] w 1995 roku.
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Twierdzenie (Taylora). Jesli #K > 3 i #W > 3, to nie istnieje metoda zaktadajgcg
uporzgdkowanie, ktéra jest efektywna, spetnia kryterium Condorceta i warunek
niezaleznosci porazki od ubocznych opcji.

Na zakoniczenie tego paragrafu sformutujemy jeszcze jedno zaskakujace
twierdzenie, wykazane niezaleznie przez Allana Gibbarda! w 1973 roku i Marka
Satterthwaite’a' w 1975 roku. Najpierw jednak definicja. Méwimy, Ze metoda
zakladajaca uporzadkowanie jest podatna na manipulacje, jesli istnieja wybor-
ca w oraz modele M, N, rézniace si¢ jedynie glosem w i w modelu N zwyciezca
jest kandydat, ktorego w modelu M wyborca w ustawial wyzej niz zwycigzce
w modelu M. Praktycznie oznacza to, ze jesli wyborca w zaglosuje niezgodnie
ze swoimi prawdziwymi preferencjami, to doprowadzi do wyboru kandydata

bardziej mu odpowiadajgcego.

Twierdzenie (Gibbarda-Satterthwaite’a). Jesli #K > 3 i #W > 2, a metoda
zaktadajgca uporzgdkowanie nie jest dyktaturg i dla kazdego kandydata istnieje
model, w ktérym ten kandydat wygrywa, to metoda jest podatna na manipulacje.

Modelem, w ktérym dany kandydat wygrywa, moze na przyklad by¢
taki ukfad gloséw, ze wszyscy wyborcy stawiajg tego kandydata na pierwszym
miejscu, nie jest to wiec zalozenie zbyt mocne. Czyz nie brzmi zaskakujaco, ze
jedyng metodg nie dopuszczajaca manipulacji jest dyktatura?

4. Kilka przykladow

Podamy teraz kilka przykladéw pokazujacych, ze podane w poprzednim
rozdziale naturalne warunki moga nie by¢ spelnione przez metody, ktore wydaja
sie konstruktywnie wylania¢ zwyciezce. Zacznijmy od monotonicznosci ze
wzgledu na transpozycje.

O =N

4
B
C
A

N
(@M=~ e
e Q| w

W metodzie Hare'a w tym przykladzie wygra A (jako pierwszy odpada C, a po-
tem A wygrywa z B). Jesli jednak dwoch wyborcéw z ostatniej kolumny przesu-
nie A o jedno miejsce wyzej, to w pierwszej turze odpadnie B, a w drugiej C

" Allan Gibbard (ur. 1942), amerykanski matematyk i filozof.
2 Mark A. Satterthwaite (ur. 1945), amerykanski ekonomista.
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wygra z A stosunkiem gloséw 9 : 8. Metoda Harea nie jest zatem monotoniczna
ze wzgledu na transpozycje.

Metoda Coombsa nie spelnia ani kryterium Condorceta, ani kryterium
przegranych Condorceta. Przekonuja o tym dwa przyktady.

2 1 1 1 2 2 2 2 1
1 E D A C B . D B C B
2 A B B B A 2. C D B C
3 D A C D C 3. A A A D
4 C E E E D 4. B C D A
5 B C D A E

W pierwszym przykladzie B jest kandydatem Condorceta. Wyborcow jest
siedmiu, a B od kazdego innego kandydata co najmniej cztery razy ustawiony
zostal na wyzszej pozycji — odpada jednak juz w pierwszej turze. W drugim przy-
ktadzie A jest przegranym Condorceta (z kazdym przegrywa 2 : 5), a w pierwszej
turze odpadaja wszyscy pozostali kandydaci.

Metoda punktéw Bordy nie jest jednoznacznie wigkszo$ciowa, co mozna
zobaczy¢ na prostym przykladzie.

Q=" )

3
1. A
2. B
C

Kandydata A ponad potowa wyborcéw postawila na pierwszej pozycji,
uzyskal on jednak sze$¢ punktow, B za$ siedem.

Zobaczmy, na czym polega warunek niezaleznosci porazki od ubocznych
opcji. Pokazemy to na przykladzie metody Copelanda (jak si¢ okazuje, spelnia
ona wszystkie pozostale podane wyzej warunki). Rozwazmy dwa modele.

2 2 1 1 2 2 1 1
1. A C D B 1. A C D B
2. D A B C 2. D A B C
3. B B C D 3. C B C D
4. C D A A 4. B D A A

Modele rdznig si¢ ustawieniem kandydatow B i C u dwdch pierwszych
wyborcow — najpierw stawiajg oni B nad C, na trzecim i czwartym miejscu, po-
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tem te pozycje ulegaja zamianie. W pierwszym modelu w metodzie Copelanda
jedynym zwyciezca jest A, ktory zdobyt dwa punkty (A: B=4:2,A: D =4:2,
B:C=4:2,C:A=4:2,B:D=3:3,C:D = 3:3); kandydat C uzyskat
pottora punktu i nie wygrywa. W drugim modelu relacje A i C nie zmieniajg si¢
u zadnego z wyborcéw, jednak C u dwoch wyborcéw przesuwa si¢ nad B, wynik
B: Czmieniasi¢z4:2na?2:4, C dostaje dodatkowy punkt i wyprzedza A.

Troche trudniej znalez¢ metode nie spelniajacg stabej zasady Pareto, ale
i takie istnieja. Na przyklad metoda terminarzowa — polega ona na tym, ze
kandydaci zostaja odgornie ustawieni w ciag, poréwnujemy dwoch pierwszych
kandydatéw, zwyciezce w ich bezposrednim pojedynku poréwnujemy z trze-
cim i tak dalej. Tak rozgrywane byty kiedy$ pewne teleturnieje. W ponizszym
przyktadzie kandydatow ustawiono sg w kolejnosci: A, B, C, D. W pierwszym
pojedynku A wygra z B, w drugim A z C a w ostatnim D wygrywa z C i zostaje
zwyciezcg, cho¢ wszyscy wyborcy stawiaja B nad D.

1 1 1
. A C B
2. B A D
3. D B C
4. C D A

5. Metody porzadkowe

Przejdzmy do kolejnych metod wyborczych. Tym razem interesowac nas
bedzie nie tylko zwycigstwo, ale co$ wigcej — ustawienie kandydatow w pewnej
kolejnosci, zaleznej od preferencji wyborcow. Metoda porzgdkowa to metoda,
w ktdrej kazdy wyborca ustawia wszystkich kandydatéw w porzadku liniowym,
a rezultatem wyboréw w danym modelu jest pewien staby porzadek w zbiorze
kandydatow. Staby porzgdek w zbiorze X definiujemy nastepujaco: w X wpro-
wadzamy relacje rownowaznosci, w zbiorze ilorazowym okreslamy porzadek
liniowy i teraz méwimy, ze y € X poprzedza z € X wtedy i tylko wtedy, gdy klasa
réwnowaznosci elementu y poprzedza klas¢ elementu z. Oczywiscie liniowy po-
rzadek jest stabym porzadkiem (z jednoelementowymi klasami réwnowaznosci),
a metoda zakladajgca uporzagdkowanie jest metodg porzadkowa (w zbiorze K
mamy dwie klasy rownowaznosci - zwyciezcy i pozostali kandydaci). Niemniej,
liczne metody zaktadajace uporzadkowanie s3 metodami porzadkowymi ze
stabym porzadkiem w zbiorze kandydatéw ustalonym znacznie dokladniej niz
tylko wyznaczenie zwyci¢zcy. W metodzie punktéw Bordy i metodzie Copelan-
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da kandydaci dostaja pewne liczby punktéw, ktdre determinujg kolejnos¢ ich
ustawienia. W metodzie n gloséw, w szczegdlnosci w metodzie wiekszosci, o ko-
lejnosci decyduje liczba otrzymanych gtoséw. W metodach Hare’a, Coombsa
i odrzucen ostatniego - jesli kandydat A odpadt pdzniej niz kandydat B, to
zajmuje wyzsza pozycje. Zamiast dyktatury mozemy rozwazac dyktature po-
rzgdkowg - tu glos dyktatora po prostu wyznacza ostateczng kolejnos¢.

Zanim przejdziemy do kolejnych twierdzen dotyczacych matematycznej
teorii wybordéw, przedstawimy kilka kolejnych definicji - zazwyczaj naturalnych
uogolnien tych juz poznanych.

Zacznijmy od kolejnego oznaczenia. Zapis A < B oznacza, ze modelu M
w efekcie wyboréw kandydat B zostat umieszczonyj\evyiej niz kandydat A.

Metoda porzadkowa spetnia porzgdkowg zasade Pareto, gdy

M
YMeS, A, BeK (Ywe W:A'< B) = A <B.

Metoda porzadkowa spelnia warunek niezaleznosci od ubocznych opcji (jest
niezalezna od ubocznych opcji), gdy

M N
VM,Ne3, A, BeK(VweW:A'< Be A'< B)= (A< B« A<B).

Innymi stowy, zmiana opinii wyborcéw, ktora u zadnego wyborcy nie zmienia
wzajemnego ustawienia kandydatéw A i B, nie moze zmieni¢ ostatecznego
rezultatu w zakresie kolejnosci tych dwéch kandydatow.

I jeszcze jeden warunek. Metoda porzadkowa spetnia postulat liberalizmu
Sena®, gdy

M M
Vwe W 3IA,BeK, ABYMeX (A"< B=A<B), (B"< A= B < A).

Chodzi tu o pewien - bardzo skromny - przywilej wyborcéw: by kazdy wybor-
ca miat cho¢ jedng pare kandydatéw, o ktorej ostatecznym uporzadkowaniu
wlasnie on decyduje. Wydawaloby sie, Ze to niewiele. Tymczasem okazuje sie,
ze nawet takie wymaganie jest zbyt duze.

Twierdzenie (Sena). Jesli #K > 2 i #W 2 2, to nie istnieje metoda porzgdkowa,
spetniajgca porzgdkowq zasadg Pareto i postulat liberalizmu Sena.

Dowdd tego twierdzenia jest bardzo prosty. Przypusé¢my, ze wyborca w
decyduje o kolejnosci pary A, B, wyborca v zas o kolejnosci pary C, D i wszyscy
ci kandydaci sg rézni (w przypadku, gdy ktoérys kandydat wystepuje w obu

B Amartya Sen (ur. 1933), hindusko-amerykanski ekonomista, laureat Nagrody Banku
Szwecji im. Alfreda Nobla z ekonomii w 1988 roku.
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parach, dowdd jest jeszcze tatwiejszy) Niech wyborca w ustawi ich w kolejnosci
D, A, B, C, a wszyscy pozostali, w tym v, w kolejnosci B, C, D, A. Ze wzgledu
na porzadkowg zasade Pareto otrzymujemy, ze C < BiA < D, ale z postulatu

liberalizmu Sena wynika, Ze B < AiD < C. Wobectego A < D < C < B < A.
M M M M M M

Uzyskalismy sprzecznos¢.

Znacznie glebsze matematycznie jest kolejne twierdzenie Arrowa. Naj-
pierw przypomnijmy, ze niepusta rodzina F c P(X) jest filtrem w niepustym
zbiorze X, jesli spetnia warunki:

1°o¢F,

2°jedliU,VeF,toUnVelF,

3jdiUe FiUc V,toVeF.
Filtr 7 nazywamy utrafiltrem, gdy U € F lub X \ U € F dla kazdego zbioru
U c X.Jesli zbidr X jest skonczony, to jedyne ultrafiltry w X to filtry generowane
przez elementy X, czyli zbiory postaci {U c X: pe U} dlap e X.

Na chwile porzu¢my zalozenie o skonczonosci zbioréw W i K. Mozemy
rozwazaé zbiory L£(K) wszystkich liniowych porzadkéw w K i S(K) wszyst-
kich stabych porzadkéw w K oraz zbior £ = {M: W — L(K)}. Oczywicie
mozemy interpretowaé X jako zbidr wszystkich modeli w metodzie porzad-
kowej. Badamy funkcje f: X - S(K), ktéra mozemy traktowac jako metode
porzadkows.

Oczywiscie przy tych zalozeniach mozemy rozwaza¢, okreslone tak samo
jak wyzej, porzadkowq zasada Pareto (oznaczmy jg przez (P)) oraz niezaleznos¢
od ubocznych opcji (oznaczong jako (N)). Wprowadzmy jeszcze jedno pojecie.
Mowimy, ze zbior T ¢ W jest zbiorem decyzyjnym, jesli

M
VMeS, A, BeK (VweT:A'< B)=A<B.

W interpretacji matematyki wyborczej oznacza to, ze jesli wszyscy wyborcy ze
zbioru T ustawiaja B nad A, to w konicowym wyniku B jest nad A. Innymi stowy,
zgodna opinia wyborcéw z T na temat poréwnania dowolnej pary kandydatow
determinuje kornicowe ustawienie tych kandydatow.

I teraz mozemy przejs¢ do najwazniejszego chyba twierdzenia matematyki
wyborczej.

Twierdzenie (Arrowa w wersji ultrafiltru). Zatézmy, ze #K > 3, #W > 2 i dana
jest funkcja -2 — S(K) spetniajgca warunki (P) i (N). Wowczas rodzina
wszystkich zbioréw decyzyjnych jest ultrafiltrem w W.

Jako natychmiastowy wniosek otrzymujemy stynne twierdzenie Arrowa.
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Twierdzenie (Arrowa). Jesli #K > 3, #W > 2 i W jest zbiorem skoticzonym, to
jedyng metodg porzgdkowg spetniajgcq porzgdkowq zasadg Pareto i warunek
niezaleznosci od ubocznych opcji jest dyktatura porzgdkowa.

Istotnie, jesli W jest skonczony, to rodzina zbioréw decyzyjnych musi
by¢ ultrafiltrem generowanym przez jeden element, a wiec pewien zbidr jedno-
elementowy jest zbiorem decyzyjnym. Oznacza to, ze istnieje wyborca, ktory
samodzielnie decyduje o koncowym wyniku wyboréw.

Dowod twierdzenia Arrowa w wersji ultrafiltru nie jest prosty. Mozna
go znalez¢ w literaturze, jednak do$¢ czesto w przedstawionych rozumowa-
niach omijane sa pewne szczegoly, a czasami dowdd przeprowadzany jest przy
pewnych upraszczajacych zalozeniach.

Wréémy teraz do nazwy warunku kluczowego dla teorii. Oryginalny
angielski termin (wprowadzony przez Arrowa i powszechnie stosowany) brzmi
independence of irrelevant alternatives, w skrécie IIA. Przez polskich autoréw
ttumaczony jest rdznie, ale prawie zawsze wystepuje w przekladzie stowo ,alter-
natywa’; czesto spotyka sie nazwe ,,niezalezno$¢ (od) nieistotnych alternatyw”.
Taki termin nie jest wlasciwy.

Angielskie stowo ,,alternative” i polskie ,,alternatywa” maja rézne zna-
czenia! Zacytujmy hasto ze Stownika Poprawnej Polszczyzny [7] pod redakeja
Witolda Doroszewskiego:

alternatywa - sytuacja wymagajaca wyboru [...] niepoprawne w zn. ,,jedna z moz-
liwosci”, np. Ma przed soba dwie alternatywy (zamiast: Ma przed sobg alternatywe
a. Ma przed sobg dwie mozliwosci) [...]

A juz naprawde nie wypada uzywac takiego terminu w sytuacji, gdy mowimy
o matematyce. Alternatywa to podstawowy termin logiki i teorii mnogosci,
wiadomo jak zdefiniowany — na pewno nieadekwatnie do sformutowania o ,,nie-
zaleznosci od alternatyw”.

A co oznacza po angielsku ,,alternative”? Zacytujmy za stownikiem Col-
linsa [19]:

alternative If one thing is an alternative to another, the first can be found, used
or done instead of the second.

Nie mozna bezkrytycznie przenosi¢ terminéw angielskich na polskie, jesli w je-
zyku polskim dane stowa istniejg i znaczg co innego. W matematyce nie méwimy
o analizie kompleksowej (complex analysis) czy geometrii samolotu (plane geo-
metry). Liczb kardynalnych nie nazywamy kardynatami (cardinals); nikt nie
powie, Ze Ry to maly kardynal, a ¢ to troche wigkszy kardynat.
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Dodajmy jeszcze, ze w angielskiej terminologii matematycznej ,,alterna-
tywa” to wcale nie ,alternative’, ale ,alternation” lub ,,disjunction”. W tym
przypadku jest wiec nawet gorzej, bo i przeklad jest niewtasciwy! Tu dobrg ana-
logia byloby uzywanie terminu ,ewentualnie okresowa” w sensie ,,eventually
periodic” (,,eventually” oznacza ,w koncu”).

By¢ moze, na wprowadzanie takiego terminu jaki$§ wptyw mial fakt, ze
sprawy wyborcze kojarzg si¢ z polityka, a polscy politycy niejednokrotnie auto-
rytarnie uzywaja zwrotu ,,nie ma innej alternatywy”.

Przejdzmy teraz do drugiego stowa w nazwie warunku. Stowo ,,nieistotny”
nie jest odpowiednie. Po pierwsze, owe dodatkowe opcje, o ktérych mowa w wa-
runku, mogg si¢ okaza¢ (i zazwyczaj si¢ okazuja) nad wyraz istotne! A po drugie,
co prawda jedno z angielskich znaczen stowa ,,irrelevant” rzeczywiscie oznacza
»hieistotny”, ale w tym konteks$cie mowa o innym, i to gtéwnym, znaczeniu.
Ponownie zacytujmy stownik [19]:

irrelevant If you describe something such as a fact or remark as irrelevant, you
mean that it is not connected with what you are discussing or dealing with.

Jan Stanistawski w stowniku [20] tlumaczy to stowo jako ,,nie zwiazany z tema-
tem, oderwany od tematu”. Gdyby$my jednak chcieli uzy¢ w okresleniu stowa
»hie zwigzany”, koniecznie powinni$my (wzorem Stanistawskiego) zaznaczy¢,
z czym te opcje nie s3 zwigzane.

Termin niezaleznos¢ od ubocznych opcji proponuje po bardzo dlugiej
i doglebnej analizie. Moim zdaniem, pasuje on do opisywanej sytuacji. A poza
tym jest poprawny z jezykowego punktu widzenia.

Kolejna uwaga dotyczaca terminologii zwigzana jest z zasada Pareto. Nie-
ktdérzy autorzy uzywaja tego terminu w sytuacji, gdy chodzi o wyznaczenie
zwyciezcy, tak jak w poprzednim rozdziale, cho¢ termin Pareto rule czesciej sto-
sowany jest w przypadku metody porzadkowej. Nalezy te dwa warunki odréznic.
Wydaje si¢, ze w terminie porzgdkowa zasada Pareto jest jasno sformulowane,
o co chodzi, a w przypadku metody zakladajacej uporzadkowanie lepiej uzy¢,
stosowanego przez niektorych, przymiotnika staba, by nie byto watpliwosci,
o ktora wersje zasady chodzi. Stowa angielskie polaczone przy tym pojeciu
z nazwiskiem Pareto bywajg rézne; czytamy o Pareto rule, Pareto condition, Pa-
reto principle, Pareto optimality, Pareto criterion, a czasami autorzy nazywaja te
wlasno$¢ unanimity (bez dodanego nazwiska). Termin zasada Pareto stosowany
jest tez w ekonomii i oznacza zupelnie co innego (inna nazwa to zasada 80/20).

Kenneth Arrow zainteresowal si¢ matematyka wyborcza w drugiej poto-
wie lat czterdziestych XX wieku. Sam, niezaleznie od kilku os6b przed nim, za-
uwazyl paradoks Condorceta. Jak pdzniej pisal, probowatl sformutowaé warunki
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Kenneth Arrow
(zdjgcie: Linda A. Cicero / Stanford News Service)

wybordw, ktére moglyby by¢ powszechnie zaakceptowane, i nie udawato mu
sie znalez¢ metody spelniajacej je wszystkie — w efekcie wykazal twierdzenie
o nieistnieniu takiej metody i zawarl je w swojej pracy doktorskiej w 1950
roku. Réwniez w 1950 roku zostal opublikowany jego artykul [2] zawierajacy
to twierdzenie, a rok pdzniej ksigzka [3] dokladnie omawiajaca te zagadnienia.
To Arrow wprowadzil warunek niezaleznosci od ubocznych opcji wraz z jego
angielska nazwa. Twierdzenie podane wowczas przez Arrowa dotyczyto metod
porzadkowych i bylo podane w wersji nieznacznie rdzniacej si¢ od tej, ktéra
obecnie jest najczesciej formulowana (takze tej podanej wyzej). Nagrode Banku
Szwecji im. Alfreda Nobla z ekonomii Arrow otrzymat jednak przede wszystkim
za inne osiggniecia, w szczegdlnosci w zakresie ekonomicznej teorii rownowagi
ogolnej.

Zwigzek ultrafiltrow z teoria pojawil si¢ znacznie p6zniej, w pracy Kir-
mana i Sondermanna [11]. Autorzy pisza, ze pierwsi t¢ obserwacje uczynili
(niezaleznie) Don Brown i Peter C. Fishburn.

6. Metoda n glosow

Przyjmijmy, ze 13 wyborcoéw ustawia w pewnej kolejnosci czterech kandy-
datow, a ich preferencje wygladaja nastepujaco:
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Jesli wyborcy zaglosuja metodg wigkszo$ci, wygra A, ktory otrzyma 6 glosow.
Przy glosowaniu metoda dwdch gloséw zwyciezca zostaje B z 10 glosami. Gdy
glosowanie odbywa si¢ metodg 3 glosow, wygrywa C, co najlatwiej zauwazy¢
dzieki temu, ze jako jedyny nie zajmuje u zadnego wyborcy ostatniego miejsca.
Glosowanie metoda 4 gloséw nie przyniostoby zZadnego ciekawego rezultatu,
gdyz wszyscy kandydaci otrzymaliby réwne liczby (dlatego przy metodzie n
glosow zakladamy, ze n < #K). Mozna jednak obliczy¢ punkty Bordy — wtedy
wygra D z 21 punktami.

Jak sie okazuje, powyzszy przyklad mozna uogdlni¢. Wykazal to w 1992
roku Donald Saari',

Twierdzenie (Saariego). Jesli K = {Ay, ..., A, }, todlan > 3 istnieje model, w kt6-
rym w glosowaniu metodqg k glosow wygrywa kandydat Ay dlak =1,2,...,n-1,
natomiast w glosowaniu metodg punktéw Bordy wygrywa A,,.

Oryginalny dowdd twierdzenia (zob. [17]) jest dos¢ dlugi, oparty na za-
awansowanej, skonstruowanej w tym celu teorii geometrycznej. Mozna jednak
to twierdzenie wykaza¢ zupelnie elementarnie (zob. [4]).

Poswieémy tez troche uwagi stabej metodzie n gtoséw. W wyborach do
Senatu RP jeszcze niedawno obowigzywaly okregi dwumandatowe. Zatézmy, ze
w takim okregu startowali Abacki, Babacki i Zabacki, a preferencje wyborcow,
ustawiajacych kandydatow wedtug swoich kolejnosci, wygladaty nastepujaco:

30% 30% 20% 20%
. Z Z A B
2. A B B A
3. B A Z VA

Nie ulega watpliwosci, Ze wybory powinien wygra¢ Zabacki, ktory przez ponad
polowe wyborcéw postawiony jest na pierwszym miejscu. Wyborcy glosuja
jednak na dwoch kandydatéw i do obsadzenia sa dwa miejsca. Zostang wybrani
Abacki i Babacki. Na kazdego z nich zaglosuje 70% wyborcéw, a na Zabackiego
jedynie 60%.

" Donald Saari (ur. 1940), amerykanski matematyk.
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Wybory staba metoda n glosow sa czesto spotykane w srodowisku akade-
mickim. Zazwyczaj w ten sposdb wybierani sg przedstawiciele studentow czy
niesamodzielnych pracownikéw naukowo-dydaktycznych do rad wydziatow
czy rad instytutow. Jak sie okazuje, przyktad z wyboréw dwumandatowych
mozna uogodlnic (zob. [5]).

Twierdzenie. Jesli #K > 2n +1i {Ay,..., Azun} € K, to dla odpowiednio duzej
liczby #W mozna preferencje wyborcow ustawic w takim porzgdku, ze przy gloso-
waniu stabg metodg n gloséw zwycigzcami zostang { Ay, . . ., A, }, natomiast przy
glosowaniu stabg metodg n + 1 gloséw zwycigzcami zostang { A1, . . ., Aans1};
ponadto w obu przypadkach kazdy zwyciezca bedzie mial poparcie ponad 50%
wyborcow.

Jak wida¢, przy takich wyborach, jak wybory przedstawicieli studentow
w cialach kolegialnych bardzo istotng moze by¢ liczba wybieranych oséb.

7. Metody tak/nie i sila glosu

Kolejna metoda jest czesto stosowana w praktyce. Metoda glosowania
nazywa si¢ metodg tak/nie, gdy kazdy wyborca glosuje albo ,,tak’, albo ,,nie”,
a koncowym wynikiem jest tez albo ,tak’, albo ,,nie”, przy czym jesli wszyscy
wyborcy glosujg ,,nie”, to koncowym wynikiem jest ,nie’, a gdy wszyscy glto-
sujg ,tak” - to koncowym wynikiem jest ,,tak”. Zbidr kandydatéw jest w tym
przypadku dwuelementowy, ale z kazdym wyborcéw zwigzana jest waga jego
glosu i wagi te moga nie by¢ réwne. Formalnie, rozwazamy f: X — {tak, nie},
przy czym X = {M : W — {tak, nie} }, i jesli My jest funkcjg stalg przyjmujaca
warto$¢ ,tak’, to f(My) = tak, a jesli M jest funkeja stalg przyjmujacag wartosé
»nie’, to f(M;) = nie.

Zbiér A ¢ W nazwiemy koalicjg wygrywajgcg, jesli z tego, ze wszyscy
wyborcy z A glosuja ,,tak’, a pozostali glosujg ,,nie”, wynika, ze koncowym
wynikiem jest ,,tak”. Metoda ,tak/nie” jest monotoniczna, gdy nadzbiér dowolnej
koalicji wygrywajacej jest koalicja wygrywajaca.

Ze wzgledu na to, ze wagi gloséw moga by¢ rézne, analizy sity gloséw przy-
noszg interesujace efekty. Dwie najpopularniejsze metody liczenia sity gtosow
co prawda rdznig si¢ od siebie, ale ich rezultaty sa podobne.

Zacznijmy od indeksu Banzhaffa—Penrose’a, czesciej nazywanego indek-
sem Banzhaffa® cho¢ to Penrose!® wprowadzit go wczesniej (w 1946 roku),

> John Francis Banzhaf I1I (ur. 1940), amerykanski prawnik.
' Lionel Penrose, (1898-1972), angielski lekarz i matematyk, cztonek Royal Society, ojciec
fizyka Rogera Penrose’a.
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a Banzhaft niezaleznie w 1955 roku; jeszcze pozniej, w 1971 roku, tez niezaleznie,
zdefiniowat go Coleman'”. Wyborce w € A, przy czym A jest koalicja wygry-
wajgcg, nazywamy wyborcg decydujgcym dla A, jesli A \ {w} nie jest koalicja
wygrywajaca. Wskaznikiem Banzhaffa-Penrosea Wg(w) wyborcy w nazywamy

liczbe koalicji, dla ktérych w jest wyborcg decydujacym. Indeks Banzhaffa—Pen-
Wi wi
W przy czym W = {wy,..., wy}.

Rozwazmy prosty przyktad. Niech zbiér W = {wy, w,, w3} bedzie tréjele-
mentowy, waga glosu wyborcy w; to 50, wyborcy w; to 45, a wyborcy w; to 1.
Ustalono, ze do zaakceptowania wniosku potrzebne jest 51 punktow. Koalicje wy-
grywajace to {wy, w2} (95 punktéw), {wy, w3} (51 punktéw) oraz {wy, wa, w3}
(96 punktow). Wyborca w) jest decydujacym dla wszystkich trzech koalicji, w,
dla pierwszej, a w3 dla drugiej. W efekcie Ig(wy) = 2, Ig(w2) = £, Ip(w1) = 1.
Mimo ze glos w, ma wage 45 razy wieksza od gtosu w3, w praktyce ich glosy sa
warte tyle samo.

W sytuacji, gdy do akceptacji wniosku potrzebna jest odpowiednia liczba,
a glosy wyborcéw maja wagi, stosuje sie zapis W(p; ki, ..., k,), w ktorym p
oznacza liczbe potrzebna do akceptacji wniosku, a k; wagi gloséw poszczegol-
nych wyborcow.

, .
rosea wyborcy w; to iloraz

Obliczenie indeksu Banzhaffa-Penrose’a moze wydawac sie skompliko-
wane, gdyz trzeba obliczy¢ wskazniki wszystkich wyborcéw. Istnieje jednak
stosunkowo prosty algorytm stuzacy do tego celu w przypadku metod mono-
tonicznych. Nalezy utworzy¢ tabele, w ktorej wierszom odpowiadaja koalicje
wygrywajace, a kolumnom - wyborcy. W tabeli wypisuje sie znak ,,+7, jesli
wyborca nalezy do odpowiedniej koalicji, a znak ,,—7, jesli do niej nie nalezy.
Réznica miedzy liczbg pluséw a liczbg minusow to wskaznik Banzhaffa-Penro-
sea. Dowdd tego nie jest trudny, nalezy rozwazy¢ — ze wzgledu na wyborce w —
trzy rodzaje koalicji wygrywajacych: takie, do ktérych w nie nalezy, utworzone
z tych poprzednich przez dofaczenie w oraz pozostate.

Tabela 1. Algorytm obliczania
indeksu Banzhaffa-Penrose’a

wyp w2 W3

{Wl,Wz} + + -
{WI,W3} + — +

{wi,wa, w3} + +

7" John Samuel Coleman (1926-1995), amerykarski socjolog.
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Znaczek z Shapleyem wydany w Mali
(cho¢ nie przez oficjalng poczte tego kraju) w 2013 roku,
pochodzacy z serii z noblistami

Badanie indekséw Banzhaffa-Penrose’a moze przynies¢ rozmaite interesu-
jace efekty. Oto przyktad. Jesli obliczymy W (15;9,7,5, 3,1), to okaze sie, ze sita
glosu kazdego wyborcy jest rowna wadze jego gtosu. Wystarczy jednak zmieni¢
prog potrzebny do akceptacji wniosku, by istotnie zmieni¢ role wyborcow.
W modelu W(13;9,7,5,3,1) wskazniki Banzhaffa-Penrose’a wynosza odpo-
wiednio 10, 6, 6, 2, 2 - mimo réznych wag gltosow, sila gtosu wyborcy drugiego
jest taka sama, jak trzeciego, a czwartego taka sama, jak pigtego.

Druga metoda to indeks Shapleya-Shubika - ten zostal zdefiniowany
wspolnie przez Shapleya'® i Shubika!® w 1954 roku. Tu rozwazamy wszystkie
n-wyrazowe ciagi utworzone z wyborcow z n-elementowego zbioru W. Wybor-
ce w;, nazwiemy wyborcg wplywajgcym dla ciagu (wi, ..., wi,,...,w;,), jedli
zbior {(wiy, ..., w;,_, } nie tworzy koalicji wygrywajacej, ale {(wj, ..., w;, } juz
ja tworzy. Liczba ciagow, dla ktorych wyborca w jest wplywajacy, to wskaznik
Shapleya-Shubika, a indeks Shapleya-Shubika to wskaznik podzielony przez n!,
czyli liczbe wszystkich mozliwych uporzadkowan zbioru wyborcéw. W przy-
padku pierwszego przykladu indeksy te wynosza %, é i %.

Jesli mowa o sile glosu, warto wspomnie¢ o tzw. Kompromisie Jagielloni-
skim, zaproponowanym kilkanascie lat temu przez Wojciecha Stomczynskiego®

'8 Lloyd Stowell Shapley (1923-2016), amerykanski matematyk, laureat Nagrody Banku
Szwecji im. Alfreda Nobla z ekonomii w 2012 roku. Informacje o przyznaniu mu tej nagrody
skomentowal: ,,Jestem matematykiem, a nagroda jest za osiagniecia w ekonomii. Ja nigdy, przez
cale moje zycie, nie uczeszczalem na zaden wyklad z ekonomii”

1 Martin Shubik (1926-2018), amerykanski ekonomista.

2 Wojciech Stomczynski (ur. 1962), polski matematyk.
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i Karola Zyczkowskiego®'. Chodzito o znalezienie metody, w ktérej sita glosu
panstwa cztonkowskiego Unii Europejskiej bytaby odpowiednio zwigzana z li-
czebnoscig danego kraju. Zaproponowany prog, przy ktérym wniosek miat
uzyskiwac poparcie, wynosit 5 (1 + \/ﬁl+—+\/N_k)’ przy czym k oznaczalo liczbe
krajéw w Unii, a N; liczby mieszkancéw odpowiednich krajow. System byt
bardzo przejrzysty i - jak wykazali autorzy - z wielu wzgledéw optymalny, nie
zostal jednak zaakceptowany. O szczegétach mozna przeczyta¢ w ksiazce [15].

8. Metody rozdziatu

Jak obecnie wybierani s3 w Polsce postowie na Sejm? W okregu wybor-
czym, w ktérym do rozdzialu jest n mandatdéw, liczby gtoséw uzyskane przez
partie startujagce w wyborach dzieli si¢ przez kolejne dodatnie liczby natural-
ne. Sposrdd uzyskanych ilorazéw wybiera si¢ n najwigkszych. Partia, ktorej
przypadlo k z tych ilorazéw, dostaje k mandatow.

Zobaczmy to na przykladzie. Uzywam fikcyjnych nazw partii, by unikna¢
zarzutu faworyzowania niektorych istniejacych partii. Zalézmy, ze do rozdziatu
jest pie¢ mandatéw. Gwiazdka zostaly oznaczone ilorazy dajace mandaty.

Tabela 2. Przyklad rozdzialu mandatéw wedtug metody Jeffersona

Gloséw  :1 12 13 :4  Liczba mandatow
Rybacy 6000 %6000 %3000 %2000 1500 3
Mys'liwi 5700 %5700 %2850 1900 2

ArtySci 1950 1950 975 -

Wyobrazmy sobie teraz, ze w efekcie przedwyborczego badania opinii
publicznej Rybacy dowiedzieli sie, zZe poparcie ich partii jest zblizone do po-
parcia dla Mysliwych i zdecydowali poprowadzic¢ ostrg kampanie negatywna
przeciwko Mysliwym (,,Nie glosujcie na Mysliwych! Oni s3 okropni! Zwierzatka
zabijaja!”). Kampania odniosta skutek — az 600 0s6b zrezygnowalo z gtosowania
na Mysliwych. Nie wszyscy jednak przerzucili swe glosy na Rybakéw — zrobita
to co prawda wigkszo$¢, bo dwie trzecie, ale pozostali zagtosowali na Artystow
(,Ci Rybacy maja racje... Mysliwi zabijaja zwierzatka... Ale przeciez ryby to tez
zwierzatka! Wobec tego ja glosuje na Artystéw”). Jak taka zmiana wplynie na
przydzial mandatow?

2! Karol Zyczkowski (ur. 1960), polski fizyk.
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Jesli podzial ma by¢ sensowny (uzywana jest nazwa ,,ordynacja proporcjo-
nalna”), to w efekcie tego, ze glosy stracili Mysliwi, a najwiecej zyskali Rybacy,
mozna dopusci¢ jedynie dwie mozliwosci - albo nic si¢ nie zmieni, albo Mysliwi
co$ stracg, w pierwszym rzedzie na rzecz Rybakow. Tymczasem efekt kampanii
Rybakow pokazuje ponizsza tabela.

Tabela 3. Przyklad rozdzialu mandatéw wedtug metody Jeffersona po zmianie preferencji
przez cze$¢ wyborcodw

Glosow  :1 12 :3 :4  Liczba mandatow
Rybacy 6400 %6400 %3200 2133 1600 2
Myéliwi 5100 %5100 %2550 1700 2
Artysci 2150 %2150 1075 1

Rybacy nie tylko zyskali glosy, ale zyskali wigcej niz ktokolwiek inny i...
stracili mandat. Sprzeczne ze zdrowym rozsadkiem, ale mozliwe.

Ta metoda dziala wedlug prostego mechanizmu. Matematyka jednak
zainteresuje, jakie sa matematyczne przyczyny takiego schematu rozdziatu.

Zostawmy na boku wybory do Sejmu. Wielokrotnie zdarza sig, Ze trzeba
rozdzieli¢ pewne niepodzielne jednostki na podstawie wktadow, wyrazonych
w znacznie wigkszych liczbach. Wklady te to moga by¢ liczby mieszkancow
w danym miescie czy rejonie, wplacone pienigdze - jednak dobra do rozdzialu
(identyczne) wyrazone s3 w liczbach catkowitych, mniejszych od wkladéw
nawet o kilka rzedéw wielkosci. Trzeba, na przyklad, rozdzieli¢ kilkanascie
komputeréw miedzy kilka szkdt w zaleznosci od liczby uczniéw. Kilkoro dzieci
nazbieralo calg mas¢ kasztanow dla przedszkolakéw (kazde zbieralo niezaleznie)
i pani przedszkolanka chce im da¢ za to kilkanascie voucheréw na bilety do
kina.

Najpierw ustalmy terminologie. Zalézmy, ze dana jest pewna liczba ak-
cjonariuszy s, miedzy ktorych nalezy rozdzieli¢ pewna liczbe akcji m. Wkiady
akcjonariuszy to py,. .., ps, a otrzymane przez nich liczby akeji to ay, . . ., as.
Metoda rodziatu to sposob rozdzielenia akcji migdzy akcjonariuszy. Formalnie,
jest to funkcja

(s;m, (p1-..>ps)) ~ (ai,...,as),

przy czym a; +--- + a5 = m.
Zdefiniujmy p jako sume wszystkich wkiadéw, czyli p = p; + - + ps.
Liczbe q; = m'TP" nazywamy quotg** akcjonariusza i. Quota to po prostu to, co

22 Czasami polscy autorzy pisza ,kwota”. Nie jest to wlasciwe. Stowo ,,kwota” po polsku
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dany akcjonariusz powinien uzyskaé¢ w efekcie rozdziatu; szkoput w tym, ze
rozdzieli¢ mamy akcje wyrazone w liczbach catkowitych, a quoty zazwyczaj nie
sg catkowite. Cze$¢ catkowitg (podtoge) | q; | quoty g; nazywamy dolng quotg,
a jej sufit [g;| - gérng quotg.

Sformulujemy teraz cztery warunki. W przypadku kazdego z nich wy-
raznie widac, ze jesli metoda rozdziatu go nie spelnia, to pozostawia wiele do
Zyczenia.

Warunek quoty méwi, ze |g;] < a; < [q;] dla kazdego akcjonariusza i.
Innymi stowy, akcjonariusz nie moze dosta¢ wiecej akcji, niz wynosi jego goérna
quota, ani mniej, niz wynosi jego dolna quota. Wynika stad w szczegdlnosci, ze
jesli quota jest liczbg catkowity, to akcjonariusz ma otrzyma¢ doktadnie quote.

Warunek monotonicznosci moéwi, ze jesli p; > pj, to a; > a;. Oznacza
to, ze jesli wktad akcjonariusza i jest wiekszy niz wktad akcjonariusza j, to
akcjonariusz i moze dostac akeji albo wigcej niz akcjonariusz j, albo tyle samo,
ale na pewno nie mniej.

Warunek populacji jest najbardziej skomplikowany. Zatézmy, ze s i m sa
ustalone, natomiast wktady ulegaja zmianom (na przyklfad role akcjonariuszy
pelnig kraje, ich populacje si¢ zmienity i nalezy dokona¢ nowego podziatu).
Przyjmijmy, Ze w jednym podziale wklady p; wyznaczaja akcje a;, a w dru-
gim wklady p; wyznaczajg akcje a;. Warunek populacji méwi, Ze nie moze sie
zdarzy¢, ze dla pewnych k, j zachodzg zwiazki py > py, ai < ay oraz p; < pj,
a; > a;. Innymi stowy, nie moze si¢ zdarzy¢, ze wklad jednego akcjonariusza
sie zwigkszy, a liczba przyznanych mu akcji zmniejszy, a z drugiej strony wkiad
innego akcjonariusza si¢ zmniejszy, ale liczba przyznanych mu akeji zwiekszy.
Oczywiscie moze si¢ zdarzy¢, ze mimo zwiekszonego wkladu liczba akgji dla
ktoregos$ akcjonariusza si¢ zmniejszy, ale to dlatego, ze pewni inni akcjonariusze
zwiekszyli swoje wkiady bardziej znaczaco.

Warunek monotonicznosci akcji mowi, ze jesli zwigkszymy liczbe rozdzie-
lanych akcji z m do m (liczba akcjonariuszy i ich wklady si¢ nie zmieniajg), to
kazdy akcjonariusz dostanie albo tyle samo akgji, co poprzednio, albo wiece;j.
Inaczej, jesli m > m, to a; > a; dla kazdego i.

Mylilby sie ten, kto by sadzil, ze metody rozdziatu zostaly wprowadzone
ze wzgledu na potrzebe podzialu mandatéw w parlamentach miedzy rozmaite

oznacza zupelnie co innego (angielskie ttumaczenie stowa ,kwota” to ,,sum” lub ,,amount”).
W réznych przypadkach uzywa si¢ w jezyku polskim stéw zapisywanych zgodnie z pisownia
obcego jezyka, na przyklad weekend (nie ,,tykend”), voucher (nie ,wolczer”), sensu stricto (nie
»sensu strikto”), status quo (nie ,status kwo”) — zwlaszcza ten ostatni przyklad dobrze nawiagzuje
do opisywanej sytuacji. Jezyk polski dopuszcza uzycie litery ,,q", takze na poczatku stowa, na
przyktad przy uzywanych przez matematykéw terminach zaczynajacych sie od quasi (zob. [7]).
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partie. Maja one zrédlo w historii Standw Zjednoczonych Ameryki Péinocne;.
Panstwo to powstato pod koniec XVIII wieku jako federacja standw, w ksztal-
cie dalekim od obecnego. Do USA dofaczaly kolejne stany - zaczeto sie od
trzynastu stanow, dzis jest ich pie¢dziesiat. Wladze ustawodawcza sprawuje
Izba Reprezentantéw i Senat, a zgodnie z Konstytucja Stanéw Zjednoczonych,
w Izbie Reprezentantéw liczba deputowanych z kazdego stanu zalezy od liczby
mieszkancow tego stanu. Tych deputowanych wybiera si¢ juz w poszczegdlnych
stanach, w okregach jednomandatowych (nie wszedzie identycznie). Tak liczby
czlonkéw Izby Reprezentantow, jak i metody rozdziatu miejsc dla standw przez
lata si¢ zmienialy i byly ustalane rozmaitymi sposobami... Historia tych zmian
sama w sobie jest pasjonujgca.

Teraz wr6¢my do metody, wedlug ktérej rozdzielane s3 mandaty do pol-
skiego Sejmu, nazywanej w Polsce (i nie tylko) metodg d’Hondta>’. Zgodnie
z zasadg Arnolda®* (jesli jakies pojecie jest zwigzane z czyims nazwiskiem, to
nie jest ono nazwiskiem odkrywcy, zob. [1]) znana i stosowana byta ona duzo
wczesniej, nawet przed narodzinami d’'Hondta. Tu bedziemy uzywac nazwy
uzywanej w USA, czyli metoda Jeffersona®. Jakie jest uzasadnienie dzielenia
wkiadoéw przez kolejne liczby naturalne? Jesli rozdzielamy m akcji miedzy ak-
cjonariuszy o tacznym wkladzie p, to wartos¢ jednej akcji wynosi w = -,
a sprawiedliwy przydzial dla akcjonariusza to quota wynoszaca m~T;>,- = %.
Mozemy jednak rozdawa¢ jedynie liczby catkowite akcji. Gdyby$my przyznali
kazdemu akcjonariuszowi to, co mu si¢ bezdyskusyjnie nalezy, czyli dolna
quote, to niemal na pewno rozdzielimy za malo akcji. Zamiast prawdziwej
wartosci akcji przyjmijmy inng, mniejsza, nazwijmy ja wartoscig umowngq akcji,
oznaczmy przez v i rozwazajmy quoty umowne §; rowne % Quota umowna
jest wieksza od quoty, podobnie dolna quota — zmniejszamy warto$¢ umowng
akcji do momentu, w ktérym suma akgji otrzymana jako suma dolnych quot
umownych wyniesie m. Mozna wykaza¢, ze ten mechanizm jest rOwnowazny
z przyznawaniem akcji w rezultacie dzielenia wkladéw przez kolejne liczby
naturalne.

** Victor d'Hondt (1841-1902), belgijski prawnik. Metode nazywang w Europie metoda
d’'Hondta zaproponowal w 1878 roku.

2 Wriadimir Igoriewicz Arnold (1937-2010), rosyjski matematyk.

25 Thomas Jefferson (1743-1826), amerykanski polityk i prawnik, jeden z ojcédw zatozycieli
Stanéw Zjednoczonych, w latach 1801-1809 prezydent USA. Metode nazwang metoda Jeffersona
zaproponowal w 1792 roku (byt wowczas sekretarzem stanu), dziesie¢ dni po tym, gdy prezy-
dent Washington zawetowat uzycie metody Hamiltona, uznajac ja za niezgodna z konstytucja.
Notabene bylo to pierwsze weto prezydenckie w historii USA.
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Mozna zamiast quot dolnych rozwaza¢ quoty gorne. Wtedy, by odpowied-
nie sumy w pewnym momencie daty liczbe akcji do rozdziatu, trzeba wartos¢
umowng akcji zmniejsza¢. Ta metoda nosi nazwe metody Adamsa®®,

Mozna czynic jeszcze inaczej — przybliza¢ quote do najblizszej liczby cal-
kowitej — tu moze si¢ zdarzy¢, ze odpowiednie sumy juz od razu dadzg zadana
sume akgji. Jesli tak sie nie stanie, to - jak poprzednio — wprowadzamy wartosci
umowne, ktére odpowiednio zmniejszamy lub zwigekszamy do momentu otrzy-
mania zalozonej sumy. Ta metoda jest nazwana imieniem Webstera”, a w Euro-
pie nazywana jest metodg Sainte-Lagué®®. W tym przypadku tez istnieje prosty
algorytm znajdywania liczby mandatéw, podobny do stosowanego w metodzie
Jeffersona - dzielimy wkiady przez kolejne liczby nieparzyste.

Zauwazmy, ze przyblizenie do liczby calkowitej w metodzie Webstera
polega na tym, ze jesli quota danego akcjonariusza jest mniejsza od $redniej
arytmetycznej quoty gornej i quoty dolnej, to przyblizamy ja do quoty dolnej,
a jesli wigksza - to do quoty gérnej. Ale przeciez istnieja inne $rednie. Jesli
zamiast redniej arytmetycznej rozwaza¢ bedziemy $rednig geometryczna, to
otrzymamy metodg Hilla*® (czasami nazywana metodg Huntingtona-Hilla*"),
a jesli $rednia harmoniczng — metodg Deana™.

Mozna rozdziela¢ akcje wedlug zupelnie innego schematu. Najpierw przyj-
mijmy, ze - tak jak w metodzie Jeffersona - kazdy akcjonariusz powinien dosta¢
co najmniej dolng quote. Wowczas te czesci wkltadow, za ktore akcjonariusze
dostali akcje, zostaly juz wykorzystane. Sg jednak jeszcze kolejne akcje do roz-
dzielenia. Przyznawane s3 (po jednej) tym akcjonariuszom, ktérym pozostaty
najwieksze jeszcze nie wykorzystane czesci wkladéw. Ta metoda nosi nazwe

*¢ John Quincy Adams (1767-1848), amerykanski polityk i prawnik, syn prezydenta USA
w latach 1797-1801 Johna Adamsa (1735-1826), w latach 1825-1829 prezydent USA. Metode
nazwang metoda Adamsa zaproponowal w 1790 roku, jednak nigdy nie byta ona stosowana przy
ustalaniu skfadu Izby Reprezentantow.

7 Daniel Webster (1782-1852), amerykanski prawnik i polityk. Metode nazwang metoda
Webstera zaproponowal w 1832 roku.

% André Sainte-Lagué (1882-1950), francuski matematyk. Metode nazywana w Europie
metoda Sainte-Lagué zaproponowal w 1910 roku.

** Joseph Adna Hill (1860-1938), amerykanski statystyk, od 1909 gléwny statystyk United
States Census Bureau (USCB). W latach dwudziestych XX wieku zaproponowat kolejng metode
rozdziatu.

% Edward Vermilye Huntington (1874-1952), amerykanski matematyk, szkolny kolega Hilla.
W latach dwudziestych XX wieku skorygowal metode zaproponowang pierwotnie przez Hilla
i podaljej interpretacje za pomoca $rednich geometrycznych; propozycja Hilla byta sformulowana
inacze;j.

' James Dean (1776-1849), amerykanski astronom i matematyk. Metod¢ nazwang metoda
Deana zaproponowal w 1832 roku.



56 K. Ciesielski

» Thomas Jefferson 18or1809

L R I O O i R T S T ]

Dwa znaczki (przedstawiajace T. Jeffersona i J. Q. Adamsa) z bloku zawierajacego podobizny
pierwszych dziewigciu prezydentow USA, wydanego w USA w 1986 roku

metody Hamiltona®* albo metody najwigkszych reszt. Wtaénie t3 metoda roz-
dzielane byty mandaty w wyborach do Sejmu RP w 1991 roku. Wydawaloby sie,
ze jest ona naturalna, prosta i w miare logiczna. Tymczasem i ona prowadzi
do zaskakujgcych efektéw. Sg z nig zwigzane dwa stynne paradoksy — Alabamy
i Oklahomy.

Wyobrazmy sobie, ze panie Aspazja, Bespazja i Cespazja zlozyly sie i kupily
sobie woreczek z pertami. Aspazja zaplacita 145 ztotych, Bespazja 340 zlotych,
Cespazja 515 zlotych. W woreczku bylto dziesig¢ perel, a panie rozdzielity je
metodg Hamiltona, jak pokazuje ponizsza tabela.

Tabela 4. Przyktad ilustrujacy paradoks Alabamy - czes$¢ pierwsza

Wkiad Quota Dolnaquota Reszta Liczba peret

A 145 1,45 1 0,45 2
B 340 3,40 3 0,40 3
C 515 5,15 5 0,15 5

Po dodaniu dolnych quot wychodzi liczba dziewie¢, najwigksza reszte
miala Aspazja, jej zatem przypadla dziesigta perla. Perly zostaly rozdzielone,

2 Alexander Hamilton (1755 lub 1757-1804), amerykanski polityk, prawnik i ekonomista,
jeden z ojcow zatozycieli Standw Zjednoczonych, twoérca dolara amerykanskiego.
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Banknoty: dwudolarowy i dziesigeciodolarowy z podobiznami Jeffersona i Hamiltona

Bespazja i Cespazja poszly do kuchni zrobi¢ herbate, a Aspazja zaczeta ogladac
woreczek. I znalazla jedenastg perte! Gdyby$smy podzielili perty wedlug uzytej

wczesniej metody, podzial wygladalby tak (teraz wartos¢ perly to % .

Tabela 5. Przyklad ilustrujacy paradoks Alabamy - cz¢$¢ druga

Wkiad Quota Dolnaquota Reszta Liczba peret

A 145 1,59 1 0,59 1
B 340 3,74 3 0,64 4
C 515 5,66 5 0,66 6

Ponownie suma dolnych quot wynosi 9, ale dwie najwi¢ksze reszty to
0,74 10,66, dajace po perle Bespazji i Cespazji. I teraz mozna zada¢ pytanie, co
powinna zrobi¢ Aspazja? Schowac jedenastg perte do kieszeni czy powiedzie¢
kolezankom: ,,stuchajcie, znalaztam kolejng perle, wobec tego obie dostaniecie
po jednej perle wigcej, a ja jedng perte mniej?”

Metoda Hamiltona nie spelnia warunku monotonicznosci akcji.

Opisane zjawisko nazwane zostalo paradoksem Alabamy. Okolo 1880 roku
w Kongresie Stanéw Zjednoczonych zastanawiano si¢ nad tym, czy przy dobo-
rze reprezentacji stanéw w Izbie Reprezentantow stosowaé metod¢ Hamiltona
czy Webstera oraz nad liczebnoscig Izby Reprezentantéw. Charles W. Seaton,
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dyrektor USCB, dokonal symulacji rozdzialu miejsc w obu metodach w przy-
padkach od 275 do 350 czlonkéw Izby Reprezentantéw. Okazalo sie, ze przy
299 miejscach przydzielanych wedtug metody Hamiltona stan Alabama ma
o$miu przedstawicieli, a przy 300 jedynie siedmiu. Zdecydowano si¢ wowczas
na liczbe 325. Metody nie wyznaczono konkretnie, gdyz przy tej liczbie obie
daly te same wyniki.

Podobna sytuacja miata miejsce w 1901 roku. Ponownie ustalano liczbe
miejsc w Izbie Reprezentantéw, dokonujac symulacji wynikéw w metodzie
Hamiltona dla liczb od 350 do 400. Okazalo sig, ze stan Colorado otrzymat-
by trzy miejsca z jednym wyjatkiem - liczby 357. Z kolei stan Maine otrzy-
mywal cztery miejsca w przypadkach: 383-38s5, 387-388, 391-400, w pozosta-
tych zas trzy miejsca. Albert Hopkins z Illinois, czlonek Izby Reprezentan-
tow, ktory zywit zdecydowang nieche¢ do stanu Colorado, zaproponowat sto-
sowanie metody Hamiltona dla wlasnie 357 przedstawicieli. Nie spodobato
si¢ to zdecydowanie przedstawicielom stanu Maine, a John Littlefield repre-
zentujacy Maine wyglosil na posiedzeniu Izby ptomienne przemoéwienie, moé-
wiac: ,niech Bog ma w swej opiece stan Maine, gdy si¢ do niego dobieraja
matematycy’.

Kolej na paradoks Oklahomy. Wyobrazmy sobie, ze do rozdziatu jest dzie-
sie¢ akeji, a wklady to 145, 340, 515 (czyli dokladnie tak samo, jak w przypadku
trzech pan i peret). Wartos¢ jednej akgji to 100. Przydzialy akeji dla akcjona-
riuszy A, B i C to dwa, trzy oraz pi¢c. Okazuje sie teraz, ze pojawia si¢ kolejny
akcjonariusz, wnosi wkiad 260, w zwiazku z czym nalezy rozdzieli¢ trzynascie

akeji. Jak wyglada sytuacja?

Tabela 6. Przyktad ilustrujacy paradoks Oklahomy

Wkiad Quota Dolnaquota Reszta Liczba akcji

A 145 1,496 1 0,496 1
B 340 3,508 3 0,508 4
C 515 5,313 5 0,313 5
D 260 2,682 2 0,682 3

Akcjonariusz D dotozyt wklad w wysokosci 260 i otrzymal, jak si¢ mozna
bylo spodziewa¢, trzy akcje. Zaszlo jednak oryginalne zjawisko: dotaczenie
akcjonariusza D zmienito przydziat akcji u pozostalych; na podstawie dolnych
quot rozdzielono jedenascie akeji, a dwie przyznano — w oparciu o reszty — ak-
cjonariuszom D i B. Dodanie akcjonariusza D spowodowalo strate akeji przez
A izysk dla B. Dlaczego ten paradoks nosi nazwe paradoksu Oklahomy? Ot6z
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w 1907 roku stan Oklahoma zostal wlaczony do USA. Liczba stanéw zwiek-
szyla si¢ do 46, populacja Oklahomy zostala oszacowana na milion, zgodnie
z czym Oklahomie powinno przypada¢ w Izbie Reprezentantéw pie¢ miejsc.
Dokonano nowego podzialu, Oklahomie istotnie przypadto pie¢ miejsc, ale stan
Nowy Jork stracit jedno miejsce na rzecz stanu Maine (znowu Maine!). Wtedy
ostatecznie zrezygnowano z ustalania sktadu Izby Reprezentantéw metoda
Hamiltona.

Dodajmy, Ze najpierw przy podziale miejsc w Izbie Reprezentantéw sto-
sowano metode Jeffersona, potem wymiennie metody Hamiltona i Webstera,
a 0od 1941 roku obowigzuje metoda Hilla*

Te metody rozdzialu nazywane sg czesto proporcjonalnymi. Definicja
proporcjonalnosci podawana jest w szkole. Dla kazdej z takich metod mozna
bez trudu skonstruowa¢ modele, pokazujace, Zze maja one mato wspdlnego
z prawdziwg proporcjonalnoscia.

Podobnie jak w przypadku metod zwycigzcy i metod zakladajacych upo-
rzadkowanie, okazuje si¢, ze dobrej metody rozdzialu nie ma. W 1982 roku
Balinski** i Young™ wykazali fundamentalne twierdzenie o metodach roz-
dziatu.

Twierdzenie (Balinskiego—Younga). Jesli liczba akcjonariuszy jest wigksza niz
trzy, a liczba miejsc wigksza niz szes¢, to nie istnieje metoda rozdziatu spetniajgca
jednoczesnie warunki quoty, monotonicznosci i populacji.

Co ciekawe, zanim Balinski i Young wykazali to twierdzenie, zapropo-
nowali (w 1975 roku) pewna ciekawg metode rozdziatu. Oparta ona bylta na
konstrukcji rekurencyjnej ze wzgledu na liczbe wszystkich akcji do rozdzielenia
i spetniata warunki quoty, monotonicznosci i monotonicznosci akeji.

9. Jeden sposrod wielu

Istotng cechg metody rozdzialu jest, ze przydziela ona akcjonariuszom
identyczne akcje. Jednakze stosowanie jej do rozdzielania mandatéw w parla-
mencie zwigzane jest z jeszcze innymi efektami. Rozwazmy przyklad. Nalezy
rozdysponowac sze$§¢ mandatow.

3 Na rzecz wprowadzenia tej metody bardzo mocno dziatal Huntington, a jednym z argu-
mentow okazalo si¢ wsparcie wybitnych matematykéw, w tym Johna von Neumanna (1903-1957)
i Marstona Morse’a (1892-1977).

% Michel Louis Balinski (1933-2019), francusko-amerykanski matematyk polskiego pocho-
dzenia. Wnuk bakteriologa Ludwika Rajchmana (1881-1965), zalozyciela UNICEE

% Hobart Peyton Young (ur. 1945), amerykanski matematyk i ekonomista.
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Tabela 7. Przyklad ilustrujacy rozdzial mandatéw w metodach gtosowania ,,na listy”
miedzy konkretnych kandydatéw

Gloséw  :1 12 13 14 :5 16

Matematycy 1200 1200 600 400 300 240 200
Politycy 201 201 101

Pie¢ mandatéw przypadnie matematykom, jeden politykom. Miejsca
w parlamencie przypadaja tym kandydatom z danej partii, ktorzy otrzymali
najwiecej gtosow, gdyz wyborca zaznacza na liscie popieranej przez siebie partii
jednego kandydata.

Przyjmijmy, ze glosy wyborcéw wskazujacych na konkretnych kandy-
datow roztozyly sie w miare rowno i w grupie matematykéw Kwadrat dostat
201 glosow, Trojkat, Stozek, Walec, Szedcian po 200, a Iloczyn 199. Podobnie
bylo w grupie Politykéw: Sejmokrata otrzymat 35 gloséw, kolejny Polityk 34,
a pozostali po 33. I w tej sytuacji do Sejmu wejdzie Sejmokrata, Iloczyn za$
nie, cho¢ Iloczyn otrzymal niemal sze$¢ razy wiecej gloséw niz Sejmokrata, ba!
Prawie tyle samo gltosow, co wszyscy Politycy razem!

Glosy jednak rzadko rozkladajg si¢ réwno, zazwyczaj istnieja ,,lokomoty-
wy wyborcze”. Oto zatem kolejny przyklad.

Zatozmy, ze pewnym okregu Matematycy otrzymali cztery mandaty po
otrzymaniu 100 tysiecy gloséw i do Sejmu weszli: Tréjkat (99 995 gtoséw), Reper
(dwa glosy — swoj i Zony), Tensor (dwa glosy - swdj i Zony) oraz Koneksja (jeden
glos — swoj, bo maz glosowat na Tréjkat). A w Sejmie wszystkie glosy sa réwne
i Reper wraz z Tensorem i Koneksja moga przeforsowa¢ Ustawg o wyzszosci
geometrii rézniczkowej nad geometrig elementarng. Nie mowiac juz o tym, ze -
mimo tego, ze weszli do Sejmu dzigki gtosom na Troéjkat — po wyborach moga
przejs¢ z Partii Matematykow do, na przyklad, Partii Fizykow.

Oczywiscie przyklady te sg przerysowane, ale pokazuja pewne zjawisko,
ktoére w praktyce istnieje. Stosowanie metod rozdzialu moze by¢ matematycznie
uzasadnione tylko wtedy, gdy przydzielane obiekty (akcje) sg idealnie takie same.
Postowie na Sejm jednak sa rozni, czasem diametralnie, nawet reprezentujacy te
samg partie... W wyborach do Sejmu w 1993 roku (okregami byly wojewddztwa
wliczbie 49) prawie 150 postéw otrzymalo w wyborach mniej niz 3 tysiace gtosow
(niekiedy znacznie mniej); rekordowy wynik nalezy do parlamentarzysty, ktéry
dostal w wyborach tylko 131 glosow.

Jak wida¢ na podstawie przyktadu z Puchatkiem, Krolikiem itd., to, kto
zostanie wybrany, moze zaleze¢ od przyjetej metody liczenia gtoséw. Jednak
w kazdym z rozwazanych tam przypadkéw zwyci¢zcy mieli catkiem spore po-
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parcie. W okregach jednomandatowych osoby ze znikomym poparciem nie
majg szans na wejscie do parlamentu.

Warto tez wspomnie¢ o aspekcie nie tyle matematycznym czy politycznym,
a psychologiczno-socjologicznym. W wyborach do Sejmu czy rad miasta mozna
przed wyborami przewidzie¢, ile (w przyblizeniu) mandatéw przypadnie danej
partii; w zaleznosci od liczby wszystkich mandatéw w okregu — moze trzy, moze
cztery... A kandydatom oczywiscie zalezy na tym, by mandaty przypadly wia-
$nie im. W okregach jednomandatowych ,walczg” z kandydatami innych partii.
A wwyborach ,,na listy” konkurujg gléwnie z przedstawicielami wtasnej partii...

Nalezy jeszcze doda¢, ze w wyborach do Sejmu RP obowigzuje tzw. prog
5% w skali kraju, co oznacza, ze w podziale mandatéw do Sejmu liczone sg
jedynie glosy oddane na partie, ktore w catym kraju ten prég przekroczyly. To
jeszcze bardziej zaburza proporcjonalno$¢. Jedng z praktycznych konsekwenciji
jest, ze gdyby autor tego artykutu kandydowat samodzielnie do Sejmu i gdyby
wszyscy uprawnieni mieszkancy Krakowa na niego glosowali (oba te zdarzenia
sg dokladnie tak samo prawdopodobne), to i tak — ze wzgledu na prég wybor-
czy — postem by nie zostal.

W matematycznej teorii wyboréw rozwazanych jest wiele zagadnien. W ni-
niejszym tekscie zostaly przedstawione tylko wybrane z nich, mozna powiedzie¢,
ze podstawowe. Kolejne mozna znalez¢ na przyklad w ksigzkach [6,14,16,22,23].
Wiele informacji o réznych metodach wyborczych i innych zagadnieniach z wy-
borami zwigzanymi opisanych jest w ksigzkach [9,12,15,21,24]. O historii badan
Arrowa, a takze pewnych wczesniejszych dokonaniach dotyczacych wyborczej
tematyki, mozna przeczyta¢ w pracy [13].

Stefan Kisielewski’® twierdzil, Ze nie ma pogladéw politycznych, lecz
ekonomiczne. W zakresie opisanej wyzej tematyki mozna te opini¢ przeobrazi¢
na stwierdzenie, ze na problemy wyborcze warto popatrze¢ nie politycznie,
a matematycznie.
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Archimedes: legendy i prawda
(w $wietle zrdédel i zdrowego rozsadku)’

Jesli chodzi o stuchaczy, to dzieto moje, pozbawione basni
wyda sig im moze mniej interesujqgce, lecz wystarczy mi, jesli
uznajq je oni za pozyteczne...

Tukidydes, Wojna Peloponeska 1, 22

1. Wprowadzenie

Legendy o tworcach majg czesto rézny charakter: moga dotyczy¢ ich
osiggnie¢, moga tez odnosic¢ sie do samych zycioryséw. Do pierwszych legend
nalezy na przyktad stworzona przez Piotra Duhema legenda, Ze Nicole (Mikotaj)
Oresme byl prekursorem Mikolaja Kopernika. Ale wyjasnienia tego rodzaju
legend, na ogot, wymagaja daleko idgcego wprowadzenia w osiggniecia nauko-
we osoby omawianej oraz stan nauki w okresie jego dziatalnosci. Dlatego tez
omoéwie w tym referacie legende drugiego typu, a mianowicie legende o Zyciu
i dzialalnosci praktycznej Archimedesa.

W niemal kazdej (ogdlnej) encyklopedii znalez¢ mozna takg mniej wiecej
wzmianke:

" Artykut ten ukazal si¢ w 1996 roku w tomie 76 Zeszytéw Naukowych Politechniki Slg-
skiej, wydanym w nakladzie 153 drukowanych egzemplarzy; tom ten od dawna jest praktycznie
niedostepny. Autor zmarl w 2011 roku; wspomnienie o nim opublikowane jest w tomie 50 (2)
Wiadomosci Matematycznych. Redakcja dzigkuje synowi Krzysztofa Tatarkiewicza, Jakubowi
Tatarkiewiczowi, za zgode na przedruk artykutu w Wiadomosciach Matematycznych.

© 2020 Polskie Towarzystwo Matematyczne
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Archimedes - najwybitniejszy fizyk i matematyk starozytnosci; twdrca
statyki i hydrostatyki; wynalazca techniczny. Zyt i dziatat w Syrakuzach na Sycylii
(287-212 p.n.e.).

W podrecznikach historii - nie tylko historii matematyki, ale i ogoélnej
»historii” - (a takze w obszernych encyklopediach) do tych informacji dodaje sie
zwykle, ze byt kuzynem wtadcow Syrakuz, ze korespondowat z Eratostenesem,
ze w czasie oble¢zenia Syrakuz przez Rzymian wymyslat r6zne wyrafinowane
sposoby, by szkodzi¢ oblegajacym (lustra, ktérymi za pomocg promieni stonecz-
nych podpalal okrety oblegajacych, dzwignie, ktdre te okrety niszczyly, etc.) i -
wreszcie — najbardziej znana historia ,,noli tangere ciculos meos” (,,zechciej nie
rusza¢ moich okregdw”) i $mier¢ Archimedesa.

Wiekszos$¢ tych wiadomosci - jak si¢ okazuje — jest batamutna. Zawsze
uwazalem, ze nie ma co walczy¢ z informacjami encyklopedii i popularnych
podrecznikéw - korzystaja one przeciez z informacji z czwartej czy dalszej
reki. Ale te informacje o Archimedesie powtorzone sg nawet w podstawowej
monografii G. Sartona (patrz [29]). Wprawdzie wszystkie one zaopatrzone sg
klauzulg ,,...is said that..” (,,...mdwi sie, ze..” lub moze raczej ,,...podobno..”),
ale nie jest podane, skad te informacje pochodzg. Dlatego warto moze zaja¢ si¢
blizej prawda i legendg w zyciorysie Archimedesa.

Referat jest utrudniony przez to, ze wprawdzie istnial starozytny zyciorys
Archimedesa (napisany przez jego réwiesnika lub tylko moze mato co mtodsze-
go niz on - niejakiego Herakleidesa), ale niestety zaginat (acz istniat on jeszcze
w VI AD).

2. Data $mierci

Zacznijmy wiec od ram kazdego Zyciorysu, to jest od dat jego urodzenia
i $mierci. Z powodow, ktére pdzniej okazg si¢ oczywiste, zacznijmy ,,0d konca’,
to jest od daty $mierci Archimedesa.

Wszystkie starozytne zrodla sg zgodne, ze Archimedes umart gwattowna
$miercig, ze wowczas byl juz starym cztowiekiem (potwierdza to, miedzy innymi,
Polibiusz), i ze nastgpito to zaraz po (czy niedlugo po) zdobyciu Syrakuz przez
Rzymian, ktérymi dowodzil Marcellus (Marcus Claudius Marcellus). Sek w tym,
ze nie znamy dokladnej daty zdobycia Syrakuz. Po prostu zaginety - w znacznej
czesci — Dzieje Polibiusza. Byly one pisane okoto —150 rokul W calosci ocalaty

! Stosuje zapis ,,z minusem’, przyjmujac rok zerowy, odpowiadajacy 1 a.Ch.n. - daje to
zalezno$¢: —n jest rokiem » + 1 a.Ch.n. Zamiast np. rok 5 AD bedziemy tez pisa¢ +5 lub, po
prostu, 5.
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ksiegi 1-5, z pozostatych, w szczegélnosci z ksiegi 8 opisujacej oblezenie i zdo-
bycie Syrakuz, zostaly si¢ tylko wyciagi-excerpty (patrz [27; 28, str. 370-373,
391-392]).

Wprawdzie odpowiednie ksiegi Liwiusza, to jest ksiegi 24 i 25 (ktéry nota
bene korzystat z dzieta Polibiusza, a przynajmniej dobrze je znal), zachowaly si¢
(patrz [17] lub [19], lub [20, str. 203 do 268]). Byty one jednak pisane dopiero po
roku 0 oraz zawierajga czgsto dos¢ batamutne wiadomosci, ewentualnie wiadomo-
$ci wewnetrznie sprzeczne lub sprzeczne z zachowanymi fragmentami Polibiu-
sza. Nie dostarczaja wiec one bardziej doktadnych danych, ktére umozliwityby
nam lepszg datacje zdobycia Syrakuz. Dlatego tez jedni historycy przyjmuja rok
-210 (211 a.Ch.n.). Przyjmuje tak na przykiad prof. M. Jaczynowska [13, str. 100;
14, str. 97] lub prof. A. Krawczuk [16, str. 103]. Ale inni - szczegolnie dawniejsi —
wierzg, ze nastapilo to juz w roku -211 (= 212 a.Ch.n) - patrz, na przyklad,
H. Dieter, R. Glinter [7, str. 81] lub G. Sarton [29, str. 69], przy czym uwaza on t¢
date za jedyny pewny (!) element ze znanego nam zyciorysu Archimesesa.

Te rozbieznosci wywolywane sa nie tylko niejasnos$cia zrdédel, ale tez
i zawiklang sytuacjg, ktora opisuja. Nie jest bowiem catkiem jasne, jakie godnosci
w tym okresie piastowal Marcellus. Bowiem jako pretor i byly konsul byt - jak sie
zdaje — obdarzony (wbrew prawu) wladzg prokonsularng, po czym, gdy umart
6wczesny konsul-patrycjusz, zostal wybrany konsulem (petnoprawnym, acz
taki konsul byt nazywany ,,suffectus” - zastepczy). Poniewaz w ten sposob obaj
konsulowie byliby plebejuszami (ta galaz rodu Klaudiuszéw byta plebejska),
wiec wybdr ten uniewazniono, lecz sam Marcellus wliczal go sobie do swych
pieciu konsulatéw (patrz [22, kol. 2738-2755]?).

A co na ten temat mowia same zrédta? We wzmiankowanym wyzej dziele
Liwiusza pierwszy szturm Rzymian na Syrakuzy umieszczony jest za konsulatu
Marcellusa, to jest albo w —213 roku albo w okresie marzec —213 — marzec —212.
Ktora z tych dwoch mozliwosci przyjmiemy, zalezy od naszych pogladéw na mo-
ment, w ktorym poczatek rzymskiego roku przeniesiono z 1 marca na 1 stycznia:
w —152 roku czy tez (duzo) wczesniej (patrz, na przyklad, [41, str. 8]). Dla nas,
jak zobaczymy nizej, jest to prawdopodobnie bez wiekszego znaczenia, gdyz
6wczesny poczatek roku nie wplynie na nasze datowanie (w ekstrapolowanych
latach gregorianskich). Ale Polibiusz uwaza, Ze poczatek oblezenia nastapil, gdy
Marcellus byl prokonsulem, a wigc w roku —212 (a moze chodzi tu o preture
z wladzg prokonsularna, to jest o rok —214?). Z réznych powodoéw bardziej jest
prawdopodobne, ze Polibiusz ma racje, a wiec, ze chodzi chyba o rok —212.
Ze wzgledu na to co przedtem i potem w tym wlasnie roku sie wydarzylo

? Dzickuje prof. dr. A. Krawczukowi za zwrdcenie mi uwagi na ten tekst.
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(niezaleznie od tego, ktdry to byl rok), to oblezenie prawdopodobnie zaczglo
si¢ na wiosne.

Wedle Liwiusza oblezenie zblizalo si¢ do konca, gdy z ,,powodu jesiennej
niepogody” (a wiec na jesieni) wybuchta w Syrakuzach zaraza (patrz Dzieje
ks. XXV, ust. 26, [20, str. 260]). Niedlugo po tym, na rodzaju rady wojennej Mar-
cellus stwierdzit, Ze siedzi pod Syrakuzami juz trzeci rok (patrz Dzieje ks. XXV,
31, [20, str. 268]). Ale wielu komentatoréw uwaza, ze tu jest w tekscie blad
i ze mialo by¢, iz siedzi tam (co najmniej) dwa lata. Skoro zaczal on oblezenie
na wiosng (ale nie jest to absolutnie pewne), to moglo to by by¢ tylko albo
ponad 2 1/2 roku albo ponad 31/2 roku (ewentualnie ponad 11/2 lub ponad
21/2 roku). Chociazby ze wzgledu na lepsze przyblizenie 3 lat (ewentualnie
2 lat) bylo to raczej ponad 2 1/2 roku (ewentualnie ponad 11/2 roku). Dzialania
wojenne trwaly po tym jeszcze nieco: kilka tygodni lub pare miesiecy (albo
nawet kilka miesiecy). A wigec oblezenie skonczylo sie na przetomie dwdch
lat (naszych, a moze i éwczesnych rzymskich). Jesli péjdziemy za Polibiuszem,
to koniec oblezenia nastapit na przetlomie —210 oraz —209 roku ewentualnie
rok wczesniej (ale raczej juz w ciaggu —210) lub (co jest mato prawdopodobne)
rok pdzniej. Jezeli bedziemy wierzy¢ Liwiuszowi, to dostaniemy daty o rok
wczesniejsze. Dlatego najprawdopodobniejsza datg jest przetom —210/-209.
Nie mozna jednak wykluczy¢ pomytki o jeszcze jeden caly rok w jedna albo
drugg strone (przetomy —209/-208 oraz —211/-210). Jeszcze wigksza ostrozno$¢
okazaliby$my, nie calkiem wierzac w jesienng zaraze w Syrakuzach. Jesien jest
bowiem w odpowiednim ustepie wspomniana tylko mimochodem - i moze
to by¢ omytkowa wzmianka: w okolicy Syrakuz epidemie malarii szerzyty si¢
najczesciej w lecie. W takim razie nalezatoby przyja¢, ze upadek Syrakuz na-
stapil miedzy potowa —212 a potowa —208 roku - z tym ze lata —212 i —208
sa bardzo mato prawdopodobne. Jest to datacja zblizona do podanej (w obu
wersjach) w podrecznikach i monografiach, niemniej jednak jest ona od nich
mniej kategoryczna.

Whiosek. Koniec zycia Archimedesa nastapit zaraz po upadku Syrakuz, to jest
najprawdopodobniej na przelomie lat —210 oraz —209 - nie mozna jednak wy-
kluczy¢ btedu péttorarocznego lub nawet dwuipdtrocznego.

3. Rok urodzenia

A skad wziela sie data roczna —286 (lub spotykane tez — ostrozniejsze —
datowanie ,,okofo —286 roku”) jako data urodzenia Archimedesa? Zwraca ona
uwage tym, ze jest dziwnie dokladna, gdy tymczasem w praktyce nie znamy
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prawie zadnej dokladnej daty urodzenia z czaséw greckich (i pdzniejszych,
na przyklad z czaséw wczesniejszej republiki rzymskiej). Sq przeciez nawet
watpliwosci co do roku urodzenia samego Juliusza Cezara! Nie chodzi tu tyl-
ko o zaginiecie zrodel, ale tez i o datowanie lat wedlug eponiméw (zaréwno
w Gregji, jak i w Rzymie) - i to réznych eponimoéw w réznych panstwach czy
panstewkach. Na przyklad zatozywszy, ze Juliusz Cezar byt urodzony za IV
konsulatu C. Mariusa (to jest gdy Gajusz Mariusz byl po raz czwarty konsulem)
oraz konsulatu Q. Lutatiusa Catulusa (,,zalozywszy”, gdyz nie mozna wykluczy¢,
ze byt urodzony, gdy konsulem byl po raz VI C. Marius oraz L. Valerius Flaccus),
jak obliczy¢, ile mial lat w roku, gdy konsulami byli L. Aemilius Paullus oraz
C. Claudius Marcellus? Dopiero za pomocg odpowiednich tabel (,,Fasces consu-
lares”) doszliby$my, ze mial wtedy lat 52 (ewentualnie 50). Zreszta mogliby$my
mie¢ jeszcze i inne klopoty - z poczatkiem roku rzymskiego | marca (a wiec
réznego od naszego i do kiedy byl on stosowany?) i z dodawaniem miesiecy
przestepnych (nie zawsze wiadomo, w ktérym roku byly one dodawane).

Ale co si¢ temu dziwi¢: juz nawet po wprowadzeniu naszego sposobu
numerowania lat bardzo dlugo jeszcze nie znano wieku poszczegélnych osob.
I to nawet cztonkéw rodzin panujacych, na przyklad nie znamy wieku ani
Whadystawa Jagielly, ani tez jego licznych kuzynéw. I nie jest to specyfika XIV-
-wiecznej Litwy, ale tez calej Rusi (patrz [40]), a nawet Polski. A jesli chodzi
nie o czlonkéw dynastii, to zjawisko to wystepowalo jeszcze pozniej: ,,...Jeszcze
u schytku XVI wieku $wiadkowie na procesach toczonych na terenie Warszawy
podaja swoj wiek w duzym przyblizeniu..” (patrz [4, str. 21]).

Skad wiec ta nieprawdopodobna dokladnos¢ daty rocznej urodzenia Ar-
chimedesa? Okazuje sig, ze opiera si¢ ona na jednym jedynym tekscie (i to
bardzo podejrzanym), a mianowicie na jednym zdaniu z Chiliad Tzetzesa.

Kim byl 6w Tzetzes? I co to sa Chiliady? Jan Tzetzes byl XII-wiecznym
(urodzonym okoto 1110 — zmarlym po 1180, a moze nawet po 1186 roku) duchow-
nym bizantynskim, zyjacym w Konstantynopolu (patrz na przyktad [23, kol.
1959-2011]). Byt erudytg, gramatykiem (podobno nieztym) i poeta (chyba kiep-
skim). Napisal ksigzke historyczng, zredagowang jako 107 listéw (patrz [32]3).
A nieco pézniej (w latach 1138-1165) jako komentarz do tych ,,listdw” historie
$wiata, tak zwanym ,wierszem politycznym™, ktéra w swej pierwotnej wersji
miata okoto 600 ustepéw. Dopiero pierwszy jej wydawca w druku N. Gerber
w 1546 roku podzielil ja na 14 ksiag, z ktérych kazda (poza ostatnia, ktéra
dopelniaja do mniej wigcej tysigca, pewne dodatki) liczy 1000 wierszy (podzial

* Te pozycje [32] mozna znalezé w Bibliotece im. R. Taubeschlaga Instytutu Papirologii,

Prawa Rzymskiego i Antycznego Uniwersytetu Warszawskiego.
* S3 to 15-zgltoskowce jambiczne.
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ten nie respektuje nawet podziatu ksiegi na owe ustepy). I dlatego nazwal ja
Chiliadami (ytAio1 = chilioi = tysigc). Nazwa ta si¢ przyjela i jako Chiliady dzie-
to cytuje sie do dzi$ (patrz Jurewicz [15, str. 260-263]). Chiliady byly ponadto
wydane w poczatku XVII wieku, w koricu XVIII wieku oraz jako pozycja [33]°
(oparta na dwoch rekopisach monachijskich) w 1826 roku. To ostatnie wydanie
przedrukowano, wzglednie niedawno, fotograficznie. Krytycznego wydania
odpowiadajacego w pelni dzisiejszym wymaganiom - jak si¢ zdaje — brak. Poza
tacinskim (zdaje sig, ze tylko czesciowym) przektadem z poczatku XVII wieku,
ktérego brak w polskich bibliotekach, by¢ moze nie istniejg inne przeklady
Chiliad (w szczego6lnosci na jezyki nowozytne).

Ot6z w jednej z Chiliad (11, 35, 103-108) znajduje sie¢ wzmianka przekaza-
na - w nieco réznych wersjach - przez oba rekopisy monachijskie:

103 Ow Archimedes, medrzec rozumny
Urodzony i mieszkajacy w Syrakuzach, starzec, geometra
Zy! [lat] siedemdziesiat i pie¢, ...
... wiele wynalazkéw zrobit
i wprawiwszy w ruch reka urzadzenie, ha! i krolewski
50 000 [75 000] medymnowy?® ciggnat [ciezki] statek’.

(moje ttumaczenie jest chropowate — chciatem, by byto mozliwie bliskie dostow-
nemu i by umiesci¢ te same stowa w tych samych wierszach co w oryginale;
oba rekopisy podajg rézne wypornosci czy fadownosci statku). Ze wzmianki
tej wynika, ze Archimedes zmarl, majac 75 lat. A wiec, jesli sie zaklada, ze
umarl on w —211 roku, wynika stad, ze urodzil si¢ w roku —286. Bardzo to
jest proste, tylko skad Tzetzes mogl wiedzied, ze zyt on wlasnie 75 lat? Zadne
inne znane nam zrédlo nie zna tego faktu (nie méwiac juz o tym, ze - jak juz
wspomnieli$my - sami zainteresowani na ogdt nie znali doktadnej liczby lat).
Sam Tzetzes skarzy si¢ w swych pamietnikach, ze nie dysponuje ksigzkami,
i ze musi ufac swej (zawodnej) pamieci. Zrobil on - wlasnie z pamieci — skrot

> Ta pozycja [33] znajduje sie w Bibliotece Uniwersytetu Warszawskiego oraz w Bibliotece
Jagiellonskiej — za te ostatnia informacje dziekuje p. dr Alinie Dawidowicz.

% 1medymn (ateiski - byly i inne) = okoto 51,8 litra. Jesliby na serio traktowa¢ dane Tzetzesa,
daje to okolo 2600 (ewentualnie 3900) ton metrycznych lub angielskich wypornosci (wagi
okretu) lub nos$nosci (fadownosci DWT). Raczej nie wchodzitaby tu w gre pojemnos¢ statku 9os
(ewentualnie okoto 1200) BRT lub NRT.

70 Apxiundns o codos, UEXAVETHS €KELVOS,

Tw yever T€ ZVPpAKOVTLIOS NV, YEPWY PEWUETPYS,

Xpovouvs te eflounkovTa KL, TEVTE TAPEARVYWY

Oo1is elpyacato moAdas unyavikas SvvapeLs

Ko tn Tpiomao tw unyavy xeipt Aaia kot povy

[levte [entanmevra] pvpropediuvov kabeitlkvoev odxada.
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Iliady (nazwany ,Iliaca”) i jak dzi$ fatwo mozna sprawdzi¢, w wielu miejscach
poprzekrecal jej tekst. Ponadto w Chiliadach wystepuja ustepy, ktdre, jak dzis
wiemy, $wiadczg o tym, ze Tzetzes sam wymyslat rézne barwne anegdotki,
by nimi ozdobi¢ swoje dzielo. Na przyklad, pierwszy podat (i jak si¢ zdaje
sam wymyslil) historie o zebraniu przez Belizariusza po jego upadku (,,...data
obolii Belisarii...”). Historyjka ta zupelnie nie pasuje do znanych nam i dobrze
zrodlowo potwierdzonych faktéw. Jeszcze gorzej jest z jego Scholiami do jego
wlasnych Chiliad. Maja one dostarczy¢ poprawki do tych ostatnich (a takze by¢
ich uzupelnieniami). Tymczasem nie tylko wcale nie poprawiajg wigkszosci
usterek, ale i w nich samych roi si¢ od btedow.

Najprawdopodobniej Tzetzes wiedzial, ze wedtug starozytnych Archi-
medes zyl dlugo (chociazby ze wspomnianej wyzej wzmianki u Polibiusza)
i sam ,,dorobit” pasujgcag mu okragta liczbe ,,75” lat. Byl, jak wszyscy znawcy
podkreslaja, niezlym gramatykiem, ale bardzo poslednim poeta — po prostu
wsadzil w wiersz to co mu dawalo dobry (wzglednie) rytm wiersza. Zauwazmy
zreszta, ze po grecku ,,i” (,ka1”) jest konieczne, gdy w liczbie podaje si¢ cyfry od
odpowiadajacej najmniejszym jednostkom, natomiast rzadko sie ten spojnik sto-
suje (acz nie jest to bledem jezykowym), gdy sie cyfry podaje od odpowiadajacej
najwiekszym jednostkom (tu dziesigtkom) - tak jak w tym tekscie zrobil Tzetzes
(poréwnaj - na przyklad - niemieckie zweihundert sieben und dreizig). Widzimy
zreszty, ze Tzetzes w jednym zdaniu podaje zaréwno wiek Archimedesa, jak
ilegendarna (?) historyjke o $ciggnieciu przez niego w pojedynke za pomoca
jakiejs ,maszyny” (wielokrazka lub $ruby, dZzwignia nie wchodzi tu w rachube)
ciezkiego statku z brzegu na wode¢ (normalnie robilo to kilkudziesieciu (czy
nawet wigcej) ludzi). Nie musimy wiec tej liczby ,,75” bra¢ na serio, szczegdlnie ze
w jednym z rekopiséw wystepuje ona (omytkowo?) po raz drugi (acz za drugim
razem jest inaczej zapisana) jako pojemnos¢ czy wypornos¢ okretu. Tego typu
bledy daja si¢ dobrze przesledzi¢ w setkach sredniowiecznych rekopiséw Pisma
Sw. (patrz, na przyktad, [1, str. 869]).

W naszych zrédlach Archimedes w chwili $mierci okreslany jest jako
»presbiteros” = starszy, stary. Ale nie mozna stad wyciggna¢ wniosku, jaki wy-
ciagaja niektdrzy, ze mial wtedy co najmniej 7o lat, a wigc, zZe urodzony byl
przed —280 rokiem. W starozytnosci ludzie zyli przecigtnie znacznie krocej niz
teraz. Pozny (a nawet starczy) wiek w Gregji hellenistycznej III w a.Ch.n. mégt
oznaczac i wiek 50 lat (a nawet mniejszy). Ale mogl oznaczac tez 8o czy tez
nawet 9o lat. Wedlug starozytnych w chwili zdobycia Syrakuz przez Rzymian
Archimedes byl w pelni sit fizycznych i umyslowych. A wiec raczej nie miat
jeszcze 80 lat zycia. Znaczyloby to, Ze byt urodzony gdzies miedzy —290 a —260
rokiem. Ale nie mozna wykluczy¢ jeszcze nieco szerszych granic.
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A czy nie znamy jakichs faktow z zycia Archimedesa, ktére by pozwoli-
ly na ich zawezenie? Z nie najlepiej Zrédtowo potwierdzonych faktéw: iz byt
kuzynem dtugowiecznego kréla Hierona II (lub jego syna Gelona II) — wiado-
mo$¢ podana przez Plutarcha, oraz, ze jego ojcem byl astronom Fidiasz (nie
myli¢ ze 150 lat wczesniejszym rzezbiarzem!) - wiadomos¢ oparta na pewnej
poprawce (m.in. opowiada si¢ za nig Pawet Tannery) do istniejacych rekopisow —
nie wynika nic. A stad, ze cytowal Euklidesa i przynajmniej korespondowat
z Eratostenesem (a nawet moze mial z nim osobiste kontakty w Aleksandrii —
jak to podaje dzialajacy koto roku o Diodor z Sycylii - patrz [10; 37,3]) wynikaja
tylko pewne ramy dla tych dwoch ostatnich uczonych (nie znamy bowiem ich
zyciorysow).

Whiosek. O roku urodzenia Archimedesa trudno jest chyba powiedzie¢ co$
wiecej niz to, ze byl urodzony w pierwszej potowie III wieku a.Ch.n., raczej
blizej srodka tej potowy niz jej krancow.

4. Zdobycie Syrakuz

Nim oméwimy udzial Archimedesa w obronie Syrakuz oraz okolicznosci
jego $mierci, musimy najpierw krdtko opisa¢ przebieg oblezenia Syrakuz. Jego
opisy sa na ogol — niestusznie — pomijane przy omawianiu zyciorysu Archime-
desa.

Syrakuzy zostaty zalozone przez Koryntyjczykéw na blokujacej duza za-
toke wysepce Ortygii, to jest ,Wyspie Przepiorek” juz (podobno) w roku —733.
Pézniej miasto objeto swym zasiegiem obszary na péinoc od wysepki, a mia-
nowicie wschodnig cze$¢ duzego plaskowyzu. Czes¢ t¢ nazywano Achrading.
Zaréwno Ortygie, jak i Achradine otoczono murami. Natomiast jeszcze bardziej
na poinoc, nad zatoka Trogillos wybudowano pare fortéw. Z nich najpotez-
niejszy byt port Hexapylon (,,SzeSciowiezowy”) — panowal on nad owa zatoka
Trogillos, ale jego dokladna lokalizacja nie jest obecnie znana.

W czasie wojny peloponeskiej Atenczycy oblegali Syrakuzy (w latach —413
i —412). Udalo sie im zaja¢ wzgorze Epipolae, ktére Iaczyto wzmiankowany
plaskowyz ze wzgdrzami lezacymi bardziej w gtebi ladu. Opisuje to dokladnie
Tukidydes w swej Wojnie Peloponeskiej (ksiega VI, ust. 65-104, patrz [30] lub
[31, str. 400-426]).

Atenczycy nie zdobyli w koncu Syrakuz. Tak samo pare lat pozniej odeszli
(nie uzyskawszy zadnego sukcesu) od nich Kartaginczycy, a nawet w —263 roku
Rzymianie (po raz pierwszy). Poniewaz jednak bano si¢ dalszych atakow, wiec
na przefomie V i IV wieku a.Ch.n. caly ptaskowyz otoczono murami, w sktad
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ktorych wszedt Hexapylon (pelnit on tez funkcj¢ jednej z bram miejskich), a na
waskim dojsciu do Epipoli zbudowano w murach fort Euryleos. Dzi$ stanowi
on najwieksza zachowana budowle obronng starozytnosci. By¢ moze byl i nig
w tamtych czasach.

W czasie II wojny punickiej (od —217 do —200), a w szczegdlnosci po
bitwie pod Kannami (w -215) cala Italia byla wciggnieta w zmagania Rzymu
i Kartaginy. I tak w Syrakuzach w ciagu ostatnich paru lat przed ich zdobyciem
byly az dwie rewolucje powodujace catkowite zmiany wladz. A takze zmiany
orientacji politycznej wladz miasta. Pierwsza — prokartaginska na prorzymska,
a druga na odwro6t. Przy okazji wymordowano calg rodzine dawnych wladcow
(jesli Archimedes byl rzeczywiscie kuzynem krola Gelona, to jako$ mu to uszlo
»ha sucho”).

W pewnym momencie do Syrakuz wtargneto 2000 antyrzymskich uchodz-
céw. W odpowiedzi na to, w roku —213 lub -212 (prawdopodobnie na wio-
sne) —jak juz pisaliémy - Rzymianie podeszli pod Syrakuzy. Jesli mamy wie-
rzy¢ Polibiuszowi (Dzieje fragmenty ks. VIII, ustepy 5-9, patrz [27] lub [28,
str. 370-373]), a takze i Liwiuszowi (patrz Ab Urbe condita = Dzieje, ksigga
XXIV ustepy 33 i34, [17] lub [19], lub [20, str. 213 i 214]), to chcieli oni mia-
sto wzigé nieomal z marszu - $cisle rzecz biorgc, po kilku (pieciu) dniach
przygotowan. Poniewaz na najlatwiejszej (terenowo) drodze do miasta Eu-
ryleos byl zbyt potezna przeszkods, wiec flota rzymska miata atakowaé od
morza (od zachodu) mury Achradiny, za$ wojsko ladowe fort Hexapylon (od
pdtnocy) od strony zatoki Trogillos. Oba te zamierzenia nie udaly sie. Nie-
powodzenia zrzucono na jakie$ wynalazki Archimedesa (patrz punkty nr 8
inrog).

Rozpoczelo sie diugie i nudne oblezenie. Wojska rzymskie czasem czeécio-
wo odchodzity od miasta, by walczy¢ z jakimis oddziatami idgcymi Syrakuzom
na odsiecz. Flota rzymska zas nie zawsze panowala nad podejsciami morskimi,
tak ze tg droga czesto docieralo do Syrakuz zaopatrzenie. Nie pomogly tez
proby wywotlania przez szpiegdw nowej rewolty w miescie. Marcellus - jak juz
pisalismy - stwierdzil, Ze siedzi juz trzeci rok pod miastem (raczej ponad 2 1/2
roku lub o rok mniej lub wiecej).

Tymczasem w miescie zaczelo by¢ glodnawo, i jak juz wiemy - podobno
dzieki jesiennej (?) niepogodzie — wybuchla zaraza, ktéra ostabita obroncow.
Wreszcie Rzymianie dowiedzieli si¢ od szpiegdw, ze po kilkudniowym $wiecie
Artemidy obroncy, ktérzy mieli mato co do jedzenia, ale duzo wina do picia,
sq pijani i $pigcy, a wiec zmniejszyla si¢ uwaga posterunkow. Postanowiono
wiec ruszy¢ do nowego szturmu. Szturmujacy ruszyli od zatoki Trogillos (patrz
Liwiusz Dzieje XXV, 24-31, [19; 20, str. 258 i nastepne]), przekroczyli niski w tym
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miejscu mur, zdobyli od tytu Hexapylon i mieli w swym reku dzielnice Tyche
i Neapolis, a po paru dniach i Epipolae.

Dopiero po pewnym czasie (po kilku dniach czy tygodniach, a moze do-
piero po paru miesigcach) zdotano sforsowa¢ mur Achradiny. Walki toczyly sie
jednak dalej. Po jakich$ - niezbyt jasno opisanych - pertraktacjach ostatecznie
opor ustal i miasto poddano rabunkowi. Z tym ze przy domach zwolennikow
Rzymu (najczgsciej byli oni sami, juz — w charakterze uciekinieréw — obecni
w obozie Rzymian, a wiec byli po prostu zdrajcami) ustawiono posterunki
wojskowe, ktore mialy chroni¢ te domy przed rabunkiem.

A jak postepowali Rzymianie po zdobyciu miast — szczegdlnie takich,
ktore ich zdaniem dopuscity si¢ zdrady? Na przyklad wczesniej dowodca spod
Syrakuz, znany nam juz M. Claudius Marcellus, nakazat w —215 roku egzekucje
70 przywodcéw miasta Noli (patrz Liwiusz [18, XXIII, 17] lub [20]). Tenze sam
Marecellus kazat (koto roku —213) po zdobyciu Leontinoj wychlostaé, a po tym
pozbawi¢ zycia 2000 uciekinieréw (ktérych uwazal za zdrajcéw).

Wspomnijmy jeszcze o tym, co si¢ zdarzylo nieco pdzniej niz zdobycie
Syrakuz. A mianowicie w rok po ich zdobyciu (a wiec w roku -210 lub —209)
Rzymianie zdobyli Kapue (popierajaca Kartagine) i po jej zdobyciu wymordowa-
li prawie calg elite (a resztke wygnali). Opisuje to dokladnie i cynicznie Liwiusz
w Dziejach (ksiega XXVI, ust. 12, patrz [17] lub [18], lub [20, str. 293 i nastepne]).
Zauwazmy zreszty, ze fakt pozniejszego zdobycia Kapui niz Syrakuz wynika
tylko implicite ze Zrddel starozytnych, ale nie jest w nich przekazany w sposéb
wyrazny.

I tak tuz przed upadkiem miasta kapuanskie ,wazne figury” zebraly sie
na uczte. Po niej ,,okolo” 27 0séb zazyto trucizng. Po zdobyciu miasta kilku-
dziesieciu ,,prominentdw”, ktérzy nie popelnili samobdjstwa, Rzymianie okrut-
nie biczowali, aby — w konicu — zamordowac¢. Podobny bezlitosny los spotkal —
nieco podzniej - az kilkuset nieco mniej waznych obywateli kapuanskich. Dla-
czego ci ludzie decydowali si¢ na samobdjstwo? Prawdopodobnie w oparciu
o precedensy musieli dobrze wiedzie¢ o losie, ktdry ich czeka. Jezeli zdoby-
cie Kapui nastapilo pézniej niz zdobycie Syrakuz, to takim precedensem mo-
glo by¢ i ich zdobycie. Gdyby byta odwrotna kolejnos¢, to zachowanie Rzy-
mian w Kapui wskazywaloby i tak na ich okrutne zwyczaje. Zauwazmy, ze
Rzymianie uwazali oblezenie (a p6zniej rabunek) Syrakuz tez za kare za zdra-
de: za taka bowiem uwazali wzmiankowane przyjecie antyrzymskich uchodz-
cOw i zmiane orientacji na antyrzymska. Dlaczego wiec Liwiusz opisuje do-
kfadnie zachowanie si¢ Rzymian w Kapui, a w Syrakuzach opuszcza ich okru-
cienstwa? Po pierwsze, nie wiemy, jakie mial zrodta (pisat przeciez przeszto
200 lat po owych zdarzeniach). Po drugie Syrakuzy byly miastem greckim,
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a Kapua nie, za§ Rzymianie w czasach Liwiusza lubili si¢ przedstawia¢ jako
wielbiciele i przyjaciele Grekéw. Co gorzej, Kapua wprawdzie byta tylko mia-
stem Italikow, lecz juz ponad sto lat jej obywatele mieli obywatelstwo rzymskie
(wprawdzie ,,sine sufragio” = bez prawa glosu i nie zawsze w czasie réznych
wojen stali po stronie Rzymu), tak ze Liwiusz mégt o nich jako o zdrajcach
pisac zle.

WyczerpalisSmy tutaj wlasciwie wszystkie zrodla starozytne. Wprawdzie
Dion w swej Historii rzymskiej (fragmenty ksiegi XV, patrz Historia Romana
[8] lub [9, str. 58]) co$ niejasno méwi o tym, ze ,,potem Marcellus sttumit
podejrzliwos¢, jaka zywil wzgledem Nolanczykow” oraz ze w jakim$§ momen-
cie obawiat si¢ buntu Syrakuzanczykoéw, ale z tych szczatkowych informacji
nie da sie wyciggna¢ zadnych wnioskéw. A nawet gdyby sie dalo, to i tak nie
mialyby one zZadnego znaczenia, gdyz Dion (koto 163-235 roku) swa Historig
pisal w pierwszej ¢wierci III wieku AD, to jest przeszlo 400 lat po opisywanych
wypadkach.

5. Okolicznosci $mierci - wedle starozytnych

Opisy $mierci Archimedesa sg bardzo rozpowszechnione - i to nie tylko
w popularnej literaturze. Zachowato si¢ nawet kilka mozaik starozytnych moze
te $mier¢ przedstawiajacych: nad jakims siedzacym starcem (Archimedesem?)
stoi z obnazonym mieczem okrutny zolnierz rzymski. Ale najbardziej znana
mozaika (reprodukowana - na przyklad u Bartela Leeanderta van der Waerdena
(patrz [38, wkiadka 24], lub [39, str. 350]) lub u Franza Wintera (patrz [42]) jest
prawdopodobnie renesansowym, powiedzmy, falsyfikatem (kopia?) zrobionym
w szkole Rafaela. Na tej mozaice zolnierz ma zupelnie fantazyjng zbroje (ale taka,
jaka uwazano za rzymska w XVI wieku), natomiast przed siedzacym starcem
na stoliku stoi skrzynka z piaskiem: liczydlo lub abak, ewentualnie urzadzenie
do robienia rysunkdéw.

Wszystkie spotykane opisy (i ewentualnie ilustracje do nich) majg jednak
bardzo stabe potwierdzenie w znanym nam materiale Zrédlowym. Zobaczymy,
co wchodzi w jego sktad.

Jesli u Polibiusza byta opisana $mier¢ Archimedesa, to musiata by¢ opisana
w tej czesci ksiegi 8, ktdrej akurat brak.

Liwiusz (T. Livius: Dzieje, XXV, 31 — patrz [17] lub [19], lub [20, str. 268];
ksigzka byla ukonczona w roku +9) opisuje do$¢ lakonicznie, jaki batagan
panowal w Syrakuzach po ich zdobyciu przez Rzymian - wydaje si¢, Ze byto
wtedy wiele gwaltow i rozbojow: ,Wiele tam bylo brzydkich przyktadoéw gniewu,
wiele chciwosci”. Po czym o Archimedesie pisze krétko, ze ,,ab ignaro milite,
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quis esset, interfectum” (,,zostat zabity przez nieoswieconego zolnierza”). Caty
ustep robi wrazenie, jakby jego autor wolat co$ przemilczec.

Plutarch z Cheronei (piszacy na przetomie I i II wieku, a wigc mniej
wiecej sto lat po Liwiuszu, a trzysta lat po zdobyciu miasta) napisal — bardzo
hagiograficzny w swej wymowie — zyciorys zdobywcy Syrakuz Marcellusa (Mar-
cellus, 29), dodajac mu za pare Pelopidasa. W tym Zyciorysie podane s3 az
trzy wersje $mierci Archimedesa. Gdy po trzyletnim oblezeniu Rzymianie na-
reszcie zdobyli Syrakuzy (patrz punkt nr 4), to — wedle Plutarcha (patrz [24]
lub [25], lub [26, str. 276 i nast.] — brak nowszego polskiego ttumaczenia tego
zyciorysu; istnieje tylko XVIII-wieczna parafraza Ignacego Krasickiego) - zadni
zemsty zolnierze chcieli urzadzi¢ rzez mieszkancéw, a samo miasto zburzy¢.
Marcellus wprawdzie zakazal zabija¢, bra¢ do niewoli i gwalci¢ wolnych oby-
wateli, ale jednak pozwolil na (3-dniowy) rabunek. To znaczy, ze wolno bylo
nie tylko obrabowywa¢ wszystkich (wolnych i niewolnych), ale tez wolno byto
bra¢ do niewoli i gwalci¢ niewolnikéw (wolno byto tez zabija¢ niewolnikow, ale
to nie wchodzito z zasady w gre — zywy niewolnik byt przeciez zbyt cennym
tupem).

W kazdej z tych trzech wersji Archimedesa znalazl rzymski legionista, i

— albo Archimedes prosit zolnierza, by poczekal, az on skonczy dowod

(zwigzek z rzekomym roztargnieniem Archimedesa - patrz punkty nr 8

i10), a zolnierz nie chcial nan zaczekaé,

— albo po prostu Archimedes nie chcial pdjs¢ (rzekomo do Marcellusa)

z zolnierzem,

— albo wreszcie Archimedes zostal w celach rabunkowych zabity, gdy nidst
swe cenne instrumenty astronomiczne w darze dla Marcellusa.

Podana przez B.L. van der Waerdena wiadomo$¢ (patrz [38] lub [39,
str. 351]) jakoby Marcellus miat wyda¢ rozkaz indywidualnego oszczedzenia
zycia Archimedesa (i przyprowadzenia go do siebie) nie ma pokrycia w Zré-
dlach starozytnych - chyba ze uznamy, iz wynika to implicite z drugiej wersji
Plutarcha.

We wszystkich tych wersjach nie s3 powtérzone ewentualne wymiany
zdan miedzy zolnierzem a Archimedesem. Obecnie znana wszystkim - tacinska
wersja o okregach (,,noli tangere circulos meos” - ,,zechciej nie rusza¢ moich
okregéw”) — jest jeszcze znacznie pozniejsza. Jej pierwowzor zostal zanotowany
po raz pierwszy dopiero przez znanego nam juz Tzetzesa, a wigc gdzie$ koto
roku 1150! I to w formie (Chiliady, 11, 35, 140 — w [3, str. XVIII], podane jest
blednie 135) -, Amoo 101, w avpome, Tov Staypapuatos pov” =, Aposthe-
di, o antrope, tou diagrammatos mou” - ,,Zejdz, o cztowieku, z mego rysunku”.
Ciekawa rzeczg jest, Ze nieco wyzej Tzetzes uzyl w odniesieniu do $mierci
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Archimedesa stowa, ktore mogto oznacza¢ zaréwno ,,$mier¢”, jak i ,zabicie’, ale
tez byto eufemizmem na okreslenie egzekucji... Wersja Tzetzesa zostata powto-
rzona — w wersji nieco dtuzszej (,0odejdz ode mnie i od mego rysunku”) - przez
pdzniejszego o kilkanascie lat Jana Zonarasa (Annales IX, 5, patrz [43] lub [44]),
tez — oczywiscie po grecku (nb. uwaza si¢, ze Zonaras doktadniej powtarza swe
zrodla niz Tzetzes; nie oznacza to jednak, ze jego zrédla byly lepsze). Warto przy
okazji zauwazy¢, ze dopiero Valerius Maximus (patrz [34, VIIL, 7, 7]) w I wieku
AD sugeruje istnienie rysunku na ziemi.

Nie spotkalem si¢ z informacja, kiedy powstala znana nam powszechnie
tacinska wersja ,,noli tangere circulos meos”. Prawdopodobnie jest to produkt
renesansu, a wiec XVI (a moze nawet jeszcze pdzniejszego) wieku.

Zauwazmy przy okazji, ze Archimedes na pewno nie znal taciny - bo skad
by Grek z Sycylii w III a.Ch.n. zainteresowal si¢ jezykiem jednego z matych,
barbarzynskich panstewek ze srodkowej Italii? Faktu tego nie zmienia szybkie
ro$niecie tego panstewka w ciggu zycia Archimedesa. Réwnocze$nie rzymski
legionista, a wigc raczej chlop ze srodkowej Italii — prawie na pewno - nie znal
greki.

Pierwsze dwie wersje Plutarcha tez moglyby sugerowa¢ klopoty jezykowe
jej bohaterow. Druga jest wewnetrznie sprzeczna: jaki zotnierz (i to, na ogét
bardzo zdyscyplinowany, rzymski zolnierz!) o$mielitby si¢ — nawet w chwili
zlosci - zabi¢ kogo$, kogo miat Zywcem przyprowadzi¢? A ponadto wszystkie
trzy sg sprzeczne z podanym uprzednio zakazem zabijania oséb wolnych (ktory
zresztg chyba nie byl zbyt skrupulatnie przestrzegany). Uderzajaca jest rze-
cz3, ze wielu autoréw wierzy bez zastrzezen Plutarchowi (patrz — na przyklad -
T. Heath we wstepie do [3, str. XVII i XVIII], B. L. van der Waerden [38] lub [39],
ewentualnie [12]). By¢ moze jest to wywolane sentymentem do doskonalego
pod wzgledem literackim Plutarcha, ktéry ponadto dostarczal wielu tekstow do
nauki greki (w czasach, gdy jeszcze uczono tego jezyka w szkolach).

Zrédta nie przekazaly nam informacji, w jakiej dzielnicy Syrakuz i w czasie
jakiej fazy ich zdobywania Archimedes stracit zycie.

6. Okolicznosci $mierci - co bylo naprawde

Wedle zwyczajoéw rzymskich zdobyte miasto wydawano zazwyczaj na
jedno- lub trzydniowy rabunek. W zasadzie mieszkancéw wtedy nie mordo-
wano, ale rabujacy byli zdenerwowani, bali si¢ pulapek (a przeciez rzeczy war-
tosciowe byly w takiej sytuacji chowane gdzie§ w najdalszych zakamarkach
domoéw), wiec w razie jakiej$ niezbyt jasnej sytuacji zabijano kazda podejrzanie
zachowujacg si¢ osobe — szczegolnie ze nie byto sie za to, w zasadzie (mimo
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zakazéw), karanym. Zabijano tez brutalnie przy kazdej probie ratowania kobiet
od gwaltow. Tego rodzaju sytuacje w ciagu ostatnich 200 czy 300 lat w Euro-
pie zdarzaly sie juz tylko raczej sporadycznie (na przyklad w Saragossie po
jej zdobyciu przez Francuzoéw i... Polakéw w styczniu i lutym 1809 roku). Ale
ostatnio mozna je byto zobaczy¢ w calej okazalosci 50 lat temu w zewnetrz-
nych dzielnicach Warszawy w czasie Powstania Warszawskiego (szczegolnie
w pierwszej jego potowie), gdy ,,czubarycy” mogli rabowa¢ mieszkania. Ale
byli oni w bardziej komfortowej sytuacji niz Rzymianie, mieli bowiem zawsze
przy sobie bron palng krétka (pistolety, pepesze), ktdrej mozna byto uzy¢ takze
w ciasnym pomieszczeniu, tymczasem rzymski legionista ze swym mieczem
(»gladius”, widczni ,,pilum” na pewno nie brat z sobg na rabunek - nie wiem, jak
byto ze zbrojg, chyba tez jej nie brat z sobg) byl wlasciwie zupelnie bezbronny
w ciasnych i ciemnych zakamarkach domoéw (szczegodlnie jesli byt sam — a na
ogol rabowano samotnie).

Trzeba pamigtad, ze rabunek zdobytego miasta byl uregulowany w armii
rzymskiej bardzo dokladnymi przepisami (dzi$ powiedzieliby$my: regulamina-
mi) i 20% lub 25% warto$ci zrabowanego mienia szto dla rabujacego, reszta dla
panstwa. Te reszte sprzedawano w czasie swego rodzaju aukcji. Oczywiste jest,
ze przy okazji rabunku wiele débr ulegalo zniszczeniu. Warto tu przypomnie¢
przejmujacy opis Polibiusza niszczenia przez rzymskich zolnierzy cennego
obrazu w Koryncie (Dzieje ksiega XXXIX, ust. 13, patrz [27] lub [28]).

Archimedes mogt wiec zgina¢ przy obronie swego mienia (mogly nim by¢
wlasnie przyrzady naukowe, robione wtedy wylacznie z fatwiejszych wowczas
do precyzyjnej obrobki szlachetnych metali, czy ksigzki) lub swych kobiet (corki,
wnuczki, moze zony, niewolnicy czy niewolnic). Powstaje pytanie - jesli wedle
Plutarcha (patrz jak wyzej [24] lub [25], lub [26]) Marcellus tak bardzo chcial
ochroni¢ Archimedesa (a przynajmniej jego zycie), to dlaczego nie postawil
przed jego domem posterunku wojskowego (tak jak to zrobit z domami, ktére
chcial ochroni¢ przed rabunkiem)?

Ale istnieje jeszcze inna, mniej korzystna dla Rzymian, mozliwo$¢ prze-
biegu wypadkéw. U Tukidydesa po kazdym opisie zdobycia miasta mozna
przeczytac ,,...wszystkich mezczyzn zabili, a kobiety i dzieci sprzedali w niewo-
le..”. Rzymianie zazwyczaj nie robili ogélnej rzezi w miastach, ktore zamierzali
przytaczy¢ do swego panstwa. Po prostu cenili sobie zycie ludnosci, ktora odtad
miala na nich pracowa¢. Ale to nie zmienialo faktu ich okrucienstwa.

W czasie II wojny punickiej bylo kilka przewrotéw w Syrakuzach. Nie wie-
my, jaka role w nich odgrywat Archimedes. Jezeli byl rzeczywiscie kuzynem (czy
chocby przyjacielem) wczesniejszych wladcow Syrakuz (ktérzy byli sojusznika-
mi Rzymu - nie zawsze zresztg pewnymi), to moze raczej nalezat do stronnictwa
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filorzymskiego. Ale to by i tak nie musialo wykluczy¢ faktu, ze ostatecznie zostat
(moze mimo woli?) jednym z dzialaczy stronnictwa prokartaginskiego, a wigc
antyrzymskiego? Brak nam tu zupelnie danych zrodtowych.

Czy w Syrakuzach - tak jak w Kapui - nie urzadzili Rzymianie egzekucji
calej elity? A przynajmniej tej jej czesci, ktdra nie zbiegta do Rzymian? Z punktu
zachowanych do dnia dzisiejszego zrodet nic nie stoi na przeszkodzie przyjeciu,
ze w Syrakuzach wymordowano elite miasta, a wéréd niej zamordowano tez
i Archimedesa. Na odwrot, sa zanotowane (cytowane i nie cytowane wyzej)
precedensy takich egzekucji. Mysle, ze swiadome zamordowanie Archimedesa
w czasie egzekucji jest co najmniej bardzo prawdopodobne. Jesli tak byto, to
fatwo mozna si¢ domysli¢, jak Rzymianom pdzniej zalezalo na ukryciu tego
faktu...

W starozytnosci im kto byl postawiony wyzej, tym byl bardziej nara-
zony. To dopiero w $redniowieczu, im kto byl mozniejszy, tym mial wieksza
szanse na przezycie niewoli — po prostu dawal gwarancje zaplacenia za siebie
wiekszego okupu. Wystarczy na przyklad przytoczy¢ chocby Jana Froissarta
Kroniki (patrz [11]), a w szczego6lnosci histori¢ jencéw wzietych do niewoli
w czasie bitwy pod Aljubarrota (14. VIIL 1385 — Froissart byl jej naocznym
$wiadkiem).

My stosowanie ,etosu rycerskiego” (ktéry nakazywat obchodzi¢ sie wstrze-
miezliwie z wzigtymi do niewoli przywddcami i ktdry, przynajmniej poczatko-
wo - jak widzieliémy - nie miat wcale najszlachetniejszych motywacji...) uwaza-
my na ogol za rzecz oczywista. Niemniej jednak odejécia od niego notowano
iw XX wieku AD. Na przyklad Niemcy po zdobyciu Warszawy we wrzesniu 1939
wprawdzie jej nie rabowali (przynajmniej oficjalnie), ale chcieli wyaresztowaé
pozostala w niej reszte elity wltadzy. W ten sposdb zginat prezydent Warszawy
Stefan Starzynski. Wspomnie¢ tu nalezy tez wymordowanie przez Niemcow
profesorow wyzszych szkot we Lwowie w lipcu 1941. Z kolei Sowieci w marcu
1945 roku chcieli wyaresztowac¢ elite wladzy — nazwijmy ja — akowska. I uda-
to si¢ im to w Milanéwku, gdy 16 0séb uwierzyto w stowo honoru generata
sowieckiego Sierowa (Iwanowa)® A czym innym jak nie odejsciem od etosu

8 Malo znanym faktem — nawet w kregach matematykéw - jest, ze 0sob zaproszonych przez
Sierowa bylo siedemnascie. Siedemnasta mial by¢ dwczesny docent Uniwersytetu Warszawskiego,
logik Bolestaw Sobocinski (zmarly w 1977 roku w South Bend jako emerytowany profesor Uni-
versity of Notre-Dame). Mimo Ze uchodzil za niezyciowego ekscentryka (ta cecha przypisywana
byta tez Archimedesowi - patrz nizej nr 8 i 10), byt jedynym, kt6ry na stowo honoru generata
Sierowa nie dat si¢ nabra¢ (zaobserwowal obstawienie Milanéwka sowieckimi oddzialami).
I nawet obecnie zdarzajace si¢ wypowiedzi majace uzasadni¢ koniecznos¢ ,wpakowania si¢”
w sowiecka pulapke nie moga usprawiedliwi¢ naiwnego sposobu myslenia pozostalych szesnastu
przywédcow.



78 K. Tatarkiewicz

rycerskiego byt proces norymberski (abstrahuje tu od oceny rzeczywistej winy
jego podsadnych)?

Whiosek. Archimedes zginat albo mniej wiecej przypadkowo w czasie rabunku
Syrakuz po zdobyciu ich przez Rzymian, albo - co jest prawdopodobniejsze —
nastapila jego swiadoma egzekucja zarzadzona przez dowodztwo rzymskiej
armii.

7. Grob

Wedlug Liwiusza (Dzieje, XXV, 31, patrz [17] lub [19], lub [20, str. 268])
pogrzeb Archimedesa mial rzekomo urzadzi¢ wlasnie Marcellus. Ale moze to
by¢ po prostu usprawiedliwiajaca Marcellusa wersja wydarzen (Liwiusz pisat
swoje dzieto mniej wiecej 200 lat po zdobyciu Syrakuz). A nawet jesli by to byto
prawda, to mdgl on najpierw zarzadzi¢ egzekucje Archimedesa, a potem zostac
przekonanym przez lepszych niz on znawcédw kultury greckiej o koniecznosci
pewnego zados¢uczynienia, ktdre by si¢ nalezato skazancowi, a raczej - jak pisze
Liwiusz - jego bliskim. Osobiscie mysle, ze raczej byta to usprawiedliwiajaca
Rzymian (i Marcellusa) opowiastka. Ale urzadzenie pogrzebu to nie zbudo-
wanie grobu — o tym ostatnim fakcie nasze zrédla milcza. I dlatego — wbrew
czesto spotykanej opinii — grob Archimedesa raczej nie byl fundowany przez
Marcellusa, tylko przez rodzine Archimedesa, ewentualnie przez jego przyjaciot
(przeciez Rzymianie po zdobyciu Syrakuz dos$¢ szybko poszli wojowac gdzie
indziej).

Na grobie mial by¢ przedstawiony — podobno zgodnie z wyrazonym jesz-
cze za zycia zyczeniem Archimedesa - cylinder i kula lub moze cylinder opisany
na kuli (przedstawiajacy najwigksze — jak on sam uwazal - jego osiagniecie
naukowe) oraz pewien szesciowiersz. Jesli rzeczywiscie takie bylo zyczenie
Archimedesa, to raczej mozna je sobie wyobrazi¢ jako Zyczenie skazanca niz
osoby przypadkiem zabitej (chociaz moglo by¢ wypowiedziane wczesniej).

Ten pomyst grobu byl imitowany. Na przyklad C. F. Gauss na cmentarzu
w Getyndze ma podobny grob. Umieszczono na nim symboliczne przedstawie-
nie najwiekszego (jak mniemano) osiggniecia naukowego Gaussa, pod postacia
graniastostupéw o liczbie bokéw bedacych poczatkowymi liczbami Fermata.
Graniastostupy te s3 tam pelnymi rzezbami.

Ale skad wiemy, ze taki grob Archimedesa istnial naprawde? Mianowicie,
M. Tuliusz Cycero wspomina w Disquisitiones Tusculanae (V, 64-66, patrz [5]
lub Rozmowy Tuskulariskie [6, str. 716]), pisanych koto —40 roku, ze kiedy byt
kwestorem na Sycylii (w roku —74), to chciat odszuka¢ ten gréb. Syrakuzan-
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czykom byl on wszakze nieznany. Cycero wiedzial jedynie, Ze na nim byly
przedstawione kula i cylinder, a ponadto Ze wyryto na nim 6 wierszy heksame-
tru — ktére nawet znal na pamie¢ (ale ktérych nam nie przekazal, tak ze my ich
dzi$ nie znamy). Cmentarze w starozytnosci klasycznej na ogot okalaly drogi
przed bramami miasta. Cycero rozpoczat poszukiwania w Syrakuzach za bramag
Agrygentynska. I tam zobaczyl, ze z gestwiny krzewéw (prawdopodobnie $rod-
ziemnomorskiej ,,macchii”) wystawal smukly stupek, na ktérego wierzchotku
byto cos, co przypominato kulg i cylinder.

Nie mozna byto si¢ don wszakze dosta¢, gdyz jego otoczenie bylo gesto
zarosniete kolczastymi krzakami. Cycero kazat je wycia¢ i doszedlszy do grobu
stwierdzit, ze sam grob jest w nieztym stanie i istotnie zawiera znany mu (lecz
nie nam) wiersz (tylko jego dwa ostatnie wersy byly zniszczone). Wbrew wielu
przeciwnym opiniom chyba nie mozna mie¢ watpliwosci, jak ten grob wygladat:
kamienny, waski walec wysoki na po6t do péttora metra; jedynie mozna mie¢
watpliwosci co do tego, czy walec i kula byly obok siebie, czy tez jedno nad
drugim (ze wzgledu na opis Cycerona trzeba raczej wykluczy¢ lansowana przez
niektdrych sugestig, ze byly one przedstawione jako ptaskorzezba czy plaskorzez-
by). Zauwazmy, ze ten gréb nie odpowiadal zadnemu z dwdch typow atenskich
grobow, jakie do dzi§ mozemy oglada¢ w duzej iloci na cmentarzu Keramejku
znajdujacego sie w Atenach za Dipilonska Bramg. Ale to tylko potwierdza jego
nietypowy wyglad.

Poniewaz Rzymianie traktowali cmentarze jako nienaruszalne obiekty,
wiec $mialo mozna przypuszczad, ze jesli grobu Archimedesa nie zniszczylo
jakie$ trzesienie ziemi lub korzenie drzew czy krzewdw (jak to sie obecnie dzieje
na cmentarzu Pére-Lachaise w Paryzu), to istnie¢ on musiat przynajmniej do
konca starozytnosci. Dzi§ nawet nie jesteSmy pewni, gdzie byt 6w cmentarz. Nie
wiadomo dokfadnie, gdzie byta brama Agrygentynska w Syrakuzach - prawdo-
podobnie lezata gdzie§ w okolicy obecnego dworca kolejowego Syrakuz - ale
nie jest to pewne. Na zach6d od owego dworca istniejg obecnie resztki jakiegos
starozytnego cmentarza, ale wszystkie ocalale na nim groby pochodzg z czaséw
znacznie pdzniejszych (z czaséw pdznego Cesarstwa Rzymskiego).

Istnienie tego grobu Archimedesa wyklucza raczej ogélng rzez w Syraku-
zach po ich zdobyciu. Gdyby miala ona miejsce, to pewnie nie byloby kogos,
kto mogt ciato Archimedesa zidentyfikowac, a nawet gdyby je zidentyfikowano,
to nie byto nikogo, ktoby mdgtby zadbac¢ o jego indywidualny pogrzeb i tym
bardziej o gréb, i to jeszcze grob o niebanalnym wygladzie. Ten brak rzezi jest
zresztg w zgodzie z zachowanymi starozytnymi zrodtami.

Warto doda¢ dwie uwagi. Po pierwsze, ze prawie na pewno ten grob
Archimedesa nie byl grobem, w ktérym by lezato jego ciato, lecz byt miejscem,
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w ktérym prawdopodobnie w jakiejs urnie ztozono prochy zebrane z jego stosu
pogrzebowego. A po drugie, ze w Syrakuzach dzi$ gréb, pokazywany jako grob
Archimedesa (koto fortu Euryleos), na pewno jego grobem nie jest. Jest to
anonimowy, wykuty w skale, péznorzymski grob o doryckiej fasadzie.

Whiosek. Grob Archimedesa z kulg i cylindrem nie jest legenda, istnial naprawde
i to przez dlugi okres czasu. Wiemy, jak wygladal. Natomiast mozna mie¢
watpliwosci co do tego, kto go wystawil.

8. Urzadzenia wojskowe

Teksty starozytne chca, by Archimedes byt wielkim konstruktorem urzg-
dzen wojskowych i to dzialajgcym wtasnie w czasie oblezenia Syrakuz. Jesli
jednak przeczyta si¢ uwaznie zaréwno tekst Polibiusza, jak i Liwiusza, to wbrew
spotykanej opinii nie zostaly one wytworzone wedle projektéw Archimede-
sa dopiero w czasie oblezenia. Istnialy one bowiem od jego poczatku. A po-
nadto byly znacznie skromniejsze i na pewno mniej skuteczne, niz chce tego
legenda.

I tak Polibiusz dokladnie opisuje rzymskie ,,sambukos” (patrz Dzieje, VIII,
6, [27] lub [28, str. 371-372]) - byly to specjalne drabiny szturmowe, ktére usta-
wiane na statkach umozliwia¢ mialy wejscie na mury obronne od strony morza.
Ale okazaly sie¢ one malo skuteczne: niszczono je zrzucajgc na nie z muréw
Syrakuz (przygotowane zawczasu przez poprzednie 100 lat!) kamienie i ciezary
z ofowiu. Te kamienie i ci¢zary byty - jakbysmy dzi§ powiedzieli - klasycznymi
konwencjonalnymi §rodkami obronnymi. Ponadto Archimedes mial wymygli¢
i wprowadzi¢ w uzycie jaka$ niekonwencjonalng (?) ,,zelazng reke” — niestety
nie jest ona przez niego opisana. Ta ,,reka” tapano dzioby okretéw i najpierw
podniostszy je do gory, podciagajac ,,reke”, puszczano. Wtedy statki, obsuwajac
sie, albo topily sie, albo tez przewracaly. Ten opis jest prawdopodobny, gdyz do
ataku na mury od strony morza (wbrew opinii Liwiusza — patrz nizej) chyba
raczej uzywano matlych okretéw — duze trzy- czy pieciorzedowce chyba nie
bylyby w stanie (ze wzgledu na zanurzenie) podplyna¢ dostatecznie blisko
do muréw, a ponadto byly za malo zwrotne. Taki maly okret podniesiony
chocby o kilkadziesigt centymetréw, a potem puszczony wolno magt tatwo
mie¢ przebite dno przez przybrzezne kamienie. Tez chyba nie bylo rzecza zbyt
trudng przewrdci¢ prawdopodobnie przetadowany wojskiem i sprzetem taki
maly okrecik. Uderzajaca rzecza, ze w opisie Polibiusza nie ma mowy o tym,
jakoby taka ,zelazna reka” (zawieszona na linie czy linach) miala by¢ poru-
szana jaka$ dZwignig czy inng maszyng prostg (na przyktad, wielokrazkiem).
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Te opisane urzadzenia mialy spowodowac, ze zawiddl poczatkowy atak na
Achradine.

Ale zawidd! takiz atak na Hexapylon. W umieszczonych na nietypowej
wysokosci otworach strzelniczych umieszczone byly ,,skorpiony”, czyli duze,
starozytne kusze. Razem ze zwyklymi fucznikami zadaly one tak duze straty
oblegajacym, ze Rzymianie musieli zrezygnowac ze szturmu. Wedle Polibiusza
to nietypowe rozmieszczenie otwordw strzelniczych bylo tez pomystem Archi-
medesa (ale musial on by¢ zrealizowany na dtugo przed poczatkiem oblezenia).

Ten caly opis Polibiusza jest trzezwy i przekonywajacy: nie ma w nim
jakiej$ cudownej ,Wunderwaffe” stworzonej przez Archimedesa. Wszystko, co
jest tam podane, miesci si¢ w zakresie (znanych nam) mozliwosci wojennej
techniki starozytnosci. A ponadto bylo pisane tylko mniej wiecej 5o lat po
samych wydarzeniach. I to byto pisane przez kogo$, ktory na wojnie i jej technice
znal si¢ dobrze (i ktéry sam stwierdzal, ze pisze dokladnie tylko o tych sprawach
wojennych, na ktérych sie zna).

Znacznie pozniejszy opis Liwiusza jest tez trzezwy. Twierdzi on wprawdzie,
ze owe drabiny ,,sambucos” byty ustawiane na pigciorzedowcach, ale nie mamy
zadnych zrddel, ktore by to wykluczaty. Natomiast opisuje bardzo dokladnie
owa ,,zelazng reke” Polibiusza (acz tej nazwy nie stosuje). Wedlug niego, byt
to zelazny hak zawieszony na linie (czy linach), ktérym tapano przod okretu,
gdy podplynatl on tuz pod mur obronny. Po czym dzwignig umieszczong na
koronie muru i obcigzona z drugiej strony wielkim ci¢zarem nieco okret pod-
noszono. Wreszcie szybko odczepiano cigzar i okret opadal. Jak Liwiusz pisze
skromnie, czasem uderzywszy o przybrzezne kamienie, ulegal on uszkodzeniu.
Liwiusz wspomina tez o nietypowym (dla owych czaséw), a zaprojektowa-
nym przez Archimedesa niskim rozmieszczeniu otwordéw strzelniczych dla
skorpionow.

To wszystko jest tez bardzo prawdopodobne. Dopiero teksty Plutarcha
w Zywocie Marcellusa (a wiec pisane kolo +100 roku) traca ,,science-fiction”.
Plutarch chce, by Archimedes byt wielkim konstruktorem wojskowym, ktory
konstruowal cudowne, nigdy przedtem ani potem nie spotykane wojskowe urza-
dzenia mechaniczne. Prawdopodobnie mialo to ttumaczy¢, dlaczego oblezenie
Syrakuz przez Marcellusa trwato tak diugo.

Wedle Plutarcha Archimedes miat w czasie oblezenia Syrakuz skonstru-
owac jakie$ urzadzenia oparte na zasadzie dzwigni, ktére podptywajace statki
Rzymian wyciagaly z wody i rozbijaly. Prawda jest, ze Archimedes zajmowat
sie wiele teorig maszyn prostych, w szczegélnosci dzwigni, ale przeciez budowa
dostatecznie dlugich i dostatecznie mocnych wysiegnikow przekraczata moz-
liwosci techniczne starozytnych. Przypisuje si¢ Archimedesowi powiedzenie
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»dajcie mi punkt oparcia, a porusze z posad Ziemi¢™, ale przeciez do poruszenia
Ziemi potrzebny by byt nie tylko punkt oparcia, ale tez i odpowiednia dZzwignia...
Zresztg przeciw istnieniu takich urzadzen mozna wysuna¢ jeszcze dalsze argu-
menty. Jak wielkiej mocy (niedostepnej w starozytnos$ci) musialoby wymaga¢
poruszanie takich urzadzen? I ile by ich by¢ musiato!

Oczywiscie nie mozna wykluczy¢, ze jakie$ — znacznie skromniejsze (cho¢-
by wzmiankowang wyzej ,,zelazng reke”) — urzadzenia wojskowe Archimedes
mogl rzeczywiscie opracowac, czy to przed oblezeniem, czy tez dopiero w czasie
jego trwania. Ostatecznie Archimedes, jak si¢ zdaje, byt wynalazcg tak zwanej
(obecnie) ,,$ruby Archimedesa” (do dzi$ uzywanej do specjalnych celéw pompy).
Wykonal tez czy raczej zaprojektowat ,horologium’, ktére takze widziat jeszcze
osobiscie Cycero (mialo by¢ przywiezione do Rzymu jako tup przez Marcellusa).
Byl to rodzaj poruszajacego sie planetarium. Mogl wiec tez mie¢ na swym koncie
i jakie$ wynalazki czy konstrukcje wojskowe.

Jak juz wiemy, pierwsza nieudana proba zdobycia miasta spowodowala, ze
oblezenie zaczelo si¢ ,,§limaczy¢”. Rzymianie oblegali Syrakuzy az trzy lata. Byto
to jedno z najdtuzszych oblezen, jakie oni w ogdle prowadzili (poza dziesieciolet-
nim - prawie zupelnie legendarnym - oblezeniem Wejow, ktére nota bene miato
wedle opisow miec¢ raczej charakter nie oblezenia, lecz przerywanej od czasu do
czasu blokady miasta). Dlatego tez chcieli zrzuci¢ odium za swe niepowodzenia
na jakiego$ kozta ofiarnego. I dlatego rozsiewali pogloski, ze ,wszystko to jest
przez jednego starca..” (Polibiusz, Dzieje, VIII, 9, [27] lub [28, str. 373]). Plu-
tarch za$ - by nie rzuca¢ cienia na uwielbianego przez siebie Marcellusa - kaze
Archimedesowi konstruowa¢ coraz bardziej wyrafinowane i coraz straszniejsze
urzadzenia, na sam widok ktorych rzymscy zolnierze uciekali w poptochu.

Naprawde przeszkdd w zdobyciu Syrakuz bylo kilka. Po pierwsze, byl moz-
liwy dowdz zywnosci (dlatego Rzymianie zakazali potem mieszka¢ Grekom
na wyspie Ortygii). Po drugie, miasto mialo duzo ludnosci i liczny garnizon
(ktdry bal sie o swoj los w razie zdobycia miasta przez Rzymian). Po trzecie,
w oblezeniu byta przerwa: wojska rzymskie odstapily od miasta, by broni¢ sie
przed idacym mu na pomoc sifom kartaginskim. Po czwarte, miasto miato
wspaniale mury. Ostatecznie - jak wiemy - miasto zdobyto dzigki przypadkowi.
Oczywistg jest rzeczg, ze w tych warunkach zaréwno dowddztwo wojsk rzym-

® Implicite, wynikatoby stad, ze Archimedes wierzyt w starozytny obraz Wszechéwiata. Jest
to absolutna przestrzen, w niej, w ,,srodku” lezy Ziemia, ktdra jest wiec czym$ najtrudniejszym
(niemozliwym?) do poruszenia. Ale skoro przestrzen jest absolutna, to w jakim$ danym punkcie
mozna by umieéci¢ punkt podparcia dZwigni, ktdra ruszylaby nawet Ziemie z jej uprzywilejowa-
nego, srodkowego punktu Wszech§wiata. Tej interpretacji przeczy zreszta przekazana nam inna
wersja tej wypowiedzi: ,,... dajcie mi drugg Ziemie, a..”
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skich, jak i prosci zolnierze (a takze opisujacy te zdarzenia starozytni historycy)
usitowali w jaki$ sposob usprawiedliwi¢ dlugi czas trwania oblezenia. Na tym
tle moglo tez powsta¢ ewentualne zarzadzenie (moze od razu wydane przez
rozwscieczonych Rzymian) egzekucji elity miasta. Mogty na tym tle powsta¢
tez (niewiele pdzniej czy tez nawet wiele lat potem) historyjki o réznych ,Wun-
derwaffe” obmysliwanych przez Archimedesa i wzbudzajacych postrach wéréd
Rzymian. Zreszta, gdyby te konstrukcje Archimedesa byly az tak rewelacyjne,
to dlaczego sami Rzymianie ich nie skopiowali?

Przy okazji zauwazmy, ze niezaleznie od tego, czy historia o dZwigniach
niszczacych okrety jest prawdziwa, czy tez nie, pozostaje ona w sprzecznosci ze
wzmiankowanymi opiniami o roztargnieniu i ,,niezyciowos$ci” Archimedesa. Jak
mogli ci sami autorzy opisywac niezyciowos$¢ Archimedesa i jego dzialalnos¢
techniczng (rzekoma i prawdziwg)? Wszystko to bylo oparte na uwielbianych
w dawnych wiekach anegdotkach o wielkich ludziach: anegdotki te - czasem
zblizone do prawdy, ale na ogét zupelnie si¢ z nig mijajace — mialy czasem jakas
(niepewng) podstawe, ale najczesciej byty tylko literackimi wymystami.

Whiosek. Archimedes miat wprawdzie, jak sie zdaje, na swym koncie osiggniecia
techniczne (moze nawet majace wojskowe zastosowania), ale jego cudowne
machiny (dzialajace na zasadzie dZzwigni), ktdre niszczyly skutecznie okrety
rzymskie, nalezg tylko do legendy.

9. Lustra

Ale nim okrety mialy sie zblizy¢ do brzegu na odlegtos¢ wysiegnikow
niszczacych je, to juz miaty by¢ palone za pomocg promieni stonecznych, od-
bitych w odpowiednich zwierciadfach (czy soczewkach)... I to tez mialo by¢
ostatecznym argumentem, ktory zmusil Rzymian do bezposredniego szturmu
miasta.

Nie doszty do nas zadne pisma optyczne samego Archimedesa. Wiemy
jednak, ze przynajmniej jedno takie pismo istniato: Katoptrika. Ale juz staro-
zytni twierdzili, Ze nie zawieralo ono (czy one, a takze i pisma mechaniczne)
zadnych opiséw urzadzen praktycznych. Bowiem Archimedes - jako prawdziwy
w pojeciu starozytnych uczony (wedle Plutarcha - patrz Zycie Marcellusa) — miat
redagowac na pismie tylko prace naukowe, za$ osiagniecia praktyczne (stuzace
uzyskaniu zysku) takiego redagowania nie byly godne.

Najstarsza wiadomos¢ o stosowaniu przez Archimedesa ,,broni optyczne;j”
zachowala sie¢ u Luciana (Syryjczyka, zyjacego w II wieku AD - patrz [21]).
Zabawne jest, ze znany nam juz Zonaras w swych Annales (patrz XIV, 3 w [43]
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lub [44]) przypisuje pierwsze zastosowanie takich urzadzen komu innemu,
a mianowicie dopiero Proclusowi (V wiek AD). Ciekawg jest rzecza, ze okresem
najwiekszego ,,podrzucania” Archimedesowi konstrukcji wojskowych zwiercia-
del jest nowozytny okres nowego zainteresowania optyka, to jest XVII i XVIII
wiek AD. Zreszta do dzi - jak si¢ zdaje — nie istnieja wojskowe operacyjne
bronie optyczne.

Takie wojskowe urzadzenie zlozone z jednego wklestego lustra (lub so-
czewki) musialoby leze¢ niemal na linii okret — Stonice, co jest niemozliwe do
wykonania. Nalezaloby wiec dodac¢ celostat (ptaskie zwierciadlo skierowujace
odpowiednio promienie). Na to, by zapali¢ okret, urzadzenie musiatoby mie¢
odpowiednio duza swiatlosile, co przy kilkusetmetrowej odleglosci od okretu
dawatyby olbrzymie lustra lub soczewki. Do dzi$ nie na mowy o tak duzych
soczewkach. Wobec matego wspolczynnika odbicia $wiatla przez braz (szcze-
golnie ze byloby konieczne jeszcze dodatkowe odbicie o celostat) zwierciadla
musialyby mie¢ co najmniej kilkudziesieciometrowg $rednice. Do tego trzeba
by je porusza¢. Samo poruszanie takich olbrzymoéw nie byloby mozliwe w sta-
rozytnosci, a ponadto dochodzilaby synchronizacja (4 stopnie swobody!) tych
ruchow, mozliwa dopiero obecnie przy uzyciu komputeréow.

Whiosek. Tak jak wojenne maszyny niszczace, oparte na zasadzie dzwigni, tak
i lustra Archimedesa stuzace do podpalania okretéw nalezg do twordw legen-
darnych.

10. Eureka

Chyba nie warto specjalnie zajmowac¢ si¢ innymi legendami na temat
Archimedesa. Na przyklad legenda o evpnxa, evpnxa (,Eureka! Eureka!” =
Znalaztem! Znalaztem!) — miala ona popiera¢ poglad o jego roztargnieniu. Wy-
stepuje ona po raz pierwszy dopiero u Witruwiusza (patrz [35] lub [36, ks. IX,
ust. 3]). A wiec dopiero w konicu I wieku a.Ch.n.

11. Zakonczenie

Ostateczny wniosek jest prosty. W encyklopediach winna si¢ znajdowaé wzmian-
ka (mato - ale istotnie — rézna od tekstow dotychczasowych):

ARCHIMEDES - najwybitniejszy fizyk i matematyk starozytnosci; tworca
statyki i hydrostatyki; wynalazca techniczny. Zyt i dziatat w Syrakuzach na Sycylii
(urodzony w I polowie III wieku a.Ch.n. - zginal po zdobyciu Syrakuz, to jest
w okresie 213 - 209 a.Ch.n.).
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Natomiast obszerniejsze teksty o Archimedesie winny by¢ wyraznie rézne
od obecnie spotykanych. Powinno by by¢ w nich powiedziane, Ze zginal on
albo przypadkowo w czasie rabunku Syrakuz po ich zdobyciu przez Rzymian,
albo tez - co jest prawdopodobniejsze — w czasie $wiadomego wymordowy-
wania elity Syrakuz przez ich zdobywcow. Ze miat gréb, ktorego pomyst byt
wykorzystany przy budowie grobu C. F. Gaussa. Ponadto mozna by dodag¢, ze
byl on jednym z nielicznych starozytnych, ktérego dzielo jest zywe do dnia
dzisiejszego.

Wreszcie, w jeszcze dtuzszych tekstach juz mozna by wspomina¢, ze o Ar-
chimedesie w starozytnosci i w $redniowieczu krazylto wiele legendarnych histo-
ryjek: o jego ostatnich stowach przed$miertnych, o cudownych konstrukcjach
wojennych (opartych na prawach dzwigni i na prawach optyki, ktérymi si¢
Archimedes teoretycznie zajmowal, ale ktére w starozytnosci nie byly tech-
nicznie realizowalne). Historyjki takie uwielbiano w przeszlosci (szczegélnie
w $redniowieczu - patrz — cho¢by Zfota legenda Jakuba de Voragine [37]), ale
nie maja one wiele wspolnego z rzeczywistoscia.

Omowilismy legendy (liczne) i prawde (jedyna) zycia i dziatania Archime-
desa. Ale co to jest legenda? Legenda jest to, co si¢ wprawdzie powtarza (ustnie,
na pi$mie), ale co si¢ nie zdarzylo (na przyklad - konstrukcja przez Archimedesa
zwierciadel zapalajacych statki). Co zas jest prawda? Tu odpowiedz nie jest taka
prosta. Co innego znaczy, ze co$ jest prawdg na terenie teologii, co innego na
terenie matematyki, co innego fizyki czy chemii, a jeszcze czym innym na te-
renie historii. Na terenie historii prawda jest tylko czyms zrelatywizowanym do
zachowanych zrédet oraz do oceny ich wiarygodnosci. O ile fakt zachowania sig¢
pewnych zrédet (ktore wszystkie powinno si¢, a nawet musi si¢ uwzgledniac) jest
faktem w pewnym sensie obiektywnym, o tyle ich ocena jest (i bedzie) zawsze
czyms subiektywnym. I to tyczy si¢ zaréwno faktow, ktdre explicite znajdujemy
w zrodlach (jak na przyklad fakt, ze Archimedes mial nagrobek z wyobrazona
kula i cylindrem), jak i tych, ktére wprawdzie w zachowanych zrédtach w sposob
wyrazny nie wystepuja, ale o ktérych istnieniu mozemy wywnioskowa¢ na ich
podstawie (jak na przyktad fakt, ze, by¢ moze, miata miejsce swiadoma egzekucja
Archimedesa). Prawdopodobienstwo zajscia tych faktéw moze by¢ bardzo duze
(jak w wypadku nagrobka), ale moze tez by¢ znacznie mniejsze (jak w wypadku
egzekucji). Przy czym ocena tego prawdopodobienstwa jest czysto subiektywna
(na przyklad — moze ona wynika¢ z naszej oceny prawdomdwnosci Polibiusza
i Plutarcha). Dlatego wyzej wysuwalem tez i liczne argumenty zdroworozsad-
kowe, przemawiajgce przeciw istnieniu pewnych urzadzen czy faktow.

Chciatbym zaznaczy¢ wyraznie, ze nie podwazam ustalen wielu pokolen
historykdw, tyczacych sie daty zdobycia Syrakuz przez Rzymian. Historycy do-
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skonale zdaja sobie sprawe, Ze podawane przez nich ,dokladne” daty obarczone
s3 — czesto — jednak sporg niepewnoscig. Nie uwidaczniajg tego jednak w swoich
zapisach. Uzywaja natomiast czasu o innym przebiegu niz czas fizyczny (astro-
nomiczny). Jego przebieg jest tak dobrany, by z jednej strony otrzymywac naj-
prawdopodobniejsze daty zdarzen, a z drugiej, by dtugos¢ krétkich przedziatow
czasu byla obarczona mozliwie matym bledem (to jest, by byla mozliwie zgodna
z naszymi zrédtami i ze zdrowym rozsadkiem). Nie jest to wybdr obiektywny,
dlatego rézni autorzy moga podawac rézne daty tych samych zdarzen.

Przedstawimy rzecz w matematycznej postaci. Daty (roczne) starozytne
(i czg$ciowo $redniowieczne) winne by¢ podawane w dobrze znanej wszystkim
matematykom i fizykom postaci d + ¢, gdzie € wynosi pare lat, kilkanascie lat
(Egipt) lub nawet kilkadziesigt czy nawet wiecej (Mezopotamia) lat (jeszcze
dokfadniejsze bytoby podawanie rozktadu prawdopodobienstwa, ze dana da-
ta jest prawdziwa - taki rozklad moglby by¢ nawet asymetryczny). Taki zapis
nie jest jednak wygodny i nic zawiera wszystkich informacji, ktére powinien
zawiera¢. Na przyktad - przy takim zapisie — nie wiedzieliby$my, czy na pewno
wczesniej nastagpilo zdobycie Syrakuz (-209 + 3), czy tez bitwa nad Metaurem
(206 + 2). 1 dlatego historycy stosuja — naprawde — nie fizyczny (astronomicz-
ny) czas x, lecz swdj czas ,historyczny” y = x + 5(x), gdzie 5 jest funkcjg
niekoniecznie ciggta, rosngcg i ,,maly’, to jest taka, ze |17(x)| < e. Przy takim
sposobie zapisu (na ogot) nie mamy juz watpliwosci, co bylo wczesniej: zdobycie
Syrakuz, czy tez bitwa nad Metaurem. Czg$ciej zreszta poszczegdlni historycy —
przyjmujac dodatkowo rézne hipotezy za pewne - zamiast funkcji # stosuja
indywidualne funkcje 7, jeszcze ,mniejsze” niz 7, to jest takie, ze |7o(x)| < €
oraz g < €.

Nie podwazam ustalen historykéw, ale jako matematyk wole mie¢ wy-
raznie powiedziane, co jest pewne, co jest tylko prawdopodobne, a co tylko
jest produktem fantazji. I dlatego tez zamiast postugiwac sie czasem ,,historycz-
nym’, staratem sie ,wyluskiwa¢” z zachowanych zrodet granice lat ,,fizycznych”
(»astronomicznych”), w ktorych na pewno (a raczej prawdopodobnie na pewno)
zdarzyly sie omawiane wypadki.

Zrédla starozytne, ktdre s przettumaczone na jezyk polski, s3 podawa-
ne tylko w jednym z thumaczen (jesli takie istnieje lub takie istnieja). Wobec
czesto duzej ilosci wydan oryginaléw ewentualny Czytelnik i tak siegnie do
tych wydan, ktdre sg dostepne w bibliotece, z ktorej zwykle korzysta. Podaje si¢
wiec w odno$nikach nie strony, lecz ksiegi i ich ustepy (wedle klasycznych po-
dziatéw), tak ze Czytelnik bez trudu bedzie mogt znalez¢ odpowiednie miejsca
w oryginalach.
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Andriej Nikolajewicz Kolmogorow - humanista

1. Wstep

Radziecki matematyk Andriej N. Kolmogorow (1903-1987) byl jednym
z najwybitniejszych matematykow XX wieku, a w pewnym okresie, wedlug
stéw Wiladimira A. Uspienskiego, by¢ moze nawet najwiekszym. W 1933 roku
Kolmogorow opublikowal fundamentalne dzieto [9], w ktorym teoria prawdopo-
dobienstwa, do tego czasu pojmowana do$¢ intuicyjnie, zostata ujeta jako nowo-
czesna teoria aksjomatyczna' Kolmogorow uzyskat donioste rezultaty w wielu
dziedzinach matematyki, m.in. w teorii ukladéw dynamicznych, topologii, logi-
ce intuicjonistycznej, mechanice klasycznej, teorii informacji, probabilistyce.
Ten dalece niekompletny spis pokazuje, jak r6znorodne byly zainteresowania
matematyczne Kolmogorowa. O doniostosci wynikéw otrzymanych przez niego
niech $wiadczy to, ze cho¢ napisat dostownie kilka prac z logiki matematycznej,
byty to prace przefomowe (zob. na przyktad [10]). Dzi$ wyniki uzyskane przez
Kolmogorowa uwazane sg przez logikdw za klasyczne i s nadal cytowane.

Logika oraz refleksja nad istota matematyki, jej historig i filozotiag zajmo-
waly Kolmogorowa (zob. [36]). Historia i filozofia matematyki s na pograniczu
nauk $cistych i humanistycznych. Zajmowat si¢ nimi - byt czlowiekiem o niesty-
chanie bogatych zainteresowaniach humanistycznych. Interesowat si¢ literatura
piekna, poezja, muzyka i historia, a jego zainteresowania czesto przeradzaly sie
w badania w dziedzinie nauk humanistycznych. Jeszcze jako student napisat
prace historyczng [13] bedaca wynikiem jego studiow, z zastosowaniem statysty-

' Po rosyjsku dzieto to ukazato sie trzy lata pézniej, zob. [11].
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ki matematycznej, nad ksiegami katastralnymi ziemi nowogrodzkiej od konca
XV do poczatku XVT wieku.

Pézniej, w latach szes¢dziesigtych XX wieku, zajmowatl sie lingwistyka
matematyczng. Interesowal si¢ takze teorig wiersza z punktu widzenia matema-
tyka i jezykoznawcy. Rezultatem jego badan w tej dziedzinie jest dwanascie prac,
zaréwno samodzielnych, jak i we wspotpracy z Aleksandrem M. Kondratowem
i Aleksandrem W. Prochorowem.

2. Kolmogorow jako historyk

Kolmogorow swoja pierwsza prace naukowa zaczal pisa¢, gdy miat sie-
demnascie lat. Byl wowczas studentem Wydzialu Matematycznego Uniwersy-
tetu Moskiewskiego. Praca dotyczyla historii pietnastowiecznego Nowogrodu.
Otrzymane wyniki przedstawil na seminarium prowadzonym przez historyka
Siergieja W. Bachruszyna. Kolmogorow opowiadal swoim uczniom, ze ten
jego pierwszy wystep na seminarium historycznym byl zarazem koncem jego
»Kariery” historyka. Bachruszyn pochwalit prace, zaznaczyl jednak, ze nie moze
by¢ ona uznana za zakonczong, poniewaz w naukach historycznych kazda
teza wymaga przynajmniej kilku uzasadnien. Opowiadajac o tym wydarzeniu,
Kolmogorow na koniec dodawal, ze w tej sytuacji postanowil zaja¢ si¢ nauka,
w ktorej dla udowodnienia tezy wystarczy jeden dowdd.

Przypuszczano, ze praca Kolmogorowa sie nie zachowala, jednak po $mier-
ci autora znaleziono ja w jego archiwum (zob. [7, str. 189]) i zostata opubliko-
wana posmiertnie (zob. [13]). Praca zostala bardzo wysoko oceniona przez
specjalistow, w szczegolnosci przez kierujacego nowogrodzka ekspedycja arche-
ologiczng Walentina L. Janina (zob. [33, str. 5]). Zachowaly sie cztery rekopisy
pracy. Praca nad artykulem trwata od listopada 1920 roku do stycznia 1922 roku
(zob. [7, str. 189]).

Kotmogorow studiowal ksiegi katastralne (ros. piscowyje knigi) z konica
XV i poczatku XVI wieku w celu rekonstrukgji historii ekonomicznej Nowo-
grodu. Byl to okres tworzenia przez Moskwe ruskiej paiistwowosci. Badanie
ksiag katastralnych zaczelo sie w latach czterdziestych XIX wieku, Kolmogorow
mial zatem do dyspozycji zaréwno ksiegi, jak i opracowania dokonane przez
historykéw. Z opracowan Kolmogorow szczegélnie cenit sobie historyczno-geo-
graficzny aspekt prac Konstantina A. Niewolina (1806-1855) i Aleksandra M. An-
drijaszewa (1863-1933). Jednak do wigkszosci historykéw studiujacych ksiegi
katastralne mial zastrzezenia natury metodologicznej. Krytykowal na przyktad
Wasyla O. Kluczewskiego, Iwana D. Bieljajewa oraz Wasyla I. Siergiejewicza
za uzywanie faktow wzietych z réznych rejonow geograticznych Rosji dla uza-
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sadnienia tez majacych zachodzi¢ w okreslonym z gory obszarze, Aleksandra
N. Nikitskiego za wnioskowanie z niepowigzanych ze sobg faktow, a Borysa
D. Grekowa za uzywanie materiatéw pozniejszych do rekonstrukeji sytuacji
wczesniejszej i przy tym diametralnie inne;j.

W badaniu ksiag katastralnych Kolmogorow napotkal wiele trudnosci,
cho¢by tak banalnych, jak braki w ksiegach. Ponadto na ziemi nowogrodz-
kiej, z racji jej duzej powierzchni i geograficznego zréznicowania, prowadzono
réznego rodzaju gospodarstwa, a gesto$¢ zaludnienia byla silnie niejednorod-
na. Jednym z konkretnych probleméw byto okreslenie, co rozumie si¢ pod
okresleniem liczby ludzi w dworach. Praca Kotmogorowa sktada si¢ z dwéch
czesci. Pierwsza oparta jest gléwnie na klasycznej metodologii stosowanej
w pracach historycznych, ktéra Kolmogorow przyswoil sobie w najwyzszym
stopniu.

Jakkolwiek Kolmogorow nie uniknal pewnych niescistosci w pierwszej
czgsci, to, jak podkresla Janin, wyniknely one z ogdlnie przyjetych i szeroko
uznawanych przez historykéw w tym okresie faktow dotyczacych badanej epoki.
Jednoczes$nie niescistosci te znajduja sie na peryferiach wywodéw Kotmogorowa
i w zadnym stopniu nie moga podwazac istoty jego pracy i wnioskow, ktére
otrzymat (zob. [7, str. 194]).

W drugiej czesci Kolmogorow z historyka staje si¢ matematykiem. Jako
podstawowa metode badawczg przyjat rachunek prawdopodobienstwa, ktory
nie byt dotad stosowany do rozwigzywania problemdw koncentracji ludnosci
w rejonach ziemi nowogrodzkiej. Udalo mu si¢ wykazac, ze poglad Gniewu-
szewa o przyczynach zréznicowania w administracyjno-terytorialnych jednost-
kach - pogostach ziemi nowogrodzkiej jest bledny. Nie wynikaja one z rozwoju
wytworczosci, a przygranicznego polozenia bardziej zaludnionych jednostek
administracyjnych (zob. [7, str. 193]).

Odnosnie do trudniejszego problemu - okreslenia, co kryje si¢ pod poje-
ciem ludi (pol. ludzie) w ksiegach katastralnych ziemi nowogrodzkiej - Kotmo-
gorow doszed!l do interesujgcych wnioskéw. Odrzucit dotychczasowe poglady
historykow, ze liczba ludi obejmowata, w zasadzie, calg pracujaca ludnos¢. Twier-
dzenie to bylo uzasadniane zestawianiem liczby ludi w majatku z powierzchnia
ziemi, ktora byla uprawiana. Jednak wzrost powierzchni ziemi uprawnej nie byt
proporcjonalny do wzrostu liczby ludi (zob. [7, str. 193]).

Ksiegi katastralne Nowogrodu byly oczywiscie badane takze pozniej. Janin
wymienia na przykiad trzytomowa prace zbiorowa [23] z lat 1971-1978 pod
redakcjg Aleksandra L. Szapiro. Jednakze, co podkresla Janin, wszyscy historycy
stosowali klasyczne metody badawcze i nie stosowali nauk $cistych. Niestety
praca Kotmogorowa nie byla znana. Janin stwierdza, ze gdyby wydano jg zaraz
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po napisaniu, to nasza dzisiejsza wiedza bytaby pelniejsza i bardziej precyzyjna
z powodu zastosowania metod matematycznych.

Prace Kolmogorowa w postaci oddzielnej ksiazki [13] wydano w 1994
roku, a wiec sze$¢ lat po ukazaniu sie artykulu Janina.

3. Strukturalizm i cybernetyka

Podstawy cybernetyki zawiera klasyczna ksigzka Norberta Wienera [34],
ktéra ukazata sie w 1948 roku.

W ZSRR cybernetyka byta, w odréznieniu od Zachodu, czyms wigcej
niz jedng z nowych dziedzin nauk $cistych. Byta podobna do nieformalnego
ruchu, kierunku, i wreszcie filozofii, ktdra ogarnela sobg takze humanistyke
(zob. [29, str. 92]). Chociaz za czaséw Stalina nauka radziecka miala si¢ w zasa-
dzie bardzo dobrze i uczeni dysponowali duzymi sumami pieniedzy na badania
(zob. 3, str. 5]), to jednak cybernetyka byta tu wyjatkiem. Uwazana byta bowiem
za nauke burzuazyjng. Bez watpienia szkodzily jej takze ,,popularnonaukowe”
artykuty, niezwykle powierzchowne i straszace przecigtnych ludzi mozliwo-
$cig tworzenia prawdziwych dziel sztuki przez maszyny, a takze skonstruowa-
niem ,,myslacej maszyny” (zob. [18, str. 28]). Z tego wzgledu rozwdj cybernetyki
w ZSRR rozpoczat si¢ z duzym opdznieniem.

Cybernetyka wywodzi si¢ ze strukturalizmu. Podstawy pod radziecki
strukturalizm pofozone zostaly przez mlodych uczonych i studentéw, ktérych
(pierwotnie obrazliwie) nazywano formalistami. W latach 1915 i 1916 powstaly
dwie grupy skupiajace formalistow. W Moskwie, z inicjatywy Romana Jakob-
sona, zalozone zostalo w 1915 roku Moskiewskie Koto Lingwistyczne. Grupa
dziafala do 1924 roku. Jej gtéwnym zainteresowaniem badawczym byl jezyk
i jezykowe podejscie do badania literatury i folkloru.

Natomiast w Sankt Petersburgu w latach 1916-1925 dzialata grupa formali-
stow pod nazwg OPOJAZ - Towarzystwo Badania Jezyka Poetyckiego. Grupa
miafa nieformalny charakter i nie byla zorganizowana hierarchicznie. Do grupy
nalezeli m.in. literaturoznawcy Wiktor B. Szktowski i Jurij N. Tynianow oraz
jezykoznawcy Jewgienij D. Poliwanow i Lew P. Jakubinski.

Formalisci mieli ogromny wptyw na dalszy rozwoj teorii literatury (z punk-
tu widzenia jezyka) oraz semiotyke. Z tego tez powodu prace naukowe formali-
stow w przewazajacej czesci sg pracami strukturalistycznymi.

Druga polowa lat pig¢dziesiatych XX wieku byla niezwykle owocna dla
strukturalizmu. Zwigzane to bylo z wlgczeniem sie radzieckich uczonych w ba-
dania na polu ttumaczenia maszynowego (zob. [26]).
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W 1960 roku Kotmogorow napisal swoj pierwszy list do swoich wspot-
pracownikow i uczniéw (napisze ich kilka i beda one pdzniej funkcjonowaé
w literaturze pod nazwg Semiotycznych Postar [14,30], zob. tez [29]) - wyty-
czajac kierunki badan literatury i sztuki przy uzyciu nauk matematycznych,
w szczegolnodci metod obiecujacej i modnej wowczas cybernetyki (zob. [27]).

Rok 1961 mozna uzna¢ za oficjalng date inaugurujaca badania strukturalne
literatury w ZSRR. Pod koniec wrze$nia tego roku na Uniwersytecie im. Lomo-
nosowa w Gorkim odbyla si¢ konferencja Zastosowanie metod matematycznych
do studiéw nad artystycznym jezykiem literackim. Kolmogorow odegral na konfe-
rencji dominujaca role. Poza trzema odczytami, w ktorych prezentowal wiasne
wyniki, wyglosil takze wyklad otwierajacy konferencje oraz przemoéwienie
koncowe [20, str. 67].

Kotmogorow byt entuzjastg stosowania metod matematycznych do roz-
wigzywania probleméw humanistycznych, o czym takze pisal w Semiotycznych
Postaniach [30] (zob. takze [29]). Uwazal, ze cybernetyka bedzie odpowiednim
narzedziem do zrozumienia sztuki, kultury, etyki.

Wiadza radziecka uzywata cybernetyki jako narzedzia w badaniach woj-
skowych i przemysle zbrojeniowym. Cybernetyka przestala wiec by¢ nauka
burzuazyjng. W zwigzku z tym nauki humanistyczne, stosujace cybernetyke
w swoich badaniach, mogly teraz swobodnie si¢ rozwijac. I tak oto widzimy, jak
polityka moze mie¢ wplyw na rozwéj nauki (zob. [29, str. 92]).

4. Kolmogorow i metody matematyczne w jezykoznawstwie oraz
literaturoznawstwie

Zainteresowania Kolmogorowa byly niezwykle szerokie. Zawsze staral si¢
by¢ na biezgco z literaturg jezykoznawcza. Potwierdzeniem niech bedzie przypa-
dek Aleksandra E. Kibrika, ktory ukonczyt filologie klasyczng na Uniwersytecie
Moskiewskim, a prace dyplomowg napisal na temat fonologii eksperymentalne;.
Cze$¢ tej pracy ukazala si¢ w czasopismie Woprosy jazykoznanija. W kilka
tygodni po publikacji Kolmogorow zaprosit Kibrika do wygloszenia referatu na
swoim seminarium (zob. [8, str. 52]).

Zainteresowanie Kolmogorowa podstawami teoretycznymi wiersza moz-
na datowac na 1943 rok, a wiec znacznie wczesniej niz pojawienie sie jego pierw-
szych prac na ten temat. Dnia 28 sierpnia tego roku Kolmogorow wystal do
Kurska, do Jurija M. Smirnowa, list 0 znamiennym tytule Uwaga o podstawach
teorii wiersza rosyjskiego (ros. Zamieczanije ob osnowach russkogo stichostozeni-
ja). Lektura tego listu pokazje, Ze Kolmogorow bardzo dobrze znal teoretyczng
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ksigzke Walerija Briusowa Nauka o wierszu®. Najwazniejszg za$ obserwacja
zawartg w liScie jest to, ze tradycyjne i podstawowe pojecia teorii wiersza sa
(zbyt) skomplikowane (zob. [15]).

Piszac na tematy filologiczne, Kolmogorow mial przez caly czas na uwadze
potencjalnego czytelnika-filologa. To wymagato innego stylu pisania. W zwigz-
ku z tym starat si¢ unikac czestego uzywania terminéw matematycznych. Nawet
pobiezne przejrzenie jego prac filologicznych pozwala na stwierdzenie, ze pisal
dla uczonych, ktérym, jak sam twierdzil, brak jest zdolno$ci matematycznego
myslenia.

4.1. Definicja kategorii gramatycznej przypadka. Powstale z inicjatywy Kolmogo-
rowa pierwsze w ZSRR seminarium po$wig¢cone badaniom problemoéw lingwi-
styki matematycznej Niektore zastosowania metod matematycznnych w jezyko-
znawstwie posiadalo ,,Dziennik seminarium”, w ktérym zanotowano (zob. [30,
str. 298]): ,,Zajecia (24 wrze$nia 1956 r.). [...] Uczestnikom seminarium postawio-
no problem precyzyjnego okreslenia pojecia jambu oraz przypadka gramatycz-
nego.” Byly to dalece niebanalne problemy. Tak Uspienski w ksigzce [30, str. 298]

podsumowuje przyczyny postawienia przez Kolmogorowa takich probleméw:

Odnosnie do pojecia jambu, przeswiadczenie, ze w jambicznym wersie
akcent pada na parzyste sylaby, bylo prawie absolutne, wbrew istnieniu wyjatkéw.
Odnoénie do przypadka gramatycznego, po prostu nie istniato nawet btedne jego
okreslenie.

I dalej (zob. [31, str. 13-14]):

Przypadkéow w jezyku rosyjskim jest sze$¢; tak uczg w szkole, na uniwersy-
tecie jestich juz osiem. W jezyku niemieckim sg cztery, w estofiskim — czternascie.
Nie jest jednak jasne, czego dokladnie jest sze$¢ czy osiem w rosyjskim, cztery
w niemieckim i czternascie w estofiskim. Podreczniki akademickie, nie wspomi-
najac juz o szkolnych, po mistrzowsku unikaly (teraz takze unikajg) tego pytania.
Zadanie polegalo zatem na tym, zeby precyzyjnie okresli¢ byty, ktérych liczba
jest podliczana.

A oto jak przedstawia si¢ historia rozwigzania problemu dotyczacego kategorii
przypadka. Kolmogorow podzielil si¢ swoimi przemysleniami na ten temat
z Uspienskim we wrze$niu 1956 roku. Na seminarium 5 listopada tego roku
Uspienski wyglosil referat na temat $cistego okreslenia kategorii przypadka
gramatycznego wedtug Kolmogorowa.

* Taki tytut podajg wszyscy badacze zwigzani z Moskiewskim Kotem Lingwistycznym,
chociaz podawany jest takze tytul Krétki kurs nauki o wierszu. Ksigzka zostala wydana w Moskwie
w 1918 roku.
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Idea Kolmogorowa, ktdrg przekazal Uspienskiemu, zaczyna si¢ od za-
uwazenia, ze obiekty moga znajdowac sie w roznych stanach. Stan obiektu
wyrazany jest za pomocg zdania i przy uzyciu rzeczownika jako nazwy obiektu
na przyklad ,kot pije mleko”, ,nie ma mleka” Jak widzimy, okreslenie stanu
obiektu w danym zdaniu moze by¢ wyrazone w réznej formie, mamy bowiem
»mleko’, ,,mleka” Dwa stany nazywa sie rownowaznymi wzgledem danego obiek-
tu, jezeli do wyrazenia stanéw obiektu w obu wypadkach uzywa si¢ nazwy
obiektu w tej samej formie. Wezmy dla przyktadu dwa stany: ,dany obiekt wrze”
oraz kot pije dany obiekt” Widzimy, ze te stany sa rownowazne wzgledem
obiektu ,mleko”, bowiem mamy ,,kot pije mleko” oraz ,,mleko wrze”. Stany te
nie s jednak rownowazne wzgledem obiektu ,woda”, bowiem wtedy uzywamy
nazwy obiektu w réznych formach dla réznych stanéw, tzn. ,woda wrze” oraz
»kot pije wod¢”. Dwa stany nazywa si¢ absolutnie rownowaznymi, jezeli s3 one
réwnowazne wzgledem kazdego obiektu, ktéry moze znajdowac si¢ w tych
stanach. Przyktadem standw absolutnie réwnowaznych sa dwa stany: ,,kot lubi
dany obiekt” oraz ,,pies pije dany obiekt”. Zbior wszystkich standw rozbija sie na
wzajemnie rozlaczne podzbiory, nazywane klasami rownowaznosci. Te klasy
maja te wlasnos¢, ze dowolne dwa stany nalezace do tej samej klasy sa absolutnie
réwnowazne, natomiast dwa stany z réznych klas nie sg absolutnie réownowazne.
Kolmogorow proponowat nazwac¢ te klasy przypadkami. Jakkolwiek jest to opis
sifa rzeczy znacznie uproszczony i pojawiajg sie jeszcze pewne trudnosci w defi-
nicji, nie bedziemy wchodzi¢ w detale i odeslemy czytelnika do oryginalnego
artykutu [28, str. 1-8] lub pracy [30, str. 291-303], gdzie znajduje si¢ postowie
z marca 2001 roku.

W jezyku matematycznym powyzsza procedura polegala na zdefiniowa-
niu na zbiorze stanéw, w ktérych moga sie znajdowac obiekty, odpowiedniej
relacji rownowaznosci. Zbidr klas abstrakcji tej relacji odpowiada zbiorowi
przypadkow.

Wydaje sie, ze idea Kolmogorowa okreslenia kategorii przypadka grama-
tycznego nie jest szerzej znana wérod polskich lingwistow. W kazdym razie
przeglad podrecznikéw akademickich poswigconych gramatyce jezyka pol-
skiego pokazuje, ze definicja Kolmogorowa nie jest tam cytowana. Definicje
wigkszo$ci autoréw nie spelniajg raczej regul $cistosci, ktérych wymaga si¢ od
definicji. Podobng sytuacje mozna zaobserwowac przegladajac rosyjskie (lub
rosyjskojezyczne) podreczniki gramatyki opisowej jezyka rosyjskiego.

4.2. Teoria ztozonosci Kolmogorowa i jej zastosowania w jezykoznawstwie. Opiera-
jac sie na swojej teorii zlozonosci (nazywanej dzis jego imieniem), Kotmogorow
zajal sie w latach szes¢dziesigtych XX wieku badaniami dotyczacymi teorii infor-
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macji. Teoria ztozono$ci pozwala, miedzy innymi, okresla¢ ztozonos¢ tekstow.
Kolmogorowa interesowaly teksty literackie, a gldwnie poezja i odpowiedz na
pytanie, jaka cze$¢ ztozonosci pochodzi od tresci (zawarto$ci semantycznej)
danego tekstu (wiersza), a jaka pochodzi od réznego rodzaju chwytow literac-
kich zastosowanych w tekscie. Z tego powodu interesowata go mowa wigzana,
bowiem dla niej stosunkowo fatwo jest okresli¢, co rozumie si¢ pod pojeciem
chwytu literackiego. Odnos$nie do wiersza mozna na przyklad méwic¢ o rytmie
czy metrum (zob. [32, str. 46]).

Zacznijmy od teorii informacji Shannona. W 1948 roku w pracy [21]
wprowadzil on pojecie entropii, ktéra obecnie nazywa si¢ entropig Shannona.
Entropia mierzy ztozonos¢ informacji w przekazywanym komunikacie czy
tekscie. Mierzy zatem ztozono$¢ komunikatu. Im wieksza entropia, tym bardziej
zlozony (skomplikowany, niepewny) jest komunikat. Komunikatem moze by¢
na przykiad dzielo literackie.

Precyzyjniej: przez komunikat (wiadomos¢) rozumie sie skoriczony lub nie-
skoniczony zbidr A = {ay, a,, ...} wiadomo$ci elementarnych a; wraz z rozkla-
dem prawdopodobienstwa P na zbiorze A. Prawdopodobienistwo wiadomo$ci
elementarnej interpretujemy jako prawdopodobienstwo nadania tej wtasnie wia-
domodci elementarnej. Wtedy wielkos¢ H = — 37, p;log, p; nazywa si¢ entropia
rozkladu P. Z twierdzenia Chinczyna z 1957 roku wynika, ze tak zdefiniowana
funkcja H jest jedynym (z doktadnoscig do statej multiplikatywnej) odwzoro-
waniem spelniajagcym pewne naturalne warunki, ktére sg intuicyjnie wymagane
od kwantytatywnej charakteryzacji pojecia informacji (zob. [17, str. 181]).

Podejscie Kolmogorowa do zdefiniowania zlozonosci oparte jest na cal-
kiem innym koncepcie (zob. [12]). Z grubsza rzecz biorac, idea oparta jest na
obserwacji, ze jezeli chcemy przekaza¢ ciagg znakow, to nie musimy przekazywac
tego ciagu, a jedynie metode (algorytm) wygenerowania tego ciagu. Aby formal-
nie zdefiniowa¢ zlozonos$¢ Kotmogorowa, potrzebne jest nam pojecie maszyny
Turinga (precyzyjny i jednoczesnie przystepny opis maszyny Turinga znalez¢é
mozna na przyktad w ksigzce [22] lub klasycznym juz podreczniku [5]). Niech x
bedzie danym stowem (nad alfabetem X). Minimalnym opisem d (x ) stowa x jest
najkrotsze stowo (M, y), przy czym M jest maszyng Turinga zatrzymujacg sie
dla stowa wejsciowego y i drukujaca na tasmie x. Ztozonos¢ Kotmogorowa K (x)
stowa x zdefiniowana jest jako dtugosé¢ stowa d(x), to znaczy K(x) = |d(x)|.

Definicja ztozonosci Kolmogorowa K(x) jest optymalna w nastepuja-
cym sensie. Niech p:£* — Z* bedzie takg funkcjg obliczalng, ze p(s) = x.
Stowo s nazywamy opisem stowa x wzgledem p. Funkcja p nazywa si¢ jezykiem
opisu. Zdefiniujmy K, (x) jako dtugos¢ najkroétszego stowa d(x), dla ktérego
p(d(x)) = x. Stad wynika, ze K,(x) = |d(x)|. W tej sytuacji dla kazdego
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jezyka opisu p istnieje taka stata c, zalezna jedynie od p, ze K(x) < K,(x) + ¢
dla kazdego x. Szczegdly i dowod powyzszej nierdwnosci mozna znalezé m.in.
w pracach (17, 22, 35]. Poréwnania obu podej$¢ do ztozonosci tekstdw, tzn.
Shannona i Kolmogorowa, dokonali Peter Griinwald i Paul Vitanyi w arty-
kule [4] (zob. tez literature tam cytowang). O wspotczesnych zastosowaniach
ztozonosci Kolmogorowa, na przyklad do fonetyki, mozna dowiedziec¢ sie z pra-
cy Kornaia [17]. O innych zastosowaniach w jezykoznawstwie napisat Uspienski
w opracowaniu [30].

4.3. Teoria wiersza — rytmika w poezji. Rozwazania na temat teorii wiersza po-
dzieli¢ mozna na dwie kategorie. Pierwsza koncentruje sie na semantyce. Teore-
tycy wiersza twierdzg, Ze wiersz ze swej natury ma wlasno$¢, ktora powoduje,
ze treéci znaczeniowe zostajg niejako uwypuklone i wzmocnione, ze wiersz jest
znacznie bardziej skomplikowany w warstwie znaczeniowej poprzez posiadanie
ztozonej sieci réznorakich pofaczen semantycznych obecnych w poszczegdlnych
wersach, a takze migdzy nimi i miedzy strofami. Sztuka, a w szczegdlnosci poezja
jest czescig wiekszej struktury. Taka teze w 1933 roku postawil Roman Jakobson:

[...] sztuka jest cze$cia spolecznej struktury, elementem pozostajacym w okre-
$lonych stosunkach z innymi, elementem zmiennym, poniewaz sie ciagle dialek-
tycznie zmienia zaréwno zakres sztuki, jak i jej stosunek do innych wycinkéw
spolecznej struktury [6, str. 138].

W zwiazku z tg skomplikowang struktura, w ktérej znajduje sie sztuka, ma-
my w poezji do czynienia ze szczegélnym rodzajem znaczenia. Znaczenie
to Jacobson uwaza za gléwny skladnik, ktéry decyduje o poetyckosci poezji
(zob. [6, str. 138-139]).

Ale w czym przejawia si¢ poetycko$é? - W tym, ze stowo jest odczuwane
jako stowo, a nie tylko jako reprezentant nazwanego przedmiotu lub jako wybuch
emocji; w tym, ze stowa, ich zestawienia, ich znaczenie, ich zewnetrzna i we-
wnetrzna forma nie sg tylko obojetnym skierowaniem uwagi na rzeczywistos¢,
lecz nabywajg wlasnej wagi i warto$ci.

Druga kategorie refleksji nad wierszem mozna okregli¢ jako formalng. W jej
obrebie bada sie wiersz z punktu widzenia jego formalnej budowy. Analizie
poddaje sie wiec strukture wiersza, elementy prozodii itp. Formalna strona
wiersza znacznie lepiej nadaje sie do badania przy zastosowaniu aparatu pojec¢
matematycznych. Wiersz, jako obiekt posiadajacy dos¢ sztywna strukture (by¢
moze z pominieciem wiersza wolnego), jest idealnym obiektem do rozwazan
matematycznych.
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Kotmogorow nie byl pierwszym, ktory zajat sie formalng analiza wiersza.
W swoim pierwszym liscie-postaniu, nawigzujac do wyktadu, ktéry wyglosit
27 grudnia 1960 roku w Moskiewskim Towarzystwie Matematycznym, Kolmo-
gorow napisal, ze méwil w nim o prowadzonych ze wspoélpracownikami pracach,
bedacymi rozwinieciem badan nad formalng analiza wiersza Andrieja Bielego,
Waleriana A. Czudowskiego, Borisa W. Tomaszewskiego, Gieorgija A. Szengeli
i Kirita F. Taranowskiego — autora wydanej w Jugostawii monografii o rytmice
rosyjskiego jamba i choreja.

Oprdcz nazwisk wymienionych powyzej nalezy jeszcze doda¢ Wiadimira
A. Nikonowa - jezykoznawce i literaturoznawce, autora pracy traktujacej o ryt-
mice w poezji Wiadimira W. Majakowskiego, ktora badal przy uzyciu metod
statystycznych (zob. [19]).

Kolmogorow byl jednak pierwszym, dla ktorego priorytetem byta $ci-
sto$¢ — udato mu si¢ jg osiggna¢. Umiescit badania nad analizg wiersza w kon-
tekscie szerszego paradygmatu nauki interdyscyplinarnej i transdyscyplinarnej,
jaka jest cybernetyka — nauka o ogélnych systemach oraz systemach samo-
regulujacych i komunikacji, a w ramach nauki o znakach - semiologii. Poj-
mowanie przez Kolmogorowa sztuki jako systemu znakowego bylo przeto-
mem i dostarczyto nowych metod badawczych w celu rozwigzania starych
problemow, a takze wygenerowalo niezliczong ilo$¢ nowych i interesujacych
pytan.

Wybitny filolog Michail L. Gasparow w swojej monografii z 1974 ro-
ku [2, str. 24] zamieszcza informacje o grupie Kolmogorowa (A. W. Procho-
row, N. D. Swietlowa, przez pewien czas — N. G. Ryczkowa i zwigzani z grupa
m.in. S. P. Bobrow i W. W. Iwanow) i ich osiagnigciach w precyzji sformutowan
definicji wystepujacych w teorii wiersza .

Gasparow za poczatek zastosowania $cistych metod w teorii wiersza uwaza
rok 1910, kiedy to Andriej Biely opublikowat ksigzke, bedaca zbiorem artykutow,
zatytutowana Symbolizm [1].

Lata dziesigte i dwudzieste XX wieku to intensywna kontynuacja naukowej
teorii wiersza. Nie sposob nie wymieni¢ tu (w kolejnosci alfabetycznej) kilku
nazwisk badaczy (rzecz jasna lista jest niekompletna): Roman O. Jakobson,
Gieorgij A. Szengieli, Boris W. Tomaszewskij, Nikolaj S. Trubeckoj, Wiktor
M. Zyrmunskij. W ciagu tych dziesieciu lat dokonano niezwykle wiele na polu
teorii wiersza i, jak twierdzi Gasparow, teoria wiersza stala si¢ jedng z najbardziej
rozwinietych dziedzin poetyki, a teoria rosyjskiego wiersza jedna z najbardziej
zaawansowanych w $wiecie [2, str. 5].

Pézniej nastgpila trzydziestoletnia przerwa, przerywana pojedynczymi
pracami na przyktad Kolmogorowa [15], po ktdrej w latach szes¢dziesigtych XX
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wieku teoria wiersza odzyla na nowo. Zajal si¢ nig Kolmogorow, jego wspot-
pracownicy i uczniowie. Cel, jaki postawil sobie i swojej grupie, byt bardzo
ambitny. Chodzilo mu o to, aby zapozna¢ si¢ z wynikami i teoriami otrzyma-
nymi przez wielkich poprzednikow z lat dziesiatych i dwudziestych XX wieku
i uscisli¢ ich rezultaty. Bylo to zgodne z dwczesnym trendem unaukowienia
humanistyki.

Wynikiem tej pracy bylo kilkanascie artykuléw, ktérych autorem badz
jednym z autoréw byt Kolmogorow. Wigkszos¢ stanowily jednak prace samo-
dzielne.

Kolmogorow pozostawil terminologie odnosnie do typéw wierszy (Onie-
gin jest dalej napisany jambem, cho¢ termin ,,jamb” od lat szes¢dziesigtych XX
wieku oznacza co innego niz na poczatku wieku XX, a dokfadniej dopiero wtedy
co$ oznacza). Podal nowe, poprawne i jednoznaczne definicje nie tylko jambu,
ale i innych metréw wierszy.

Niestety, wiele wynikéw lingwistycznych i literaturoznawczych otrzyma-
nych przez Kolmogorowa oraz wiele jego idei nie zostalo opublikowanych i nie
zachowalo si¢ do naszych dni. Drobna cze$¢ z nich przetrwata w pamieci innych
uczonych i bywaly wspominane w ich pracach [32, str. 47] i podczas réznego
rodzaju konferencji poswieconych poetyce.

W 2015 roku ukazata si¢ monografia [16], w ktorej zebrane zostaly w jed-
nym miejscu artykuly Kolmogorowa, a takze tezy niektérych jego wyktadow
dotyczacych teorii wersyfikacji.

4.4. Definicja jambu i metrum innych wierszy. Jesienia 1960 roku Kolmogo-
row zaanonsowal na Wydziale Mechaniczno-Matematycznym Uniwersytetu
Moskiewskiego cykl seminariéw Niektore problemy lingwistyki matematycznej.
Jednak zamiast cyklu seminariéw odbyty si¢ tylko trzy wyklady Kolmogorowa
(19 pazdziernika, 10 grudnia i 24 grudnia) pod istotnie innym, niz zapowia-
dany, tytulem Teoria prawdopodobieristwa i analiza rytmu rosyjskiego wiersza.
Na wyktadach obecni byli takze filolodzy, do czego przyczynit si¢ Uspienski,
reklamujac wyklady w tym $rodowisku.

Na pierwszym wykladzie Kolmogorow moéwil o definicji jambu. Poka-
zywal, jakie ulomnosci maja wczesniejsze definicje podane przez teoretykow
wersyfikacji.

Przede wszystkim zauwazmy za Kolmogorowem, ze mozemy méwic o jam-
bie jako wlasciwosci stopy oraz o jambie jako wlasciwosci wersu. Zazwyczaj
mowilo sie (i bardzo czgsto mowi sie nadal), cytujac definicje Bietego, ze stopa
jambu skfada si¢ z dwoch sylab, z czego pierwsza jest nieakcentowana, a druga
akcentowana. Wezmy jako przyklad stynnego Eugeniusza Oniegina. Pierwszy
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wers ,,Moj diadia samych czestnych prawil,” zawiera jambiczne stopy zdefinio-
wane wyzej. Natomiast drugi wers: ,,Kogda nie w szutku zaniemog” nie spelnia
juz tego wymagania i nie sklada sie z jambicznych stop. Okazalo sie, ze aby
rozwigza¢ ten problem, nalezy zmieni¢ definicje jambicznej stopy. Kolmogo-
row stwierdzil, Ze nalezy odréznic stope méwiona, czyli ciag akcentowanych
i nieakcentowanych sylab, od stopy metrycznej, czyli polaczenia pewnych abs-
trakcyjnych jednostek nazywanych silnymi sylabami (lub iktami) oraz stabymi
sylabami (lub stabymi czasami). Nastepnym etapem budowy definicji jambu
(i innych metréw wierszy) jest okreslenie zasad, jakie majg spetnia¢ akcento-
wane i nieakcentowane sylaby stopy méwionej oraz silne i stabe sylaby stopy
metrycznej.

Mozna tu zauwazy¢ pewng strukturalng dwoistos¢ analogiczng do pojecia
gloski i fonemu, czy ogdlnie do langue i parole Ferdinanda de Saussurea.

Definicja jambu okazuje si¢ bardzo zwiezta, jesli czytelnik zna wystepujace
w niej terminy (zob. [37, str. 313]):

[...] wersem jambicznym nazwiemy taki, w ktérym nie ma stowa, naruszajacego
zakaz Jakobsona, chyba ze stowo to podpada pod pozwolenie Trediakowskiego.

Streszczenie dokonan Kolmogorowa i jego wspdtpracownikéw oraz uczniow
na polu teorii wiersza i ogdlnie literaturoznawstwa daje Szyrajew w pracy [24].

5. Uwagi koncowe

Wydaje sie, ze niewielu polskich matematykéw znajacych niektore pra-
ce Kolmogorowa, w tej czy innej dziedzinie matematycznej, wie na przyktad
o jego pracach literaturoznawczych dotyczacych teorii wiersza. Mozna podej-
rzewad, ze wielu literaturoznawcow réwniez nie jest sSwiadomych istnienia tych
prac.

Mamy wrazenie, ze wciaz istnieje podzial na fizykéw i lirykéw, pocho-
dzacy z wiersza Borysa Stuckiego pod tym samym tytulem. Gléwna przyczyna
tego podzialu zdaje si¢ by¢ odmienny sposéb myslenia ludzi zajmujacych sie
naukami $cistymi i humanistycznymi. Rozumiat to Kolmogorow, piszac dla
humanistéw.

Uspienski napisal bardzo ciekawg, niewielkich rozmiaréw, ksigzke o rézni-
cach dzielgcych matematykéw i humanistow Matiematiczeskoje i gumanitarnoje:
prieodolenije barjera [33]. Juz w tytule podkresla potrzebe pokonania bariery
dzielacej ich.

Czy ta bariera zostanie kiedys zniesiona?
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Zdzistaw Skupien (Krakdéw)

Maksymalne przecinanie wielu bipiramid

1. Problem Browkina

W trzydziestym tomie Wiadomosci Matematycznych, w 1993 roku Jerzy
Browkin postawil nastepujace pytanie.

Zadanie 1.1 [1]. Czy istnieje wielo$cian wypukly o k krawedziach i ptaszczyzna
nie zawierajgca jego wierzchotkow, ktéra przecina wiecej niz %k jego krawedzi?

Takie przecinanie (bez przecinania weztéw) nazywamy lekkim.

Okazuje sie, Ze rozwigzanie powyzszego zadania ma ciekawe powigzania
z wielo$cianami tréjwymiarowymi i teorig grafow. W szczegdlnosci, negatywna
odpowiedz na powyzsze pytanie stala si¢ dla mnie inspiracja do konstrukcji
nieskonczonego ciggu tzw. bipiramid ze strung. U bryl tych nie zaobserwu-
jemy regularnosci, jednak pewng regularno$¢ dostrzezemy w metodzie ich
konstrukgji, o czym bedzie mowa dale;j.

Wielo$cian, spelniajacy zadane w powyzszym problemie warunki, nie
istnieje.
Twierdzenie 1.1. Plaszczyzna lekko przecinajgca wieloscian wypukly o k krawe-
dziach przecina co najwyzej 2k /3 krawedzi.

Najwazniejszym wynikiem jest wykazanie, ze ograniczenie Browkina
2k/3 ma charakter progowy. Mianowicie, dla kazdego n > 4 prezentujemy
wielo$cian wypukty o n wierzchotkach i k = 3n — 6 krawedziach, ktéry dopusz-
cza plaszczyzne przecinajacg wlasnie 2k /3 sposrod krawedzi. Wielo§cianami
tymi sg czworoscian foremny dla n = 4, szescio$cian dla n = 5 (sklejenie

© 2020 Polskie Towarzystwo Matematyczne
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dwoch kopii czworo$cianu) oraz wspomniana bipiramida ze strung dla kazde-
go n > 5. Grafem takiego przykladowego wieloscianu jest graf odpowiedniej
n-wierzchotkowej triangulacji sfery.

2. Wielo$ciany i grafy

Podstawowym wynikiem teorii wielo§ciandw tréjwymiarowych jest na-
stepujaca charakteryzacja.

Twierdzenie 2.1 (Steinitz, zob. [3]). Dany graf G jest grafem wieloscianu wypu-
klego, gdy jest planarny i 3-spojny.

Przypomnijmy, ze graf nazywamy 3-spdjnym, gdy jest spojny, ma przynaj-
mniej cztery wierzcholki, a usunigcie z niego jednego lub dwdch wierzchotkdw
nie psuje spojnosci.

Obszerny i elementarny dowod podaje Griinbaum w swojej ksigzce [2,

str. 235-242]).
Dowéd twierdzenia 1.1. Niech M bedzie powierzchnig wielo$cianu wypuktego
w przestrzeni trojwymiarowej. Kazda $ciana jest zatem wypuktym wielokatem
plaskim, a kazda krawedz - odcinkiem przynaleznym do doktadnie dwoch
$cian.

Niech G = G(M) oznacza graf powierzchni M, tzn. G = (V(M), E(M)),
przy czym V(M) i E(M) to zbiory odpowiednio wierzchotkéw i krawedzi
powierzchni. W tym przypadku zatem k := |[E(M)|.

Rozwazmy dowolng plaszczyzne P, ktéra lekko przecina M, czyli nie
zawiera zadnego wierzchotka powierzchni M. Jeéli zatem P przecina dowol-
ng $ciang, to P przecina dokladnie dwie krawedzie tej $ciany, a przecieciem ze
$ciang jest odcinek. Kazdy taki odcinek nazywamy krawedzig przecigcia PN M -
wierzchotkami przecigcia sg konce tych odcinkow. To przeciecie jest nosnikiem
grafu Gp = G(P n M), ktéry jest cyklem i nazywany jest grafem przecigcia
powierzchni M.

Zalézmy, ze przecigcie P N M ma m krawedzi, zatem P przecina doklad-
nie m $cian i m krawedzi powierzchni M. Nadto P przecina dokladnie dwie
krawedzie z kazdej przecietej $ciany i nie przecina przynajmniej jednej krawedzi
z kazdej $ciany wielo$cianu. Oznacza to, Ze co najmniej m/2 krawedzi nie prze-
cina P. Liczba krawedzi M to k, spelniona jest wiec nieréwnos¢ k > m + m/2,
a stad wynika, ze m < 2/3k. O

Whniosek 2.2. Jesli m = 2k/3, to P przecina kazdg Sciang i kazda $ciana jest
tréjkgtna.
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3. Przyklady

Jako pierwszy przyklad rozwazmy plaszczyzne przecinajaca wszystkie
$ciany czworoscianu foremnego (ktory ma cztery trojkatne $ciany, cztery wierz-
cholki oraz k = 6 krawedzi). Jako P wybierzmy taka plaszczyzne réwnolegla do
dwoch niesgsiednich krawedzi, ze te krawedzie s3 rowno oddalone od P. Wtedy
przeciecie jest kwadratem, a zatem m = 4 = 2k/3.

W nastepnym przykltadzie przecinamy krawedzie szescio$cianu o pieciu
wierzchotkach, dziewigciu krawedziach i szesciu $cianach tréjkatnych réwno-
bocznych, otrzymanego przez sklejenie dwoch kopii czworoscianu foremnego.
Od tej bryty odcinamy krawedz taczaca dwa wierzcholki stopnia cztery. Przecieta
jest wiec kazda $ciana oraz szes¢ krawedzi, czyli dwie trzecie spos$rod wszystkich
krawedzi bryly.

Zauwazmy, ze optymalna plaszczyzna lekko przecinajaca wieloscian jest
plaszczyzng, ktéra odcina pojedyncza krawedz lub pojedyncza $ciane.

Nastepne przyktady klasycznych wielo$ciandw sugeruja, ze liczba przecig-
tych krawedzi spada, gdy wielo$cian ma sze$¢ lub wiecej wierzchotkéw. Rozwaz-
my bowiem najprostsze nawzajem dualne bryly platonskie: szescian i o§mio$cian
foremny. W przypadku tych bryt przy odcinaniu krawedzi i $ciany liczbami
przecietych krawedzi sa odpowiednio cztery i cztery oraz szes¢ i sze$¢, obie zas
bryly majg az po dwanascie krawedzi.

Wréémy wiec do szeScio$cianu, ktory jest bipiramida. Jako bipiramida ma
ona dwa wierzchotki szczytowe (powiedzmy W i W5) i sg to wierzcholki stopnia
trzy. Tréjkat indukowany przez pozostate wierzchotki, powiedzmy wierzchotki
A, B, C, nazywamy podstawg albo (moze lepiej) przepong tej bipiramidy.

4. Wysoce regularny ciag bipiramid z ekstremalnym przecinaniem

Szescio$cian przeksztalcamy w nowg izomorficzng bryte o tej samej prze-
ponie ABC. Usuwamy mianowicie wszystkie krawedzie przylegte do W; lub
W i te wierzchotki szczytowe W) i W, umieszczamy na prostej prostopadtej
do przepony i zawierajacej wierzchotek A tak, aby punkt A byt srodkiem od-
cinka W) W,. Oba wierzcholki W; faczymy krawedziami z wierzchotkami B i C.
Otrzymany graf planarny o pigciu wierzchotkach jest grafem potriangulowanego
sze$cio$cianu wypuklego. Zaktadamy, Ze odcinek W, W, (zawierajacy A) jest na
brzegu bryly, czyli jest kwazikrawedzig bryly - jest on nazywany strung bryly.
Dlatego te bryte nazywamy bipiramidg ze struna. Jest to bipiramida trdjkatowa,
bo jej przepong jest trojkat.
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W ogdlnosci, jesli przepona jest p-katem foremnym dla dowolnego natu-
ralnego p > 3, to otrzymujemy potriangulowang bipiramide p-katowa ze strung.
Wtedy odcinanie tej struny jest lekkim przecinaniem wszystkich $cian, czyli
przecietych zostaje 2/3 sposrod krawedzi bipiramidy.

Reasumujac, w konstruowaniu bryt wida¢ regularnos¢ - ale regularnos¢
kazdej z nich ogranicza si¢ do dwoch plaszczyzn symetrii. Jednakze kazda z tych
bryl dopuszcza plaszczyzne przecinajgca az 2/3 ze wszystkich krawedzi.
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Rozmowa z Ianem Stewartem

Ian Stewart to znakomity angielski matematyk, emerytowany profesor
University of Warwick w Wielkiej Brytanii. W 2001 roku zostal czlonkiem
Royal Society'. Jego gléwne wyniki naukowe zwigzane sg z szeroko pojeta teoria
ukladéw dynamicznych. Znany jest jako autor licznych ksigzek; cze$¢ z nich
zostala przettumaczona na jezyk polski. Rozmowa - z wykorzystaniem polaczen
elektronicznych na linii angielsko-polskiej — odbyla si¢ wiosng 2020 roku.

Krzysztof Ciesielski: Zacznijmy od twoich znakomitych ksigzek. Napisates
mnéstwo popularnych ksigzek o matematyce, ale réwniez zaawansowane mono-
grafie, podreczniki dla studentow, komiksy, ksigzki o komputerach i opowiesci
science fiction. Gdy bylem w Warwick trzydziesci lat temu, tamtejsi matematycy
zartowali, ze ,,Stewart pisze jedng ksigzke tygodniowo”. Zapytatem cig wtedy, ile
ksigzek napisates, a ty odpowiedziates, ze - jezeli liczy¢ kazde wydanie i kazde
ttumaczenie osobno - to okoto setki. Wtedy zadna z twoich ksigzek nie byta wy-
dana w Polsce - teraz jest ich dwadziescia pigc i wszystkie zostaly napisane po
tamtej rozmowie. Ile wigc ksigzek napisates? Ktore ci si¢ najbardziej podobajg?

Ian Stewart: Lacznie jest ich okolo stu dwudziestu (nie liczagc ttumaczen).
Po dolgczeniu przektadéw wychodzi nieco ponad czterysta, a kolejne pie¢dzie-
sigt jest w przygotowaniu. Okolo pigcdziesigciu z tych stu dwudziestu to ksigzki

' The Royal Society of London for Improving Natural Knowledge jest brytyjskim odpowiedni-
kiem Akademii Nauk.
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w rodzaju ,jak programowa¢ na domowym komputerze’, wydane w goracz-
kowym trzyletnim okresie w latach osiemdziesigtych ubiegtego wieku. Mam
w dorobku zaréwno ksigzki dla dzieci, jak i monografie badawcze. Wiele z nich
ma wspolautordéw, co jest bardzo praktyczne. Dobrze si¢ pisze z innymi - o ile
wybierze si¢ wlasciwych ludzi.

Moje ulubione to chyba Czy Bog gra w kosci?, gdyz byla pierwsza moja
znaczaca ksigzka popularng o matematyce, Gabinet matematycznych zagadek,
ktdrej pisanie bylo dla mnie wspanialg zabawg i ktéry osiagnal szdste miej-
sce na Amazonie, oraz Siedemnascie rdwnan, ktére zmienito swiat, ktora, ku
zaskoczeniu wszystkich, znakomicie si¢ sprzedawata.

Mysle, ze Czy Bog gra w kosci? jest twojg najbardziej znang ksigzkg, praw-
da? Przy okazji - jej najnowsze wydanie istotnie rézni si¢ od pierwszego... Jak
zmienila sig ta ksigzka? Ile egzemplarzy zostato sprzedanych?

Tak, to pewnie ta najbardziej znana. Wlasciwie od tamtego czasu jest juz
tylko gorzej... Przypuszczam, ze masz na mys$li jedng z moich najnowszych
ksigzek Czy kosci grajg w Boga?, ktora jest zupelnie inna. Drugie wydanie Czy
Bég gra w kosci?, z 1996 roku, jest wcigz wznawiane. Sprzedano okoto stu pigé-
dziesigciu tysiecy egzemplarzy. W nowej ksigzce pisz¢ o rozmaitych sposobach
wykorzystania matematyki do zrozumienia niepewnosci — od probabilistyki
do teorii kwantowej. Niektore jej czgsci sa niekonwencjonalne. ,,Odwrécitem”
tytul, by w ten sposéb ,,zamkna¢” moje pisanie - ale potem napisalem kolejna
ksigzke, jeszcze nie opublikowana.

W pewnej ksiegarni w Krakowie widziatem Czy Bog gra w kosci? w dziale
ksigzek religijnych. Znasz podobne zabawne historie zwigzane z twoimi ksigzka-
mi?

Coéz, Amazon wcigz oferuje mi moje wtasne ksigzki, bo od czasu do czasu
sprawdzam, jak si¢ sprzedaja. Kto$ myslal tez kiedys, ze Matematyka Zycia jest
o zyciu codziennym, a nie o biologii. Ksiggarnie nigdy nie wiedzg, czy Nauke
Swiata Dysku umiesci¢ w dziale popularnonaukowym czy wsréd ksiazek science
fiction.

Na ile jezykow przettumaczono twoje ksigzki?

Nie liczac angielskiego, jak dotad na trzydziesci trzy. Plus amerykanski...
W tych trzydziestu trzech s3 indonezyjski, estoniski i wietnamski.

W twoich ksigzkach jest mnostwo Zartow zwigzanych z angielskg kulturg
i historig, a takze gier stownych. Podam przyklad z jednego z twoich dowcipéw
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rysunkowych. Jest to plakat z rysunkiem przedstawiajgcym Paula Halmosa z cyr-
klem i wielkim kotem, reklamujgcy nieistniejgcy film o tytule Radius of the Lost
Arc? Nie obawiasz sig o jakos¢ thumaczenia swoich ksigzek?

To juz problem tlumaczy! Przyjmuje, ze wykonuja swoja prace najlepiej,
jak potrafig. Wielu dowcipéw nie da si¢ przettumaczy¢. Sam troche ttuma-
czytem, gtéwnie z francuskiego na angielski, i mialem ten sam problem. Raz
mialem okazje wstawic zart angielski, ktorego nie bylo w oryginale. Sadze, ze
inni ttumacze tez tak robig. Mam przero$niete poczucie humoru i nie jestem
w stanie si¢ powstrzymac.

Jestes tez swietnym rysownikiem, swoje rysunki podpisujesz ,Cosgrove”.
Skad wzigt si¢ ten pseudonim?

W zadnym wypadku $wietnym, ale prébuje czasem sit w rysowaniu, na
przyklad jestem autorem trzech komikséw matematycznych, wydanych po fran-
cusku. Maluje tez — nieco bardziej artystycznie - pejzaze akwarelg. Pseudonim
»Cosgrove” powstal, gdy grupa doktorantéw University of Warwick postanowila
w 1968 roku zatozy¢ czasopismo Manifold®. Bylem wéréd nich i postanowitem
umieszcza¢ w numerach krotkie historyjki obrazkowe ,,Gruppen”. Tytul (po
niemiecku ,,grupy”) powstal, gdy jeden z nas byt w Instytucie Matematycznym
w Oksfordzie i zauwazyl pustg szklang gablote. W tamtym czasie matematycy
wcigz odkrywali nowe sporadyczne skonczone grupy proste, a my zartowali$my,
ze gablota byta przygotowana dla kolejnej z nich. W Warwick wyciglismy z tektu-
ry komiksowe postacie grup prostych, wlozylismy je do pudetka, a John Jaworski
zaproponowal nazwe ,,Gruppen”. Uznalismy, ze rysownik musi mie¢ pseudonim,
i John zauwazyt na $cianie kalendarz z lokalnej filii Cosgrove Garage® Jak to
czesto w zyciu bywa, ukradli$my sobie te nazwe.

Moze warto powiedzie¢ cos o Manifold, ktére bylo czyms wyjgtkowym.

Manifold bylo czyms, co wielbiciele science fiction nazywaja fanzinem.
Powielalismy je samodzielnie, uzywajac sprzetu Instytutu Matematyki (za zgoda
profesora Christophera Zeemana, dyrektora Instytutu). Jak na dzisiejsze stan-
dardy, ten sprzet byl dos¢ prymitywny, a zeszyty musielismy spinac recznie. W
pis$mie byta mieszanka powaznych tekstéw o waznych matematycznych ideach

? Aluzja do filmu Poszukiwacze zaginionej Arki (ang. Raiders of the Lost Ark) z Harrisonem
Fordem w roli gléwne;.

S w jezyku angielskim ,,manifold” oznacza ,,rozmaito$¢’, ale tez ,,ré6znorodny”.

* Angielska firma motoryzacyjna handlujaca uzywanymi samochodami.
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Ian Stewart

oraz materialéw humorystycznych. Planowaliémy wydawa¢ trzy numery w
roku i tak bylo przez pierwsze cztery lata. Potem troche zwolnilismy tempo,
ale w sumie wydalismy dwadziescia zeszytow. W najlepszym momencie sprze-
dawalismy szes¢set egzemplarzy kazdego zeszytu. Finansowalis§my to dzieki
zagranicznym prenumeratorom instytucjonalnym, ktérzy placili cene okoto
dziesieciokrotnie wyzsza od normalnej. Nasze pismo bylo prenumerowane
przez wiele uniwersytetow, szczegélnie z Ameryki. Niektore artykuly zostaty
potem wydane w formie ksigzki°.

Tak dotarlismy do University of Warwick. Wazng osobg tamtejszego insty-
tutu matematycznego byt Christopher Zeeman. Ty i Tim Poston zadedykowaliscie
mu swojg ksigzke o teorii katastrof stowami: ,,Christopherowi Zeemanowi, u kto-
rego stop siedzimy i na ktorego ramionach stoimy”. Byl wyjgtkowg i wyrézniajgcg
sig osobg. Powiedz cos wigcej o Zeemanie.

Chciatbym podkresli¢, ze ta dedykacja to haiku®. Mato kto to zauwaza.
Christopher Zeeman byl niesamowity. Byl pracoholikiem - nie byto chwili,
w ktorej by nie pracowal. Zatozyl Warwick Mathematics Research Centre, ktdre

> Wybér tekstéw z Manifold ukazal sie w ksigzce Seven years of Manifold 1968-1980 pod
redakeja L. Stewarta i J. Jaworskiego.

8 Oczywiscie, tylko w wersji angielskiej, ktéra brzmi ,,To Christopher Zeeman, at whose
feet we sit, on whose shoulders we stand”.
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organizowalo sympozja na biezace tematy, oraz Instytut Matematyki. Robil
wszystko, poczawszy od wyglaszania wyktadow dla pobliskich szkoét czy w radiu
do pelnienia funkcji administracyjnych w waznych organizacjach. Byt tez znako-
mitym topologiem. Gdy byl przytloczony pracg i musial odrzucaé zaproszenia
na imprezy popularyzujace matematyke, prosit mnie, bym si¢ tym zajal. Mysle,
ze wyczul we mnie bratnig dusze. Zmart w 2016 roku, ale pozostawione przez
niego dziedzictwo jest w Instytucie w Warwick wciaz zywe.

Otrzymates od University of Warwick doktorat i rozpoczgles prace w tamtej-
szym Instytucie Matematyki. Z tego co wiem, w Wielkiej Brytanii bardzo rzadko
si¢ zdarza, ze mtody doktor dostaje prace na uniwersytecie, na ktérym uzyskat
doktorat. Jak to byto w twoim przypadku?

W tamtych czasach takie sytuacje zdarzaly si¢ czgsciej, bo rzad brytyjski
wladnie zatozyl okoto o$miu nowych uniwersytetéw, w tym Warwick. Przez
kroétki czas kazdy z doktoratem z matematyki mdgt zosta¢ zatrudniony na
uniwersytecie, jezeli tylko chcial. Konczytem doktorat i szykowalem sie do
poszukiwania pracy. Pewnego dnia przychodze, a tam mi méwig ,,Gratulacje,
dostate$ prace” Na co ja: ,,Jaka prace?” , Tymczasowa, wykladowcy na nastepny
rok. Nie skladates podania, ale uznaliSmy, ze nadajesz si¢ lepiej niz inni, ktérzy
sie zglosili. Chcesz?”. Po roku moje zatrudnienie zmienili na stale, wiec nalezy
przyjac, ze byli zadowoleni.

To dobry moment, by zajgc si¢ twoimi badaniami i wynikami naukowymi.
Doktorat pisates o algebrach Liego, ale potem zmienites zainteresowania.

Gdy przybylem do Warwick, by zrobi¢ doktorat, chcialem pracowac w teo-
rii grup nieskonczonych. W Warwick byl Brian Hartley, ktéry zostal moim
promotorem. Zasugerowal, bym badal pewne zwiazki miedzy grupami nieskon-
czonymi i nieskonczenie wymiarowymi algebrami Liego. Udato mi si¢ z tym
uporaé w ciaggu czterech miesiecy i dalej pracowalem w tematyce algebr Liego,
a po dwoch latach uzyskatem doktorat.

Okolo 1970 roku moj obszar badawczy si¢ zmienil. Zeeman zainteresowat
sie teorig katastrof, czyli nowymi ideami René Thoma dotyczacymi osobliwosci.
Wyklady Zeemana zainspirowaly jego doktoranta Tima Postona i mnie. Napi-
saliSmy o tym wspdlnie prace, opublikowana w 1977 roku. Wtedy wlasnie obaj
zajelismy sie ta teorig.

Przez pewien czas moja lista publikacji wygladala jak beztadna zbieranina.
Nastepny krok mial miejsce w 1983 roku, gdy pojechalem (wraz z moja zong
Avril i synami Jamesem i Christopherem) do Houston w Teksasie, by przez rok
pracowac z Martym Golubitskym. On zauwazyt mozliwos¢ zastosowania teorii
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osobliwosci i teorii grup do ukladéw dynamicznych z symetrig. W tamtym
roku napisalismy dwa artykuly, jeden o symetrycznej bifurkacji Hopfa, a drugi
o jej zastosowaniu do przeptywu Couette'a-Taylora cieczy. Potem pracowalismy
razem w tej tematyce, w koficu przenoszac si¢ do dynamiki sieci. Nadal zresztg
wspoOlpracujemy.

W 2003 roku zorientowali$my sie, Ze mozemy rozwina¢ podobna teorie
dla sieci sprzezonych ukltadéw dynamicznych, niekoniecznie symetrycznych.
Od tego czasu wcigz badamy te zagadnienia. Napisalem tez kilka pojedynczych
artykuléw na inne tematy. Praca Hassana Babikera i Staszka Janeczki, ktora
Staszek pokazal mi niedawno podczas mojej wizyty w Polsce, zainspirowata
mnie do zajecia si¢ fancuchami czworosciandéw foremnych - i napisalem o nich
prace. Po przejsciu na emeryture moge robi¢, co chce, nie obawiajac sie, ze
ucierpi na tym moja kariera.

Zostates cztonkiem Royal Society - jestem przekonany, ze przede wszyst-
kim ze wzgledu na wyniki twoich badan. Ktore z nich uwazasz za najbardziej
wartosciowe, ktore ci si¢ najbardziej podobajg?

Zostalem wybrany czlonkiem Towarzystwa za polaczenie popularyzacji
nauk przyrodniczych (gtéwnie matematyki) i wartosciowych osiggnie¢ nauko-
wych. Zeby zosta¢ wybranym wylgcznie na podstawie wynikéw pracy badaw-
czej, trzeba osiaggnac lepsze rezultaty niz ja. Mysle, ze najbardziej uzytecznymi
moimi wynikami byly te zawarte w pracy z Martym o symetrycznych bifurka-
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cjach Hopfa. To przydatny rezultat, z mnostwem zastosowan, ktdry przy okazji
przekonal nas, Ze powinni$my razem rozwija¢ takie samo podejscie do ogolnej
teorii symetrii w dynamice i teorii bifurkacji. Innym artykutem, z ktorego jestem
dumny, jest moja pierwsza praca poswigcona dynamice sieci, z Martym i Mar-
cusem Pivato. To otworzylo catkiem nowy obszar badan. Oczywiscie mnoéstwo
innych os6b pracowalo nad sieciami, ale my podeszlismy do nich w takim duchu,
jak Thom i Stephen Smale w przypadku ukladéw dynamicznych - pytajac, jakie
sg ogolne struktury i twierdzenia.

W ksigzce Listy do mlodego matematyka pisates o swoim rozwigzaniu
pewnego problemu, ktore powstato w oryginalny sposéb. Napisates, ze bazgrates
na kartce na temat tego zagadnienia, bez konkretnego rezultatu, przez calg podréz
pociggiem z Warszawy do Krakowa. Lektura tego fragmentu zrobita na mnie duze
wrazenie, bo od razu skojarzylem to z twojg wizytg w Krakowie w czerwcu 2002
roku — czekatem wtedy na ciebie na dworcu i gdy pocigg przyjechat, odwioztem
cig do hotelu. Zupetnie nie wyglgdates wtedy na kogos, kto ciezko i bezskutecznie
pracowat przez ostatnie trzy godziny nad fascynujgcym problemem.

To prawda! Zawsze biore notes i piéro do pociaggdw i samolotéw, bo one
sa czesto dobrym miejscem do pracy naukowej. Jest sie¢ w nieznanym miejscu,
wiec mysli nie idg utartym szlakiem, a do tego przez pare godzin nie ma si¢
nic do roboty. Wtedy, w drodze do Krakowa udato mi si¢ jednak do czego$
dojs¢, a definitywnie rozwigzatem problem w drodze powrotnej do Warszawy.
Chodzilo o synchronizacje w sieciach i konstrukeje sieci ilorazowej, ktéra ma
dynamike klastréw synchronicznych.

Ile razy odwiedzites Polske? Ostatnio otrzymales prestizowe wyroznienie

Kosmos Pitagorasa’.

Jak dotad dwukrotnie. Mam nadzieje zwiekszy¢ te liczbe. Zwazywszy na
COVID-19, niestety pewnie nie tak szybko.

Pewnie najbardziej prestizowym wyroznieniem, jakie cig spotkato, bylo
cztonkostwo Royal Society, prawda? Ktére sposréd swoich wielu wyrdznien naj-
bardziej cenisz?

Tak, cztonkostwo w Royal Society zdecydowanie wygrywa. Wysoko na
lidcie jest tez Medal Faradaya® Royal Society za popularyzacje, a takze Medal

7 Wiecej o tym wyrdznieniu mozna przeczytaé w zeszycie 54 (2) Wiadomosci Matematycz-
nych w artykule o Centrum Studiéw Zaawansowanych na Politechnice Warszawskiej.

¥ Medal przyznawany corocznie od 1986 roku za mistrzostwo w przekazywaniu nauki
w Zjednoczonym Krolestwie. Stewart otrzymat go w 1995 roku.
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Zeemana® przyznawany przez London Mathematical Society i Institute of Ma-
thematics and its Applications. Oczywiscie Kosmos Pitagorasa. Lewis Thomas
Prize for Science Writing'®, ktéra otrzymalem wspélnie ze Steveem Strogatzem.
Jestem tez dumny z Bloody Stupid Johnson Award for Innovative Uses of Mathe-
matics, przyznanej mi na Konwencie Swiata Dysku w 2016 roku. Swiat Dysku
jest humorystycznym $wiatem fantasy niezyjacego juz sir Terryego Pratchetta,
ktorego ksigzki sprzedawaly si¢ w milionach egzemplarzy.

Jednym z redaktoréw The Mathematical Intelligencer zostates zaraz po
tym, gdy Manifold przestato istnie. Jak to si¢ stato? Jak wyglgdata praca w tym
czasopismie?

Byta to naturalna kolej rzeczy. Bylem przez pewien czas redaktorem dzialu
recenzji The Mathematical Intelligencer, bytem tez odpowiedzialny za kolumne
Mathematical Tourist, w ktdrej publikowali$my artykuty réznych autoréw o ma-
tematycznych pomnikach, budynkach i w zasadzie wszystkim matematycznym
na calym $wiecie. Sprawialo mi to sporg rados¢, bardzo to lubitem.

Wspélpracowales tez aktywnie z Scientific American. Powiedz cos o tym.

Jako nastolatek bytem mito$nikiem kolumny Mathematical Games Mar-
tina Gardnera. Gdy zakonczyt jej pisanie, na pewien czas przejal ja Douglas
Hofstadter, a potem Kee Dewdney, ale zmienita si¢ wtedy w kolumne rekreacji
komputerowych. Wydanie francuskie Pour La Science chcialo mie¢ nadal ko-
lumne¢ matematyczng i przez pewien czas jg mialo, ale potem jej autor musial
zakonczy¢ prace. Poprosili mnie wigc, bym ja przejat (Christopher Zeeman znat
redaktora, Philippe’a Boulangera, wigc podejrzewam, ze maczal w tym palce).
Zaczatem pisa¢ do wydania francuskiego w 1987 roku. Potem podjety to wydania
w innych jezykach, az wreszcie dolaczylo do nich gléwne - amerykanskie - i od
1990 do 2001 roku napisatem dla nich dziewig¢édziesiat sze$¢ odcinkow. Dla
wydania francuskiego bylo ich sto trzydziesci pie¢.

Zwykle, gdy robi si¢ wywiad ze stawnym matematykiem, to pytanie pa-
da jako pierwsze, ale ja je postawie dopiero teraz. Jak to sig stato, ze zostates
matematykiem?

We wrze$niu 1956 rozpoczatem nauke w Harvey Grammar School w Fol-
kestone. Podczas dwoch ostatnich lat nauki uczniowie przygotowuja si¢ do

® Medal ten przyznawany jest co dwa lata za promocje i upowszechnianie matematyki dla
szerokiego grona odbiorcéw w Zjednoczonym Krolestwie. Stewart byt pierwszym laureatem tej
nagrody, w 2008 roku.

' przyznawana przez Rockefeller University od 1993 roku.
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egzaminéw A-level'! Jako przedmioty egzaminacyjne wybratem matematyke
teoretyczna, matematyke stosowang i fizyke. Nauczycielem matematyki w star-
szych klasach byl Gordon Radford. Miatem szczg¢$cie — byt on osoba bardzo
inspirujacg i miat znaczacy wplyw na moja decyzje o studiowaniu matematyki.
Jezeli mial w klasie nadzwyczaj zdolnego chlopaka'? poswiecal wiele czasu
na uczenie go materiatu spoza programu. W moim roczniku w szkole mial
pieciu takich podopiecznych i po okolo sze$ciu miesigcach zorientowat sie, ze
znamy juz caly dwuletni program, wigc kazal nam siedzie¢ z tylu, robi¢ zadania
domowe i nie przeszkadza¢ pozostalym. Potem, w swoim wolnym czasie (okoto
trzech i p6t godziny tygodniowo), pracowal z nami nad materialem spoza syla-
busa. Studiowali$my teori¢ mnogosci, ktdrej on sam chciat si¢ nauczy¢. Gléwna
informacja, ktérg stamtad wyniostem, byto to, ze matematyka jest znacznie
obszerniejsza, niz wiekszosci ludzi sie wydaje.

Wplyw na moje ksztalcenie miala tez kolumna Gardnera Mathematical
Games w Scientific American. Wedle stéow Rona Grahama, Gardner sprawil, ze
setki dzieci staly si¢ matematykami, a setki matematykéw — dzie¢mi. Czytalem
te kolumne co miesiac, a wiele lat pdzniej sam jg prowadzitem. Od Gardnera
dowiedziatem si¢, ze matematyka moze by¢ zabawa, i Ze caly czas odkrywana
jest nowa matematyka. Razem z paroma przyjaciétmi zabawialismy sie wiec
réznymi rzeczami, mniej lub bardziej powigzanymi z matematyka. Jeden z nas,
by sprawdzi¢ wyprowadzony przez nas wzdr, rzucal piecioma kos¢mi okoto stu
tysiecy razy.

W wieku szesnastu lat wiedzialem, ze chce studiowa¢ matematyke lub
tizyke, ale nie bytem pewny, ktdra z nich. Pan Radford chcial, zeby trzech z nas
zdawalo egzaminy A-level o rok wczes$niej. Dyrektor, dla zasady, nie chcial si¢
zgodzi¢, ale pan Radford miat chytry plan. Uczniowie starszych klas tygodniami
przygotowywali si¢ do probnego egzaminu A-level z matematyki teoretycznej
i stosowanej. W dniu tego egzaminu (pierwszy zdawano rano, drugi po potu-
dniu), gdy nasza tréjka zjawita sie w szkole, wzigt nas na bok, i powiedzial: ,,nie
macie dzisiaj normalnych lekcji - piszecie z nimi egzamin prébny”. Zadnych
powtdrek, zadnego ostrzezenia. ZajeliSmy pierwsze trzy miejsca, zgodnie z jego
przewidywaniem. Na tej podstawie, pofaczonej z ostatnig szansa na stypendium
panstwowe, dyrektor zgodzil sie, Zzebysmy pisali A-level rok wczesniej, a pdzniej
S-level .

"' Egzaminy te s3 z grubsza odpowiednikiem matury rozszerzonej.

"> Harvey Grammar School jest szkota meska.

" Dodatkowy egzamin pozwalajacy wowczas ubiegaé sie o stypendium pafistwowe i miejsce
na najbardziej prestizowych uniwersytetach.
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To zdarzenie zmienilo moje zycie. Pan Radford znal matematyka z Cam-
bridge, Davida Epsteina, ktorego uczyl wczesniej w Afryce Poludniowej. Popro-
sif go o rade, co ze mng zrobi¢. David pracowal w nowo zatozonym Churchill Col-
lege, gdzie poszukiwano chlopcow ze szkét srednich. ,,Przyslij go do nas”, powie-
dzial. Otrzymalem wigc formalny list z oferta studiéow w Churchill, pod warun-
kiem, ze wezme udzial w egzaminie wstepnym (cho¢ nie musialem go nawet zali-
czy¢). Dyrektor byl w szoku - nic podobnego nie przytrafito sie wczesniej zadne-
mu z jego podopiecznych. Podszedlem wigc do tego egzaminu i poszto mi na tyle
dobrze, ze przyznano mi College Exhibition (stypendium drugiej klasy) i roz-
poczalem studia matematyczne w Cambridge. Byly swietne, chcialem uczy¢ sie
dalej i prowadzi¢ wlasne badania, zostalem zatem zawodowym matematykiem.

Inne, podobne pytanie. Jak to sig stato, Ze postanowites pisac o matematyce
dla niematematykow? I jak to sig stalo, Ze nie skoriczylo si¢ na paru ksigzkach
czy artykutach, ale napisates ich tak wiele?
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Patrzac wstecz, wida¢, ze zmierzalem w tym kierunku od dziecinstwa.
W Cambridge redagowalem magazyn studenckiego kétka matematycznego Eu-
reka. W Warwick zatozylismy Manifold. Pisalem artykuly dla New Scientist i roz-
ne drobiazgi dla szerokiej publicznosci. W 1988 roku Ravi Mirchandani, redaktor
w Penguin Books, poprosil mnie o napisanie ksigzki popularnej o teorii chaosu.
Ukazata si¢ w 1989 roku jako Czy Bdg gra w kosci? Nowa matematyka chaosu,
wydana w twardej oprawie przez Blackwell. Gdy wydanie Penguina w miekkiej
oprawie ukazalo si¢ rok pdzniej, mialo dziesie¢ tysiecy zamowien w przedsprze-
dazy - caly naktad. Musieli od razu zrobi¢ dodruk. Cho¢ wéwczas nie zdawalem
sobie z tego sprawy, w tamtym momencie rozpoczela si¢ moja przyszla ,,druga
praca” jako autora ksigzek o nauce. Potem nastapil efekt kuli $nieznej.

Zwykle okres miedzy poczatkiem pisania ksiazki czy artykutu a koncem
jest krotki, ale pare razy byto to zwigzane z dlugg przerwa. Spedzilismy z Dawi-
dem Tallem dziesie¢ lat nad naszym podrecznikiem z analizy zespolonej, bo
chcieliSmy zawrze¢ w niej rozdzial o homologicznej wersji twierdzenia Cau-
chy’ego, ale nie udawalo nam si¢ go napisac tak, jak chcielismy. W koncu z tego
fragmentu zrezygnowali$émy i ksigzka zostata wydana. Ironig losu jest, ze w no-
wym wydaniu ten rozdzial sie pojawit, bo jednak wpadliSmy na pomyst, jak
to zrobi¢. W 1978 roku wspdlnie z Timem Postonem zdecydowalis$my si¢ na
napisanie powiesci science fiction i nawet potowe napisalismy, ale Tim sie¢ prze-
prowadzit i projekt trafit do zamrazarki. W koncu, trzydziesci osiem lat pozniej,
doszedlem do wniosku, Ze nie posuwamy si¢ do przodu, bo to, co mielismy
zrobione, byto napisane na maszynie do pisania, a nie w formie elektroniczne;j.
Nie mieli$my pliku, nad ktérym moglibysmy pracowa¢. Wpisalem wiec to, co
mieliSmy, do komputera i p6t roku poézniej ukonczylismy powies¢. Zostata
wydana przez ReAnimus Press jako The Living Labyrinth. W ciagu kolejnych
sze$ciu miesiecy napisaliSmy kontynuacje, Rock Star, wydang w tym samym
wydawnictwie.

Zaraz, zaraz. Czy Bog gra w kosci? nie byto twojg pierwszg ksigzkg po-
pularnonaukowg o matematyce! Przed moim przyjazdem do Warwick napisates
Concepts of Modern Mathematics. Te ksigzke przettumaczono na jezyk rosyjski,
wiec moglem jg przeczytaé w Polsce (w pierwszej potowie lat osiemdziesigtych XX
wieku w Polsce dostep do ksigzek wydanych w Anglii byt bardzo trudny). Z kolei
w 1987 roku, gdy bytem w Warwick, wydano The Problems of Mathematics. Obie
te ksigzki bardzo mi si¢ podobajg i nigdy nie nazwatbym ich ,drobiazgami”.

Czy Bog gra w kosci? byta moja pierwsza ksigzka popularyzujaca matema-
tyke, ktdra odniosta komercyjny sukces i ona wlasnie uruchomita mojg powazna
kariere jako pisarza.
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Rzeczywiscie, wezesniej napisalem Concepts of Modern Mathematics, opar-
ta na dziesieciotygodniowym kursie matematyki przeznaczonym dla dorostych,
prowadzonym przeze mnie w Warwick. Wydana zostala przez Penguin, po
wyczerpaniu naktadu zostata wznowiona przez Dover Books i jeszcze niedawno
byla w sprzedazy, ale Dover oglosito bankructwo. Albo ktos kupi wydawnictwo
i ksigzka znowu bedzie sprzedawana, albo prawa autorskie zostang mi zwrdcone
i znajde kogos, kto ja ponownie wyda.

Podobnie jest z The Problems of Mathematics. To nie miata by¢ ksigzka
przeznaczona dla szerokiego grona czytelnikéw — docelowa grupa adresatow
to studenci. Nadal jest rozpowszechniana — w zmienionej wersji, jako Stgd do
nieskoticzonosci.

Wezesniej napisalem tez dwie ksigzki z matematycznymi zagadkami dla
dzieci: Nut-Crackers oraz Get Knotted!. Nie traktowalem jednak wtedy tych
ksigzek jako drogi do drugiej kariery — autora ksigzek popularyzujacych ma-
tematyke czy szerzej: nauke. Patrzac jednak na to z dzisiejszej pozycji, byta to
cze$¢ procesu prowadzacego mnie w tym kierunku.

Nalezy dodac, ze wszystkie twoje ksigzki sg na bardzo wysokim poziomie,
przebija z nich twoja niezwykle szeroka wiedza o nowoczesnej matematyce, i nie
tylko o matematyce. Jak to mozliwe?

Bardzo duzo czytam. Staram si¢ nie traci¢ kontaktu z dziedzinami matema-
tyki spoza mojej dziatki. W okresie, gdy czesto wystepowalem w radiu, bycie na
biezaco z tematami, ktére interesowaty BBC, byto konieczne - i robig to nadal.
Interesuje mnie cala matematyka - na tyle, na ile jest to w ludzkiej mocy. Prze-
waznie jednak moja wiedza jest na do$¢ pobieznym poziomie - gléwnych idei,
twierdzen i ich zastosowan. Poza tym, zajmujac si¢ ukladami dynamicznymi,
musisz wiedzie¢ sporo z réznych dziedzin.

Troche ryzykuje, biorac sie za dos¢ zaawansowane tematy i piszac bardziej
szczegbdtowo, niz robiliby to niektorzy autorzy réznych popularnonaukowych
pozycji. Wyglada na to, ze czytelnikom si¢ to podoba — gdyby bylo inaczej,
przestaliby kupowa¢ moje ksigzki. Sadze, ze wazne jest, aby matematyki za
bardzo nie ,,rozwadnia¢”. Przez lata rozwijalem rozmaite metody, dzieki ktérym
zaawansowane idee stawaly sie bardziej zrozumiate.

Powiedz cos wigcej o twojej tworczosci science fiction.

Odkrytem science fiction, gdy miatem okoto pigtnastu lat — powiesci
w migkkich okladkach w miejscowym antykwariacie. Z moim kolegg Johnem
Hartem wspdtzawodniczylismy w gromadzeniu jak najwigkszej kolekeji — moja
liczy obecnie ponad osiem i pot tysigca ksigzek i czasopism oraz rézne inne rze-
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czy, jak duzy kartonowy Yoda z Gwiezdnych Wojen, ktérego wyrzucit supermar-
ket Sainsbury’s, a mdj syn Chris zabral i dal mi jako prezent bozonarodzeniowy.
Mam tez sporo pamigtek zwigzanych ze Swiatem Dysku - ale o tym za chwile.

W roku akademickim 1977-1978 bytem z rodzing na University of Con-
necticut w Storrs. Tego roku, podczas trzech duzych zamieci, spadlo ponad
dwa metry $niegu. Wrdcilismy z wycieczki do Annapolis i musielismy doko-
pac si¢ do domu. Wczedniej napisalismy z Timem Postonem artykut naukowy
dla czasopisma fantastycznonaukowego Analog, ktérego wydawca, Ben Bo-
va, mieszkal w Hertford, okoto trzydziestu mil stamtad. Zaprosit nas pewne-
go wieczoru i zasugerowal, Zebym sprobowat sit w pisaniu opowiadan scien-
ce fiction. Avril kupifa na pchlim targu pudetko pelne czesci od starej ma-
szyny do pisania i data mi je, méwigc: ,,0to co$, co mozesz robi¢ w czasie
takiej zimy”. Gdy poskladalem maszyne, niczego jej nie brakowalo i dziata-
ta — miala nawet tasme. Napisalem wiec na niej opowiadanie And master of
one, i wystalem Benowi do oceny. W odpowiedzi przystal czek. Ukazalo si¢
wkrétce w Analog w czerwcu 1979 roku. Gléwnym bohaterem byt Billy Joat.
,Joat” to skrét od ,Jack of all trades™ okre$lenia wymyslonego przez Phili-
pa José Farmera w Kochankach. Niedawno sam wydatem ksiazke Jack Of All
Trades, w ktdrej zebralem wszystkie historie o Joacie i pare innych w jednej
powiesci.

Pisywalem opowiadania science fiction, ale nic wiekszego. W 1990 roku
w Warwick odebralem telefon. ,,Dzient dobry, méwi Jack Cohen, biolog. Mam
pytanie o panska ksigzke o teorii chaosu. Czy mozemy si¢ spotkac?”. Zjedlismy
wspolnie lunch w pubie w Kenilworth i po czterech godzinach wcigz tam siedzie-
lismy, odkrywszy, ze biolog i matematyk moga mie¢ wiecej wspolnego niz si¢
spodziewali. Zostali$my przyjaciétmi i wspotpracownikami. Napisaliémy razem
trzy ksigzki popularnonaukowe - Zatamanie chaosu (oparta na czterech latach
rozméw w pubach), Wytwory rzeczywistosci i What Does a Martian Look Like?.

Jack byt wielkim wielbicielem science fiction; napisaliémy razem réwniez
dwie powiesci fantastycznonaukowe: Wheelers, ktérej skomplikowang fabutle
wzieli$my ,,z kapelusza” w czasie dlugiej jazdy samochodem - jechali$my, by
wystapic jako goscie w teleturnieju naukowym w radiu BBC - i jej kontynuacje,
Heaven. Istnieje tez nieopublikowany prequel, zatytutowany Oracle - Jack wy-
myslit fabule, ja napisalem tekst. Jestem w trakcie szukania wydawcy. Wheelers
byto ksiazka, ktérej w 2000 roku Science Fiction Book Club w USA sprzedat
najwiecej egzemplarzy.

" W jezyku angielskim uzywa si¢ tego okreslenia na osobe znajaca si¢ po trosze na wszyst-
kim.
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Kulminacjg naszych wspolnych dziatan byt ciag czterech ksigzek Na-
uka Swiata Dysku (zreszta przettumaczonych na polski) z Jackiem i Terrym
Pratchettem. Oni znali si¢ jeszcze z czasow, gdy Terry byt poczatkujacym mtlo-
dym dziennikarzem, a zetkneli sie dzieki ich wspdlnej mitosci do science fiction.
Jack poznal nas ze sobg na corocznym konwencie Birmingham SF Group Nova-
con w 1990 roku, gdy Terry - wtedy juz stawny pisarz sprzedajacy miliony ksia-
zek — pojawil si¢ bez zapowiedzi, jako milosnik fantastyki wracajacy do korzeni.

Widywali$my si¢ od czasu do czasu i na jednym z konwentdw, po ucieczce
przed hotelowym jedzeniem trafilismy do mongolskiej restauracji koto Dudley.
Rozmowa zeszta nam na ksigzki ,wyjasniajace” domniemang ,,prawdziwa na-
uke” w serialach pokroju Star Treka i zaczeliSmy si¢ zastanawiaé, czy datoby sie
zrobi¢ co$ podobnego w Swiecie Dysku. Uzgodnili$my, ze byloby to $wietne
wykorzystanie tak lubianych przez Terryego historii o magach, wiedzmach,
trollach i wampirach do przekazania szerszej publicznosci wybranych aspektow
tej prawdziwej nauki. Nie chodzilo nam o edukacje - czuliémy, Ze powinni-
$my raczej zwieksza¢ ogélng znajomos¢ nauki, popularyzowac. Jednak Terry
przeczuwat problem. ,W Swiecie Dysku nie ma nauki. Tam wszystko dziata
na zasadzie magii. Smoki nie ziong ogniem dlatego, ze potknety co$ palnego.
Smoki ziong ogniem, bo sg smokami”

Jakie$ p6t roku p6zniej wymysliliémy na to sposéb: ,,Terry, skoro w Swiecie
Dysku nie ma nauki, mozesz ja tam jako$ wetknac?”. Wpadlismy na pomyst, ze
magowie Niewidocznego Uniwersytetu powinni powota¢ do istnienia Projekt
LSwiat Kuli”, magiczne pole sifowe rozmiaréw pitki noznej, zawierajace caly praw-
dziwy wszech$wiat. Magia nie ma do niego dostepu, wigc w srodku wszystko
dziala na zasadach nauki. Magowie byliby zaskoczeni i wsciekli, ze sa tam takie
dziwactwa, jak okragte §wiaty z czym$ zwanym ,,grawitacja’, zeby ludzie z dolnej
czesdci nie spadli, zamiast takich rozsadnych plaskich $wiatow, jak Dysk. Rozdzia-
ly o nauce dotyczylyby prawdziwej nauki w tym $wiecie, tyle ze bylyby osadzone
fabularnie w Swiecie Dysku. Terry méglby wiec napisa¢ opowiadanie z akcja
w Swiecie Dysku, z paroma miejscami, w ktérych mogliby$my z Jackiem wsta-
wic¢ nauke. W ten sposob krotkie opowiadanie bytoby poszatkowane ,,bardzo
duzymi przypisami” dotyczacymi nauki. Zadziatalo to fantastycznie, zmienito
nasze zycie i Jack zawsze uwazal to za jedno z osiagnie¢, z ktorych byt najbardziej
dumny. Wielbiciele Swiata Dysku domagali si¢ kontynuacji i wraz z Jackiem
zostali$my stalymi bywalcami konwentéw $wiatodyskowych. Czasami dofacza-
lismy do maratonéw autografowych Terryego — zwykle pigciogodzinnych.

Innym skutkiem bylo to, ze w 2017 roku bylem honorowym gosciem
naukowym na Worldconys (siedemdziesigtym pigtym Swiatowym Konwencie
Science Fiction) w Helsinkach.
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Jak powiedziates, duzo czytasz. Jakie sq twoje ulubione ksigzki i autorzy?

Jezeli chodzi o science fiction, lubie przede wszystkim Larryego Nive-
na, Davida Brina, Gregoryego Benforda, Paula McAuleya, Petera Hamiltona,
Alastaira Reynoldsa, Iana M. Banksa i mojego przyjaciela Stephena Baxtera.
Wszyscy oni pisza twarde science fiction o dalekiej przysztosci w stylu high
concept”™. Innym moim ulubionym pisarzem jest Jack Vance, ktéry pisze w cha-
rakterystycznym i eleganckim stylu. Oczywiscie Pratchett - jego ksigzki zalicza
sie do fantasy, ale s3 one wewnetrznie logiczne, i to solidnie, jak science fiction.
Podobaja mi si¢ Gwiazda Imperium Samuela R. Delanyego, Wasp Erica Franka
Russella, i - nie bardzo wiem czemu, bo literacko nie s3 to pozycje najwyzszego
lotu - seria Lensman E. E. Smitha.

Obecnie czytam mnostwo e-bookéw na moim czytniku, chocby po to, zeby
zaoszczgdzi¢ miejsce na poétkach. Czytam tez sporo powiesci detektywistycz-
nych. Lubig¢ te napisane przez Andre¢ Camillerego o inspektorze Montalbano,
ktorych akcja dzieje si¢ na Sycylii. Prawde méwiac, dowiedzialem si¢ o nich na
Sycylii, gdzie bylem na wycieczce archeologicznej. Sa bardzo sycylijskie, z za-
bawnymi bohaterami i dobrg fabula. M6j niezmienny entuzjazm budzi Godel,
Echer, Bach Douglasa Hofstadtera. Wraz z Avril interesujemy sie egiptologia,
wiec mamy tacznie okolo szes¢dziesieciu ksigzek o starozytnym Egipcie.

Jak spedzasz czas wolny, gdy przypadkowo zdarzy ci si¢ go mie¢?

Prowadzimy amatorsko z Avril zajecia z egiptologii, nalezymy do miej-
scowego stowarzyszenia geologicznego. ChadzaliSmy na sitownie, ale teraz
po prostu codziennie przez godzing spacerujemy. Poczesne miejsce zajmuja
podrdze, czesto archeologiczne, ale réwniez safari, na ktorych fotografujemy
zwierzeta. Im jestesmy starsi, tym bardziej lubimy przygody. W ostatnich kil-
ku latach bylismy w Hong Kongu, Peru, Galapagos, na Wyspie Wielkanocnej,
w Laosie, Kambodzy, Botswanie, Namibii, Tanzanii i Indiach (zeby zobaczy¢
tygrysy w parkach narodowych). Siedem razy bylismy w Egipcie, odwiedzilismy
tez Jordanie i Japonie. Avril dorastala w Nowej Zelandii, wiec bywamy tam raz
na pare lat. Z okazji moich szes¢dziesigtych urodzin nurkowalismy w Wielkiej
Rafie Koralowej w Australii. Odpoczywamy na Barbados (dotad bylismy tam
czternascie razy). Oczywiscie, nie wspominam o Ameryce, Kanadzie i Europie.
Na razie koronawirus wstrzymatl podroze.

' Styl artystyczny, w ktérym — méwigc pogladowo — dzielo opiera si¢ na pewnej zwigzle
sformutowanej przestance.
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Avril Stewart, Ian Stewart, Krzysztof Ciesielski i Danuta Ciesielska
pod Collegium Novum UJ w Krakowie w czerwcu 2002

Na koniec opowiedz moze o jakichs zabawnych historiach, w ktérych brates
udziat, lub o ktérych slyszates i jestes pewien, ze sq prawdziwe - oczywiscie, mam
na mysli historie zwigzane z matematykq lub matematykami.

Oto jedna dotyczaca mnie. Miatem udzieli¢ krotkiego wywiadu o mate-
matyce dla telewizji i BBC stwierdzilo, ze chce go nagra¢ na stadionie Wembley.
Tego dnia nie bylo meczu i powiedziano mi, ze bedzie milo i cicho. Spedzilismy
okoto godziny ustalajac, co i gdzie bedziemy filmowa¢, i wlasnie mielismy zaczac,
gdy pojawili si¢ uczniowie, w liczbie okolo stu - stadion zorganizowal dzien
otwarty dla dzieci. WcisneliSmy wigc nasz wywiad w kréciutkie odstepy miedzy
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wizytami kolejnych setek. Sekundy po tym, jak skonczylismy nagrywac ostatnig
cze$¢, robotnicy na dachu z olbrzymim hatasem stracili czg$¢ rusztowania.

A oto inna, zwigzana z wykladem bozonarodzeniowym w telewizji (mieli-
$my miedzy innymi zywego tygrysa w audytorium, ale to inna historia). W jed-
nej z czesci mielismy stluc czajniczek do herbaty, niby bardzo cenny, a potem
pusci¢ film od tytu, zeby pokazad, jak ,sam” sie skfada z powrotem. Miato
to zilustrowac strzatke czasu. ,Wylosowalismy” dziecko z widowni (w rzeczy-
wistosci byl to syn producenta, ktory wiedzial, co ma robi¢). Kiedy upuscit
czajniczek, ten odbil sie od podlogi. W koncu musiatem cisna¢ czajniczek na
ziemi¢ naprawde mocno, zeby go stluc, udajac, ze trace cierpliwos¢.

Najzabawniejsze opowiesci dotycza mojego zmartego w 2019 roku przyja-
ciela Jacka - ale on byt biologiem. Historia z malpg, kurczakami i ,,jasno-ciem-
nym eksperymentem doktora Cohena” jest arcyzabawna. Biologéw niezmiennie
bawi do dzis.

Czy mogtbys te historig opowiedziec?

W latach siedemdziesigtych Jack badal ptasie piéra i mial w laboratorium
pomieszczenie petne kurczakéw w klatkach. W tej samej ,,zwierzecej izbie”
trzymal tez malpe. Uratowal ja, zabierajac pewnym ludziom, ktérzy hodowali
te malpe jako zwierz¢ domowe, ale nie mieli pojecia, jak sie nig zajmowac.
Kurczaki mial ogladac jakis wazny urzednik rzadowy, o nazwisku brzmiacym jak
Putkownik Odling-Smee!®. Rano w dniu inspekcji, gdy Jack poszedt sprawdzic,
co stycha¢ u kurczakéw, w drzwiach przywitaly go dwie laborantki.

- Nie wchodz tam! - powiedzialy mu. - Wymysl jakis sposdb, zeby opdz-
ni¢ inspekcje o pot godziny, do tego czasu wszystko bedzie w porzadku.

Jack zrobit, jak mu kazaly, i popedzil do dyrektora instytutu.

- Kiedy zjawi si¢ inspektor, musimy trzymac go z dala od pokoju z kur-
czakami tak dlugo, jak tylko mozliwe — powiedzial.

- Dlaczego?

- Nie mam pojecia, po prostu musimy. Hm... Poczgstuj go sherry. Powiedz
mu, ze masz dzi$§ urodziny.

Dyrektor, formalista az do przesady, cho¢ niechetnie, ale sie zgodzit. In-
spektor byl nieco zdziwiony, ale skoro to byty urodziny dyrektora, uznat, ze nie
wypada odmoéwié drinka. A potem drugiego.

W koncu jednak nalegania inspektora przyniosty efekt i pokazano mu
pomieszczenie ze zwierzetami. Byto w idealnym porzadku, ale wszystkie klatki

' putkownik A.J. Odling-Smee byl w 1945 roku dow6dcg 36 Brygady armii brytyjskiej.
Z kolei John Odling-Smee to znakomity uczony, biolog z Oxfordu.
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byly przykryte ptétnem z przyczepionymi kartkami ,,Jasno-ciemny eksperyment
dra Cohena. NIE WYSTAWIAC NA DZIALANIE SWIATLA” Spod plétna co
jaki$ czas dochodzito ciche gdakanie.

- Nie moge chociaz zerkna¢? - zapytal inspektor.

- Przykro mi, ale to by zrujnowalo trzy miesigce pracy - odpowiedzial
Jack, zastanawiajgc sie, o co tu wlasciwie chodzi, czujac jednak konieczno$é
kontynuacji dziwnego przedstawienia.

Gdy inspektor odszedl, Jack i dyrektor poprosili laborantki o wyjasnienia.
One podniosty ptdtna - okazalo sie, ze kurczaki w klatkach sa co prawda zdrowe,
ale catkowicie pozbawione pior.

- Kiedy wesztysmy, caly pokdj tonal w pidrach. Matpa sie uwolnita i osku-
bata wszystkie kurczaki.

Dzigkuje za rozmowe.

Rozmowe przeprowadzit Krzysztof Ciesielski” (Krakéw)
i.n.stewart@warwick.ac.uk
krzysztof.ciesielski@im.uj.edu.pl

V" Dzigkuje Marcinowi Borkowskiemu za nieoceniong pomoc w przekladzie wywiadu na
jezyk polski.
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Ian Stewart (Warwick)

Dziwny wieczér (An Odd Evening)

Nad pofaldowanymi angielskimi fgkami, lasami, polami tagodnie i powoli
zapada zmierzch, a nasz bohater, doktorant Rosen Crantz przedstawia swoje
ostatnie pomysty promotorowi. Jest nim profesor Guilden Stern, specjalista
z teorii liczb, nie odnoszacy jednak zbyt wielu sukceséw.

Crantz: Guilden, mam klopoty z moim ostatnim problemem.

Stern: Z ktorym? Liczby pierwsze?

Crantz: Tak. Zamierzalem udowodni¢ twierdzenie dla kazdej liczby pierw-
szej po kolei, korzystajac z pracy Randyego i Hartlisnujama...

Stern: Masz na mysli A complete list of all prime numbers, w Journal of
Infinity — na razie w 173 tomach?

Crantz: Tak, ale oni, jak dotad, opublikowali tylko parzyste liczby pierwsze.
Nie skonczyli tego jednak i sadze, ze gdzie$ utkneli.

Stern: Pare tygodni temu dostatem list od Hartlisnujama. Napisal, ze wy-
startowali od 2 - to jest, oczywiscie, liczba pierwsza — i zdecydowali przebada¢
najpierw wszystkie liczby parzyste w nadziei, ze znajda jeszcze jakie$ pierwsze.
W badaniach doszli juz do 1355579014264890988, ale nic nie znaleZli.

Crantz: Moze nie ma zadnej innej parzystej liczby pierwsze;.

Stern: Ale wobec tego co z twierdzeniem Dirichleta? Wiesz, tym, kto-
re orzeka, ze w kazdym ciggu arytmetycznym jest nieskonczenie wiele liczb
pierwszych. Liczby parzyste tworzg ciag arytmetyczny, prawda?

Crantz: Tak sadz¢. Zapomnialem juz wiele z tego, czego uczono mnie
w szkole. Zagadkowa sprawa.

" An odd evening ukazal sic w numerze 12 (Summer 1972) pisma Manifold. Polski przektad
zostal opublikowany w numerze 7/1987 Delty (byla to pierwsza pozycja autorstwa Stewarta
wydana po polsku) oraz pdzniej w ksiazce K. Ciesielskiego i Z. Pogody Bezmiar matematycznej
wyobrazni. Prawa autorskie do tekstu nalezg do Iana Stewarta.

© 2020 Polskie Towarzystwo Matematyczne
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Stern: Moze Dirichlet popelnit btad? Bo o tym, ze zrobil blad w swojej
zasadzie, to wiesz.

Crantz: A nie byl to przypadkiem Riemann? W kazdym razie brzmi to
nieprawdopodobnie. Moze potrafilibySmy dowies¢, ze istnieje nieskonczenie
wiele parzystych liczb pierwszych?

Stern: Modyfikujac dowdd Euklidesa dla dowolnych liczb pierwszych - to
masz na mysli?

Crantz: Dokladnie to. Rozwazmy wlasnie parzyste liczby pierwsze i zo-
baczmy, co si¢ stanie. Przypusémy, ze istnieje ich skonczenie wiele...

Stern: Mozemy pomina¢ 2, o tym wiemy...

Crantz: Przypu$émy wiec, ze istnieje tylko skonczenie wiele parzystych
liczb pierwszych wigkszych niz 2, powiedzmy p, ..., p,. Co teraz? Euklides
definiuje P=py-py-...  py+1i..

Stern: To nie jest dobrze; to jest nieparzyste.

Crantz: Faktycznie nieparzystel; to faktycznie dziwne.

Stern: Ha. Wigc czemu nie zdefiniowal P = p; - py ... pp + 22

Crantz: OK. Wtedy P jest parzyste, wigc musi by¢ podzielne przez jaka$
parzysta liczbe pierwsza, powiedzmy q. I g nie moze by¢ zadna z p;, gdyz jesli
podzielisz P przez ktéragkolwiek z nich, to dostajesz reszte 2...

Stern: ...i nie moze by¢ réwne 2, gdyz jesli 2 dzieli P, to dzieli takze p; - p; -
...+ pn» 1 dzieli ktoras sposrod p;, ale p; jest liczbg pierwsza i jest wigksze niz 2,
wiec nie moze by¢ podzielne przez 2.

Crantz: Wiec q jest parzysta liczbg pierwsza rézng od 2, p1, ..., pus...

Stern: Sprzeczno$¢ z zatozeniem. Wobec tego musi istnie¢ nieskonczenie
wiele parzystych liczb pierwszych.

Crantz: Istotnie, musi tak by¢. Dirichlet mimo wszystko mial racje.

Stern: Napisze o tym do Hartlisnujama.

Crantz: Ale czy to pomoze w rozwigzaniu mojego problemu?

Stern: Jaki jest twdj problem?

Crantz: Och... Coz... Mysle, ze moja dziewczyna jest...

Stern: Twoj naukowy problem.

Crantz: Ach, tak. To co$ w rodzaju odwrécenia hipotezy Goldbacha.

Stern: Masz na mysli: ,kazda liczba parzysta jest sumg dwdch liczb pierw-
szych™?

Crantz: Tak. Chcialem udowodni¢, ze kazda liczba pierwsza jest suma
dwdch liczb parzystych. Gdybym magt to wykazag, to...

' Nieprzettumaczalna gra stéw; w oryginale ,very odd”
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Stern: Ale to jest falszywe, nieprawdaz? Bo co z 3? Gdyby 3 byto suma
dwoch liczb parzystych, to jedna z nich musialaby by¢ réowna 2... Drugg jest
zatem 1. Ale to jest nieparzyste.

Crantz: Faktycznie nieparzyste; to faktycznie dziwne.

Stern: Ha. Musisz cos jeszcze zatozy¢. Na przyktad - ze twoja liczba pierw-
sza jest parzysta?

Crantz: My$latem o tym. Ale przypusémy, ze mamy parzysta liczbe pierw-
sz q i zalézmy, ze ¢ = x + y, przy czym x i y s parzyste - powiedzmy x = 2u
iy =2v. Wtedy q = 2(u + v), wiec 2 dzieli g. Ale g jest liczbg pierwszg -
sprzecznosc.

Stern: To obala hipoteze dla parzystych liczb pierwszych.

Crantz: Istotnie? Nigdy bym nie przypuszczal...

Stern: Oznacza to, ze teraz potrzebujesz tylko przebada¢ nieparzyste liczby
pierwsze.

Crantz: Ale nie moge przeciez czeka¢, az Randy i Hartlisnujam je wszystkie
znajda...

Stern: W porzadku. W kazdym razie rozpatrzyles potowe mozliwych
przypadkow.

Crantz: A takze 3 - to twdj rezultat.

Stern: Wobec tego napisz to i opublikuj. Jesli kiedys przebadasz nieparzy-
ste — bedziesz mial dwie publikacje zamiast jedne;j.

Crantz: MySlalem, Ze raczej bierze sie¢ pod uwage wage publikacji, a nie
ich liczbe?

Stern: Nie, tak bylo zanim zaczeto wyttaczac Pigcioksigg na kamiennych
tablicach. Pig¢ publikacji - i jeste$§ wykladowca, pietnascie - starszym wyk...

Crantz: Czekaj! Czekaj! Gdzie w dowodzie zalozylismy, ze g jest parzyste?

Stern: Och, gdzie w... Nie! Nie zalozylismy! Ten sam dowdd idzie dla
nieparzystych liczb pierwszych!

Crantz: Widze to teraz! Falsity of the Converse Goldbach Conjecture — na-
pisal R. Crantz -

Stern: I G. Stern...

Crantz: Tak. Opublikujemy to w Notices...

Stern: W Journal...

Crantz: W Bulletin...

Stern: W Proceedings...

Crantz: W Transactions...

Stern: W Annals!

Crantz: W Ivanov Gos. Ped. Inst. U¢. Zap. Fiz.-Mat. Nauki...

Stern (uderzajgc go po plecach): Ztapat cie jaki$ brzydki kaszel.
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Crantz: Coz za referencje!

Stern: Stawa! W koncu - stawa! Czekaj, niech no tylko spotkam Stefka
Smalea...

Crantz: Mozemy to przedstawi¢ na Miedzynarodowym Kongresie Mate-
matykow. Mogliby$my dosta¢ medal Fieldsa.

Stern: Dwa medale Fieldsa.

Crantz: Zostang btyskawicznie profesorem. Wiesz, ze mianujg ich tysiaca-
mi? Nieograniczona masowa produkcja profesoréw, ktérzy maja forsy jak lodu.
Styszatem, ze jeden z nich ostatnio sprzedal swoja trzynastowieczng piwnice?...

Stern: Nie, naprawde?

Crantz: I nie musialbym mie¢ trzydziestu jeden publikacji i dwoch...

Stern: Moglbym mie¢ tournée z wykladami po USA!

Crantz: Co$ w stylu Malcolma Muggeridge'a®?

Stern: Nie calkiem. Raczej Charlesa Dickensa lub - jak si¢ nazywat ten
facet z Ameryki?

Crantz: Twain?

Stern: Ach, nie; ja wynajalbym samochdéd.

Crantz: I méglbym wyglosi¢ cykl wyktadéw w Paryzu - obiad na Sorbonie,
kolacja w Instytucie - méglbym nawet spotkac si¢ z Bourbakim! Tak! Tak!
(Nagle przerywa, zaskoczony). Czekaj. Co z 2?

Stern: 22

Crantz: 2.

Stern: Co z tym? No, méw! Szybko!

Crantz:2=0+2.

Stern: Wspaniale.

Crantz: 2 jest liczba pierwsza. 01 2 sg parzyste.

Stern: A niech to licho!

Crantz: Moze udaloby sie to jako$ naprawic?

Stern: Ale gdzie zalozylismy, Ze one s rézne od zera? Nie widze tego. To
dziwne.

Crantz: To faktycznie dziwne.

Ian Stewart

Mathematics Institute

University of Warwick

tlumaczenie: Krzysztof Ciesielski, Zdzistaw Pogoda

? Tekst zostal napisany wkrotce po tym, gdy Erik Christopher Zeeman przeprowadzit sie
do bardzo starego domu, z piwnicg podobno az z XIII wieku.

* Malcolm Muggeridge byt angielskim dziennikarzem i uczonym, do korica lat szes¢dziesia-
tych aktywnie dziatajacym agnostykiem, a pare lat przed napisaniem tekstu dotaczyt do kosciota
protestanckiego; pisal liczne artykuly oraz produkowat programy telewizyjne na temat wiary.
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Krzysztof Ciesielski (Krakéw)

O podstawieniu Raviego

Wirdd zadan zwigzanych z nieréwnosciami sg tez takie, w ktorych wyste-
puja liczby bedace dlugosciami bokéw pewnego tréjkata. Pojawiaja si¢ w rozne-
go rodzaju konkursach matematycznych czy olimpiadach - tak krajowych, jak
i miedzynarodowych. Wielokrotnie okazuje si¢, ze mozna je szybko rozwigzac,
stosujgc tak zwane podstawienie Raviego. O nim (przede wszystkim) bedzie
w tym tekscie mowa.

1. Podstawienie

Zalézmy, ze badana nieréwno$¢ dotyczy bokéw trdjkata o diugosciach a,
bic.

Oznaczmy standardowo wierzchotki tego trdjkata (tzn. bok o dtugosci a
lezy naprzeciwko wierzchotka A itd.). Wpiszmy w ten trojkat okrag. Z twier-
dzenia o odcinkach stycznych wiemy, ze dlugo$ci odcinkéw poprowadzonych
z wierzcholka A do punktéw stycznosci tego okregu z bokami AB i AC sg rowne

© 2020 Polskie Towarzystwo Matematyczne
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(przyjmijmy, Ze wynosza x), analogicznie réwne sg dtugosci odpowiednich
odcinkéw o koncach w B (te dlugos¢ oznaczmy przez y) oraz w C (oznaczmy ja
przez z). Mozemy wiec zapisaé: a = y +z,b = x + z,¢ = x + y i podstawi¢ nowe
zmienne do rozwazanej nierownosci.

Oto pare przyktadow zastosowania tego podstawienia. Najpierw same
tresci zadan - dla czytelnikdw majacych ochote na samodzielne rozwigzywanie.
Przyjmujemy oznaczenia podane wyzej. We wszystkich zadaniach zakladamy,
ze a, b, ¢ sa dlugosciami bokéw pewnego tréjkata.

Zadanie 1.1. Wykazad, ze jesli obwdd trojkata ABC jest rowny 1, to

1+a 1+b 1+¢

+ + > 6.
1-2a 1-2b 1-2c

Zadanie 1.2. Wykaza¢, ze

a b c

+ + > 3.
b+c-a c+a-b a+b-c

Zadanie 1.3. Udowodnié, ze

Va+b-c+Vb+c—a+Ve+ra-b<Ja+Vh+/c.

Zadanie 1.4. Wykaza¢ nieréwno$¢:

a*(b+c—a)+b*(c+a-b)+c*(a+b-c)<3abe.

Zadanie 1.5. Udowodnid¢, ze

a’b(a-b) +b*c(b-c)+c*a(c-b) > 0.

Zadanie 1.6. Wykazac, ze
(a+b-c)(b+c—-a)(c+a-b)<abc.

Rozwigzanie zadania 1.1. Po zastosowaniu podstawienia Raviego i wykorzysta-
niu zalozenia, Ze 2x + 2y + 2z = 1 lewa strona nieré6wnosci przyjmuje postaé

3x+3y+22+3y+3z+2x . 3x+3z+2y
2z 2x 2y
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i po dalszych przeksztalceniach
3+3x+3y+3y+3z+3z+3x:3+3 £+Z N Z+f +(f+f) ’
2z 2x 2y y X z y z X

a ta liczba jest wigksza lub réwna 9, wigc udowodnili$my nier6wno$¢ znacznie

mocniejsza. ]

Zadanie 1.1 wziete jest z ksigzki [10], w ktdrej autor jako zrédlo podaje
Petersburskg Olimpiade Matematyczng w 1997 roku.

Rozwigzanie zadania 1.2. Po zastosowaniu podstawienia Raviego nieréwno$¢

sprowadza Sl@ do
X + +z Z+X
Yy . ) S

z b

z X y
a po pomnozeniu obu stron przez x yz do

xy?+ x2% + yxt + yZ2? + zxt + zy? N

> xyz.
6 y

Ostatnia nier6wno$¢ jest prawdziwa na podstawie nierdwnosci miedzy srednia

arytmetyczng i geometryczng (x yz = /x6y°z°). O

To zadanie pochodzi z ksigzki W. W. Prasotowa [15, zad. 9.10]. Nastepne
zadanie zostalo postawione w 1996 roku uczestnikom zawodéw miedzynarodo-
wych Asian Pacific Mathematics Olympiad®

Rozwigzanie zadania 1.3. Problem sprowadza si¢ do wykazania nieréwnosci

VEF Y+ Y T2+ V2 +x <V2(V2x +1/2y +V22),
ktora wynika natychmiast z nieréwno$ci miedzy $rednig arytmetyczng i $rednig

kwadratows, zastosowanej dla par liczb (v/x, \/¥), (/7> V) i (vz, V/x). O

Rozwigzanie zadania 1.4. Stosujemy podstawienie Raviego. Po prostych oblicze-
niach okazuje si¢, ze wystarczy udowodni¢ nierdwnos¢

X’y +x’z+ yix+ vz + 22 x + 20y 2 6xyz,

czyli - po podzieleniu obu stron przez 6 - te samg, ktora pojawila sie w rozwig-
zaniu zadania 1.2. O

' Sg to zawody, w ktorych startuje mlodziez z krajéw otaczajacych Ocean Spokojny. Uczest-
nicy nie mogg mie¢ ukonczonych 20 lat. Pierwszy raz olimpiada ta odbyla sie w 1989 roku.
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W dzisiejszych czasach moze si¢ jednak zdarzy¢, ze zawodnik po ostrym
»treningu olimpijskim” nie bedzie w tym miejscu korzystal z nierdwnosci miedzy
$rednimi, lecz zakonczy rozwigzanie stwierdzeniem, Ze jest to natychmiastowy
whniosek z nieréwnoéci Muirheada® Tymczasem wielu absolwentéw studiéw
matematycznych nigdy o tej nieréwnosci nie styszalo®,

Ogolne sformulowanie nieréwnosci Muirheada jest dos¢ dlugie, przy-
wolamy je tu w przypadku wielomiandw trzech zmiennych. Zacznijmy od
definicji. Jesli dane sg ciggi nieujemnych liczb calkowitych (ay, a3, a3) oraz
(b1, by, b3), to méwimy, ze (ay, az, az) majoryzuje (by, by, bs), gdy a1 > by,
ay+ay 2 b+ byia+ay+asz=by + by + bs. Na przyklad ciag (4,1,0) majory-
zuje cigg (2,2,1). Dla danego ciggu nieujemnych liczb catkowitych (¢, ¢2, ¢3)
przez W(6) (x, x,, x3), oznaczamy odpowiedni wielomian symetryczny
trzech zmiennych (czyli sume wszystkich permutacji zmiennych podniesionych

do poteg ci, ¢3, ¢3) — na przyktad WO (x, y,2) = 32 + 23912 + x1y32 +

x'y32h+ xl Y2 + kY2 = 2x3yz + 2x %z + 2xyZ°. Twierdzenie o nieréwnosci
Muirheada orzeka, ze jesli x, x5, x3 s3 nieujemnymi liczbami rzeczywistymi,
ay > a; > as, by > by > bz oraz ciag (a1, az, az) majoryzuje ciagg (b, by, b3), to
W(@02:03) (050 x3) > WELE203) (5 ) x3). W naszym przypadku - (2,1,0)
majoryzuje (1,1,1), W20 (x,y,2) = x2y + xz + y*x + y*z + 2%x + 2%y,
a W(l’l’l)(x,y, z) = 6xyz.

Dowdd nieré6wnos$ci Muirheada jest trudny. Nasuwa sie pytanie - czy
Olimpiada Matematyczna powinna polega¢ na tym, ze uczniowie podczas roz-
wigzywania zadania wykorzystuja rozmaite zaawansowane twierdzenia? Nieste-
ty, ruch olimpijski nieuchronnie coraz bardziej zmierza w te strone. Organizo-
wane s3 obozy przygotowujace uczniéw do olimpiady (co w Polsce w pierwszym
¢wieré¢wieczu Olimpiady nie mialo miejsca) i kétka matematyczne (w znacz-
nie wiekszym wymiarze niz dawniej). Praktycznie niewyczerpanym zrédtem
informacji stat sie Internet. Oczywiscie, z jednej strony nalezy sie cieszy¢, ze
mlodziez nawigzuje liczne kontakty i zdobywa nowa wiedze. Z drugiej stro-
ny jednak uczniowie trenowani w ten sposdb, gléwnie z tak zwanych stajni
olimpijskich, zyskuja na samym poczatku ogromna przewage nad pozostatymi.
Ponadto Olimpiada nie powinna polega¢ na uczeniu si¢ rozmaitych, czesto

2 Robert Franklin Muirhead (1860-1941), szkocki matematyk, znany przede wszystkim
z nieréwnosci (opublikowanej w 1903 roku) noszacej jego imie.

® W szczegblnosci autor tego tekstu dowiedziat sie o niej dopiero po ponad dwudziestu
latach pracy w Komitecie Okregowym Olimpiady Matematycznej w Krakowie, gdy niektorzy
zawodnicy stosowali ja — piszac zreszta nazwisko ,Muirhead” na wiele réznych sposobéw - do
rozwigzania pewnego zadania z zawodo6w II stopnia. Nie byl jedyny; jak si¢ okazalo, wowczas
z jedenastu czlonkéw tego Komitetu o nieréwnoéci Muirheada styszat tylko jeden, najmlodszy.
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zupelnie ze sobg nie zwigzanych, faktéw (nieraz bez ich dowodéw), ktére moga
sie kiedy$ na zawodach przydac.

Zadanie 1.4 pochodzi z 6 Migdzynarodowej Olimpiady Matematycznej
w 1964 roku. W sprawozdaniu z polskiej Olimpiady Matematycznej [14], po-
przedzajacej t¢ miedzynarodowa olimpiade, podane jest jego jedno rozwiazanie,
a w odpowiednim tomie zadan z olimpiad matematycznych [17] dodatkowo
drugie; zadne z nich nie wykorzystuje podstawienia Raviego.

Zadanie 1.5, ktére pojawilo si¢ na 24 Miedzynarodowej Olimpiadzie Ma-
tematycznej w 1983 roku, jest trudniejsze, ale fatwe zadania rzadko si¢ tam
zdarzajq.

Rozwigzanie zadania 1.5. Po zastosowaniu podstawienia Raviego okazuje sie, ze
nalezy wykaza¢ nieréwnos¢

xy3 + yz3 +2x° > xzyz + yzxz + zzxy.

Teraz wystarczy zastosowac nieréwnos¢ Cauchyego-Schwarza dla wektoréw
(Vx, /7, \/Z) oraz (\/yz®, Vzx?,\/x)?) i potem podzieli¢ obie strony przez
X + y + z. Dowod nieréwnosci Cauchyego-Schwarza dla tréjek liczb rzeczywi-
stych jest juz elementarny i ta nieréwnos¢ jest olimpijczykom zazwyczaj dobrze
znana, cho¢ uczen, ktory jej wczesniej nie znal, sam raczej na nig nie wpadnie. []

Zadanie to ma tez rozwigzanie nie wykorzystujace podstawienia Raviego,
ale wymagajace niebanalnych i pomystowych rachunkéw.

Poswigémy teraz troche uwagi ostatniemu zadaniu. Sformulowang tam
nieré6wnos$¢ mozna znalez¢ w réznych miejscach jako przyklad zastosowania
postawienia Raviego. Istotnie, po podstawieniu okazuje sig, ze nalezy wykazac,
ze

(x+y)(y+2)(z+x)
8 b
a to ponownie jest konsekwencja nierdwnosci miedzy $rednig arytmetyczng

xXyz <

a geometryczng. Tymczasem nieréwno$¢ z tresci zadania jest jedng z histo-
rycznie pierwszych, w ktoérych wystepuja (bez innych wielkosci zwigzanych
z tréjkatem, jak na przyklad pole czy promienie odpowiednich okregéw) boki
trojkata. Sformutowana zostala w 1925 roku w pracy [11], ktdrej gléwnym celem
byt dowéd faktu, ze jedli rozwazamy tréjkaty o danym obwodzie, to promien
okregu opisanego na takim tréojkacie jest najwiekszy dla trojkata rownobocznego.
W tej samej pracy Alessandro Padoa (1868-1937) wykazal réwniez nieréwnosc¢,
sformulowang wyzej jako zadanie 1.6, obecnie czasami nazywang nieréwnosciq
Padoy. Jego dowdd nie wykorzystywal zadnego znanego podstawienia, a byl
przepi¢kny i bardzo krétki! Oto on.
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Zauwazmy, ze
(c+a-b)(c+b-a)=c*-(a-b)*<c

Podobnie (a+b—c)(a+c—b) <a’oraz (b+a—c)(b+c—a) < b Znieréw-
nosci trojkata wynika, ze wszystkie czynniki po lewych stronach tych trzech
nierdwnosci sg dodatnie, wiec mozemy je pomnozy¢ stronami. Otrzymamy
zwigzek (a +b —c)?(b +c - a)*(c + a - b)* < a?b*c? z ktérego wynika teza.

Co ciekawe, nieréwnos$¢ Padoy jest prawdziwa dla dowolnych dodatnich
liczb rzeczywistych. Istotnie, wystarczy zauwazy¢, ze co najwyzej jedna z trzech
liczb a+b—c, b+c—a, c+a—bmoze by¢ ujemna. W efekcie albo po lewej stronie
nieréwnos$ci mamy liczbe ujemna, albo wszystkie trzy czynniki sa dodatnie
i mozna powtorzy¢ poprzednie rozumowanie.

Podsumujmy. Jezeli mamy do wykazania nierdwnos¢, ktéra dotyczy zwiaz-
kéw miedzy dltugosciami bokow tréjkata, to wielce prawdopodobne jest, ze
w dowodzie podstawienie Raviego okaze si¢ przydatne, co wigcej — zazwyczaj
rozumowanie wykorzystujace to podstawienie bedzie prostsze od innych, cho¢
nieraz nie doprowadzi do tezy bezposrednio. Moze si¢ jednak zdarzy¢, ze istnieje
dowdd, ktory jest krotszy i bardziej elementarny, a bez zastosowania podstawie-
nia Raviego.

Jak sie okazuje, za pomocg tego podstawienia mozna réwniez przeprowa-
dzi¢ dowody rozmaitych klasycznych faktéw - na przykiad, twierdzenia Eulera
z 1763 roku, opublikowanego w pracy [4] i orzekajacego, ze w dowolnym trojka-
cie zachodzi zwigzek § > 2 (R to promien okregu opisanego na tym trojkacie,
r - promien okregu wpisanego) czy nierdwnosci 368 < v/3p? (S oznacza pole
trojkata, p zas polowe obwodu). I to nie wszystko, bo mozna te tematyke konty-
nuowaé w przypadku pewnych hiperpowierzchni w R* Szczegéty opisane sa
w artykule [18].

2. Ravi

Gdy matematyczny rezultat nosi nazwe zwigzang z nazwiskiem uczonego,
nieraz chcialoby sie dowiedzie¢ czego$ wiecej o posiadaczu tego nazwiska. Okres-
lenie ,,podstawienie Raviego” jeszcze kilkanascie lat temu bylo bardzo rzadkie -
obecnie termin ten staje si¢ coraz bardziej popularny. Zazwyczaj jednak czy to
w drukowanych zrédlach, czy na stronach internetowych pojawia sie sam zwrot
»podstawienie Raviego” (w réznych jezykach) i nic wiecej. Tymczasem nazwa
jest niestandardowa.

Ot6z Ravi w tym przypadku to nie nazwisko, a imi¢! Chodzi o znako-
mitego amerykanskiego matematyka, Raviego Vakila, ktéry jest wybitnym
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specjalista w dziedzinie geometrii algebraicznej, autorem znaczacych rezulta-
tow w tym zakresie. Urodzil si¢ w 1970 roku, mlodos¢ spedzit w Kanadzie,
studia matematyczne ukonczyt na Uniwersytecie w Toronto, doktorat uzy-
skal w 1997 roku na Uniwersytecie Harvarda, przez pewien czas wykladal na
uniwersytecie w Princeton i w Massachusetts Institute of Technology, obec-
nie jest profesorem na Stanford University. Matematyczna aktywnos¢ Vakila
wykracza daleko poza dziatalnos¢ badawczg. W latach 2002-2012 wspdlnie
z Michaelem Kleberem redagowal w kwartalniku The Mathematical Intelli-
gencer kolumne Mathematical Entertainments, zamieszczajacg materialy do-
tyczace ,zarazliwej matematyki, tak eleganckiej, zaskakujacej i urokliwej, ze
natychmiast chce sie ja przekaza¢ innym”. W 2014 roku zostat laureatem Na-
grody Chauveneta przyznawanej za ,,mathematical expository writing” za
artykul The mathematics of doodling, opublikowany w American Mathematical
Monthly.

Vakil ma oprécz tego na swoim koncie liczne sukcesy w zawodach ma-
tematycznych dla uczniéw i studentéw. Trzykrotnie zdobywat medale na Mig-
dzynarodowej Olimpiadzie Matematycznej — raz srebrny i dwa razy zlote, przy
czym w 1987 roku za kazde zadanie otrzymatl maksymalng liczbe punktéw.
Jako czwarta osoba w historii uzyskat czterokrotnie (w latach 1988-1991) tytut
Putnam Fellow (obecnie takich oséb jest osiem). Wyrdznienie to przyznaje
sie corocznie zdobywcom pierwszych pieciu miejsc w William Lowell Putnam
Mathematical Competition®, przy czym w zawodach tych mozna startowaé co
najwyzej czterokrotnie. P6zniej dzialal aktywnie w kadrze przygotowujacej
uczestnikdw rozmaitych zawodéw matematycznych. Pigciokrotnie byl opie-
kunem reprezentacji Kanady na Miedzynarodowg Olimpiad¢ Matematyczng.
Potem, w latach 2001-2007, byl koordynatorem Putnam Competition na Stan-
ford University. Stale dziala na rzecz matematycznie utalentowanej mtodziezy.

Nazwa ,,podstawienie Raviego” pojawila sie na przefomie XX i XXI wie-
ku - najpierw w kregach zwigzanych z Kanadyjska Olimpiadg Matematyczna
(zob. [5]). W ostatnich latach tak sama metoda, jak i nazwa sg coraz szerzej roz-
powszechniane. Dobrg ilustracjg jest zadanie 1.5. W sprawozdaniu z Olimpiady
Matematycznej [20] podany jest tylko jeden sposob rozwigzania, ten wlasnie
bez wykorzystania podstawienia — mozna wigc przyjaé, ze on wlasnie zostal
podany uczestnikom na Migdzynarodowej Olimpiadzie w 1983 roku. Natomiast
w zbiorze zadan olimpijskich [2] z lat 1979-1984, wydanym dwanascie lat pozniej,

* Nagroda przyznawana jest przez Mathematical Association of America, pierwszy raz w 1925
roku, a od 1970 roku corocznie.

> S3 to doroczne zawody (indywidualne i druzynowe) studentéw mlodszych lat studiéw
z USA i Kanady.
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Ravi Vakil (fot. Renate Schmid / CC-BY-SA-2.0-DE)

znajdujemy juz dwa sposoby, w tym przestawiony wyzej wykorzystujacy oma-
wiany trik i nieréwno$¢ Cauchyego-Schwarza (cho¢ bez nazwy ,,podstawienie
Raviego”).

Vakil startowal w olimpiadach matematycznych w drugiej polowie lat
osiemdziesiatych, opiekowal sie nastepcami w latach dziewie¢dziesigtych — wy-
daje si¢ niemozliwe, Ze nikt wczesniej na taki prosty przeciez pomyst nie wpadl.
Istotnie, istniejg przedstawione w literaturze dowody geometrycznych nieréw-
nosci oparte na omowionym wyzej triku.

W artykule [7] Murray S. Klamkin omawia m.in. tzw. problem miesigca
czasopisma Crux Mathematicorum — jest to przedstawione wyzej zadanie 1.3;
jako problem lutego 1999 zaproponowat je Jimmy Chui (zaznaczajac, ze wzie-
te jest z Asian Pacific Mathematics Olympiad). Jedno z rozwigzan oparte
jest na zastosowaniu uogoélnienia nieréwnosci Muirheada. Klamkin podaje
tez rozwiazanie wykorzystujace podstawienie Raviego zaznaczajac, ze spo-
sob ten byl znany, zanim matematyk, od ktérego imienia pochodzi nazwa,
sie urodzil. Zapewne przez skromno$¢ nie pisze, ze on sam uzyt go w no-
cie [6] w 1971 roku. Te informacje, a oprocz niej jeszcze kilka przykladow
wykorzystania tego podstawienia pod koniec XX wieku, podaje jednak autor
artykutu [5].

Nie udato mi si¢ nigdzie w literaturze znalez¢ tego sposobu opublikowane-
go wczesniej niz w notce Klamkina. Co ciekawe — w ksigzce [1], ktérej tematem
s3 nierdwnosci geometryczne, wydanej w 1969 roku, znajduje si¢ caly rozdzial
pos$wigcony nieréwnosciom dotyczacych wylacznie bokow tréjkata, ale zadna
z nich nie jest wykazywana za pomocg omawianego tu podstawienia. Moze
wigc istotnie Klamkin byt pierwszym, ktory o tej metodzie napisal?

Poswieémy jeszcze troche uwagi paru innym pozycjom. W ksigzce [3]
z 1999 roku, w rozdziale o nieréwnosciach, obok zadan wymienionych jest
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osiemnascie metod rozwigzywania nieréwnosci, a jedna z nich to wlasnie pod-
stawienie: a = x+y,b = y+z, ¢ = z+x w przypadku, gdy a, b, c to dtugosci bokow
trojkata. Kilka zadan w ksigzce Prasotowa [15] z 1986 roku jest rozwigzanych za
pomocy tego sposobu. Co ciekawe jednak - i w tych, i w innych pozycjach, gdy
stosowany jest Ow trik bez nazwy ,,podstawienie Raviego’, autorzy wykorzystuja
zazwyczaj podstawienie algebraiczne:

_b+c-a _a+c-b a+b-c

X s , zZ= s
2 4 2 2

bez interpretacji geometrycznej. W szczegdlnosci, w ksigzce Prasotowa [15],
poswieconej w calosci zadaniom dotyczacym geometrii ptaszczyzny (a nie-
réwnosci geometryczne to jedynie skromna jej cze$¢), w zadaniu 9.6 nalezy
wykaza¢, ze jesli liczby a, b, ¢ s3 bokami trdjkata, to mozna je przedstawié
wpostacia = y+2z,b =x+z,¢=x+ y, ale zamieszczone tam rozwigzanie tez
jest wylacznie algebraiczne. To zadanie jest wykorzystywane w rozwigzaniach
kilku nastepnych. Réwniez w ksigzce [2], przy rozwigzaniu zadania z olim-
piady miedzynarodowej, nie ma informacji o tych zwiazkach jako wniosku
z twierdzenia o odcinkach stycznych. Nie jest zaskoczeniem, ze metoda ta jest
podana przez Lwa Kurlandczyka w jednej z jego ksiazek o nieréwnosciach
(zob. [8]), ale i Kurlandczyk uzasadnia ja jedynie algebraicznie. Nie potrafie
stwierdzi¢, czy autorzy po prostu patrzyli na ten fakt algebraicznie, czy tez uznali,
ze geometryczne podejécie nie jest potrzebne. Moim zdaniem, wlasnie w owej
geometrycznej interpretacji kryje si¢ duza cze¢s¢ uroku tej metody.

Pierwszym drukowanym zrédlem, w ktdrej znalaztem geometryczng inter-
pretacje podstawienia Raviego jest ksigzka [9]. Warto tez dodac, ze caly rozdzial
poswieca temu sposobowi Henryk Pawlowski w ksigzce [12], doktadnie uza-
sadniajac geometryczne zrodto metody. W obu ksiazkach zwrot ,,podstawienie
Raviego” nie jest uzywany, trudno sie jednak temu dziwi¢ - pierwsza zostata
wydana w 1989 roku, druga w 1994.

3. Odcinki stycznych

I na tym w zasadzie mozna bytoby opowies¢ o podstawieniu Raviego
zakonczy¢. Jednak, w nawiazaniu do uzasadnienia tej metody, pozwole sobie na
pewna, moim zdaniem bardzo wazng, dygresje.

Dowdd poprawnosci podstawienia opiera si¢ na klasycznym, prostym
i bardzo tadnym fakcie z geometrii elementarnej — twierdzeniu o odcinkach
stycznych. Fakt ten znajduje sie w programie szkolnym, takze w obecnie obowig-
zujacej podstawie programowej. W rozporzadzeniu Ministra Edukacji Narodo-
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wej z dnia 30 stycznia 2018 roku, w dziale dotyczacym wymagan szczegétowych
w tre$ciach nauczania w punkcie VIIL1 czytamy, Ze ,,uczen wyznacza promienie
i $rednice okregow, dlugosci cigciw okregdéw oraz odcinkdw stycznych, w tym
z wykorzystaniem twierdzenia Pitagorasa.”

Czemu o tym pisze? Ot6z w ostatnich latach w kregach polskiej mtodziezy,
przygotowujacej sie¢ do zawodow olimpijskich, a takze — niestety — 0sdb prowa-
dzacych z nimi zajecia, do$¢ czesto twierdzenie o odcinkach stycznych nosi
inng nazwe: ,najmocniejszego twierdzenia geometrii” czy ,,zasadniczego twier-
dzenia planimetrii”. Co gorsza, widzialem takie sformutowania wydrukowane
w tekstach pisanych bynajmniej nie przez uczniéw. Uwazam, ze stosowanie tej
nazwy jest nie tylko niewlasciwe, ale wrecz szkodliwe i nalezy je zwalczac.

Dobrze jest, jesli pewne wyniki matematyczne maja swoje przyjete po-
wszechnie (a przynajmniej w konkretnych krajach) nazwy. Ulatwia to powo-
tywanie si¢ na nie w matematycznych rozumowaniach. Te nazwy sg niemal
zawsze dwojakiego charakteru - albo zwigzane s3 z nazwiskiem uczonego, ktéry
niekoniecznie na dany rezultat wpadt jako pierwszy, ale zazwyczaj miat z nim co$
wspdlnego, albo w nazwie znajduje sie termin, ktérego twierdzenie dotyczy. Wy-
starczy wzig¢ dowolny podrecznik matematyczny i obejrzec indeks przy hastach
~twierdzenie”. Po stowie ,,twierdzenie” jest niemal zawsze albo nazwisko, albo
stowo ,,0” i co$ po nim (czasem jedno i drugie, np. twierdzenie Borsuka-Ulama
o antypodach). W powszechnym uzyciu s3: twierdzenie o trzech prostopadtych,
twierdzenie o dwusiecznej, twierdzenie sinuséw, twierdzenie o trzech ciggach.
W przypadku matematyki na poziomie uniwersyteckim mozna wspomniec
o twierdzeniu o funkcji uwiklanej czy twierdzeniu o rozktadzie jednosci. Powo-
dy, dla ktérych nalezy zwalcza¢ to nowe okreslenie na twierdzenie o odcinkach
stycznych widz¢ co najmniej cztery i moim zdaniem kazdy z nich samodzielnie
wystarcza, by stosowa¢ wyltacznie terminologie dotychczasowa.

1. Nazwa, ktdra tu krytykuje, w przeciwienstwie do dotychczas uzywanej,
nic nie méwi o tym, czego dotyczy twierdzenie.

2. Termin ,twierdzenie o odcinkach stycznych” uzywany jest w polskiej
terminologii od bardzo, bardzo dawna. Czy istnieje jakas sensowna przyczy-
na, by go zmienia¢? Metoda dzielenia wielomianéw za pomoca tabelki nosi
nazwe schemat Hornera%, cho¢ Horner jedynie opisat ja w podreczniku, napi-
sanym w XIX wieku, a 6w sposdb byl znany juz Chinczykom kilka wiekow
wczesniej. Nie ma zadnych dowoddéw na to, ze Tales udowodnit twierdzenie
nazywane w niektdrych krajach, w tym w Polsce, jego imieniem. Nazwy przyjety

¢ William George Horner (1786-1837), angielski matematyk, nauczyciel.
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sie w Polsce wiele lat temu i rezygnacja z nich wymagataby naprawde mocnego
uzasadnienia - na przyklad eliminacji niepoprawnosci jezykowe;j.

3. Okreslenie ,najmocniejsze twierdzenie geometrii” jest ewidentnie nie-
wlasciwe. Dlaczego niby ten wlasnie wynik miatby by¢ najmocniejszym, za-
sadniczym czy najwazniejszym? Bez trudu mozna podac¢ co najmniej kilka
rezultatow klasycznej planimetrii, odgrywajacych znacznie wieksza role - na
przyklad twierdzenie Pitagorasa czy twierdzenie Talesa.

4. Uzycie w nazwie sfowa ,,najmocniejsze” (,najwazniejsze’, ,zasadnicze”)
jest bardzo niedobrym pomystem. Bo tu obok informacji wchodzi w gre ocena.
A z tym nalezy bardzo uwaza¢... Istnieja co prawda w matematyce tego rodzaju
nazwy twierdzen, ale sg one bardzo rzadkie i w nich stosowanie takich stow
jest uzasadnione - badz historycznie, jak w przypadku zasadniczego twierdze-
nia algebry, badZ merytorycznie, jak w przypadku podstawowego twierdzenia
rachunku rézniczkowego i catkowego.

Znajomy matematyk opowiedzial mi, Ze to on jest mimowolnym sprawca
uzywania nowej nazwy. Ot6z kilkanascie lat temu wygtaszat dla ,,mlodziezy
olimpijskiej” wyktad, podczas ktérego omawial r6zne zadania geometryczne.
Kilkakrotnie wykorzystywal twierdzenie o odcinkach stycznych i w pewnym
momencie powiedzial , tyle razy dzi$§ korzystalismy z tego twierdzenia, ze mo-
glibysmy je nazwa¢ najwazniejszym twierdzeniem geometrii”. A miodziez pod-
chwycila i rozpowszechnita - i w ten sposéb dowcip zmienil si¢ w rzeczywistosc.

Na szczgscie, nie zawsze dowcipy si¢ urealniajg. W 150 numerze Delty

czytamy:

Niektérzy nazywaja twierdzenie o trzech ciagach (jesli a, < ¢, < b, oraz
lim a, = lim b, = g, to ciag (c,) jest zbiezny i lim ¢, = g) twierdzeniem

o milicjantach i formulujg je tak: jesli znajdziesz si¢ miedzy dwoma milicjantami
idacymi do tego samego komisariatu, to tez tam trafisz.

Do dzis$ si¢ zastanawiam, jak cenzura to puscila (numer ukazal si¢ w czerw-
cu 1986 roku). Tu nowa nazwa sie nie przyjeta’.

Préby zmian od dawna funkcjonujacych w polskiej terminologii mate-
matycznej nazw sa niestety czestsze. Pare lat temu z ogromnym zdziwieniem
spotkalem sie z okresleniem ,,baza indukcyjna™® na pierwszy krok indukcyj-
ny, stosowanym gléwnie w kregach informatykéw. I ta ,nowomowa” budzi

7 Jak sie okazuje, analogiczna nazwa istnieje (i nawet jest uzywana) w jezyku whoskim -
teorema dei due carabinieri. Nie wiem, czy te nazwy powstaly niezaleznie od siebie i nie wiem,
ktora jest wezesniejsza.

¥ Jest to kalka z angielskiego okreslenia. Ale nawet patrzac na to z tej strony, nie jest to
trafne, bo po angielsku tez czesto uzywa si¢ wylacznie zapisu ,,(1), (2)” lub podobnego, a jesli juz
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moj zdecydowany sprzeciw. Giuseppe Peano, ktory wlaczyl zasade indukcji do
aksjomatyki liczb naturalnych, formulowat po prostu koniunkcje warunkéow
(zob. [13]). W Polsce, odkad zaczeto moéwic i pisac o indukgji, czyli od ponad
stu lat, bada si¢ po prostu dwa warunki - pierwszy i drugi (réznie zapisywane,
czasem w formie ,,(1), (2)”, czasem jako ,,(i), (ii)”, czasem w formie ,,1°, 2°”).
Termindw ,,pierwszy i drugi krok indukcyjny (indukcji)” zaczeto uzywac pét
wieku temu. Przejrzalem podreczniki pisane przez znakomitych polskich ma-
tematykow — wszyscy formutuja dwa numerowane warunki. W szczegdlnosci
Waclaw Sierpinski, w artykule o indukcji [16] opublikowanym w czasopismie
poswieconym nauczaniu matematyki, stosuje zapis ,1°, 2°7, a Witold Wilkosz,
w ksiazce omawiajacej systemy aksjomatyczne liczb catkowitych, uzywa zapisu
LI, I, Jakie moze by¢ uzasadnienie dla tak istotnej zmiany? Poza tym typowe
uzycie stowa ,,baza” w matematyce jest inne - jest to rodzina obiektow, ktora nie-
jako ,,generuje” calos¢. Rozwazamy bazy topologii, bazy przestrzeni wektorowej,
mamy liczne bazy powiazane z nazwiskami - baza Schaudera, baza Hamela, ba-
za Grobnera... Nazwanie pierwszego kroku indukcyjnego ,,bazg” jest w zupetnie
innym stylu. Ewentualnie mozna znalez¢ inng analogie - skoro pierwszy krok
indukcyjny ktos chce nazwac ,,baza indukcyjng’, to drugi powinien przechrzci¢
na ,nadbudowe indukcyjng”. Obym nie byt (zlym) prorokiem...
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Pan de Condorcet zblizyl si¢ i podnidst do oczu szklanke wody, z ktérej wrdzbita
odczytal zlowroga przepowiedni¢, doktadnie badajac migocaca tajemniczg zawarto$¢.

Jego inteligentny, lecz zimny wzrok badacza szukal w podwojnym, statym i cie-
klym, krysztale odpowiedzi na pytanie, ktére chtodny umyst sprowadzat do czysto
tizykalnych dociekan.

Istotnie, uczony obliczat glebie, zalamania §wiatta i gre mikroskopijnych drobin
wody. On, ktéry pragnal odnalez¢ we wszystkim przyczyne, odgadna¢ chcial powod
szarlatanerii, jaka na tak wybitnych ludziach, zebranych wokoét tego stotu, uprawial
czlowiek, ktéremu trudno bylo odmoéwi¢ niezwyklego wplywu.

Widac nie znalazt rozwigzania problemu, bo odstawit szklanke na st6t i posréd
zdumienia, jakie wywotalo proroctwo Cagliostra, powiedzial:

— A wiec i ja poprosze naszego znakomitego proroka, aby zapytal magiczne

zwierciadlo.

[...]

- A wigc, markizie - powiedziat gtucho Cagliostro, opuszczajac powieki — umrzesz
od trucizny, ktérg nosisz w pierscieniu. Umrzesz. ..
- A gdybym jg wyrzucil? - przerwal Condorcet;

[...]

- O tak, markizie - zawotala pani du Barry - na Boga, wyrzu¢ te obrzydla tru-
cizne! Wyrzu¢ ja po to chocby, aby zada¢ ktam temu niezno$nemu prorokowi, ktéry
dreczy nas swymi przepowiedniami. Jesli ja wyrzucisz, na pewno sie nie otrujesz.
A poniewaz pan Cagliostro twierdzi, Ze od niej wlasnie masz zgina¢, pan Cagliostro

rad nierad sktamie.

[...]

- To na nic - odparl spokojnie Cagliostro. - Pan de Condorcet jej nie wyrzuci.

- Istotnie — odparl markiz - nie wyrzuce jej nie dlatego, ze chce dopomoc prze-
znaczeniu, ale dlatego, ze panu Cabanisowi przypadkiem udato si¢ wykrystalizowa¢
dla mnie t¢ niezwyklg trucizne, a szczgsliwy traf moze si¢ nigdy nie powtdrzy¢. Dlatego
jej nie wyrzuce. Triumfuj wiec, panie Cagliostro.

- Przeznaczenie zawsze znajduje swoich wiernych wykonawcéw — odparl zagad-
niety.

— Zatem umre otruty — rzekl markiz. — Niech i tak bedzie. Nie kazdemu si¢ to
udaje. Przepowiedzial mi pan wspanialg $mier¢. Szczypta trucizny na koniec jezyka
i jestem unicestwiony. To juz nie $mier¢, to minus zycie, jak méwimy w algebrze.

Alexandre Dumas, Naszyjnik krolowej, przetozyta Wanda Blonska
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Krotkie informacje

Prezydent RP wreczyt w dniu 4 marca 2020 roku Stawomirowi Ramsowi
z Uniwersytetu Jagielloniskiego nominacje na tytut naukowy profesora nauk
$cistych i przyrodniczych.

Jerzy Kaczorowski z UAM zostal wybrany na przewodniczacego Komitetu
Matematyki PAN na kadencje 2020-2023.

Nagrode Abela za 2020 rok otrzymali Hillel Furstenberg z Hebrew Uni-
versity of Jerusalem i Gregory Margulis z Yale University za prekursorskie
zastosowanie metod z probabilistyki i uktadéw dynamicznych w teorii grup,
teorii liczb i kombinatoryce.

Nagrode Bergmana za 2019 rok otrzymali:

— Franc Forstneri¢ z University of Ljubljana w Stowenii, za wieloraki wkiad
do teorii funkcji wielu zmiennych zespolonych, geometrii zespolonej
i analizy geometrycznej,

— Mei-Chi Shaw z University of Notre Dame w USA, za jej liczny wklad
do teorii funkcji wielu zmiennych zespolonych, réwnan rézniczkowych
czastkowych i geometrii Cauchyego-Riemanna.

© 2020 Polskie Towarzystwo Matematyczne
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Alexander Beilinson z University of Chicago i David Kazhdan z Hebrew
University of Jerusalem zostali uhonorowani w 2020 roku Nagrodg Shawa za
ogromny wplyw i gteboki wkiad w rozwdj teorii reprezentacji oraz wielu innych
dziedzin matematyki.

Nagrode Wolfa za 2020 rok otrzymali Simon K. Donaldson z Imperial
College London i Yakov Eliashberg ze Stanford University za ich wklad do
geometrii rézniczkowej i topologii.

Nagrody Gléwne PTM za 2019 rok otrzymali:

- Yuriy Tomilov z IM PAN - Nagrode im. Stefana Banacha za glebokie
i szeroko cytowane wyniki w zakresie teorii operatoréw i polgrup opera-
toréw na przestrzeniach Banacha oraz ich zastosowania w teorii réwnan
rézniczkowych i teorii ergodycznej,

— Adam Bobrowski z PL - Nagrode im. Hugona Steinhausa za caloksztalt
dorobku w dziedzinie zastosowan matematyki.

Nagrody PTM dla Mlodych Matematykéw za 2019 rok otrzymali:

- Dominik Burek z U] za cykl czterech artykutéw z tematyki rozmaitosci
Calabiego-Yau,

- Agnieszka Hejna z UWr za cyKkl pieciu prac z analizy harmoniczne;.

Feliks Przytycki z IM PAN zostat w 2020 roku laureatem Medalu im. Wa-
clawa Sierpinskiego. Z uwagi na sytuacj¢ epidemiczng tradycyjnie odbywajacy
sie wiosna wyktad laureata zostal przesuniety na inny termin.
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Laureatem Nagrody im. Kazimierza Kuratowskiego dla mlodych mate-
matykéw za 2020 rok, przyznawanej przez IM PAN i PTM, zostal Mateusz
Wasilewski z Katholieke Universiteit Leuven za cykl prac dotyczacych wlasnosci
aproksymacyjnych algebr operatorowych.

Laureatem Nagrody IM PAN za wybitne osiagnigcia naukowe w zakresie
matematyki w 2020 roku zostal Damian Osajda z UWr i IM PAN za rezultaty
w geometrycznej teorii grup.

Tadeusz Januszkiewicz z IM PAN otrzymal w 2019 roku Nagrode Prezesa
Polskiej Akademii Nauk za wyjatkowe rezultaty naukowe, w szczegdlnosci za
prace, w ktdrej zastosowanie zaawansowanych metod geometrii algebraicznej
pozwolilo na uzyskanie nowych informacji dotyczacych klasycznych zagadnien
topologii, teorii aproksymacji i teorii interpolacji.

Laureatem medalu im. Juliusza P. Schaudera w 2020 roku zostata Susan-
na Terracini z Uniwersytetu w Turynie, w uznaniu jej wyjatkowego wkladu
w rozwdj teorii i zastosowan nieliniowych réwnan rézniczkowych.

Adam Gregosiewicz z PL i Piotr Knosalla z UO zostali laureatami na-
grody w Konkursie o Nagrode im. Urszuli Ledzewicz, organizowanym przez
Politechnike £.6dzka, za prace doktorskie z dziedziny zastosowan matematyki.
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Camille Horbez z CNRS Orsay zostal w 2020 roku laureatem nagrody
im. Kamila Duszenki za wybitne osiaggniecia matematyczne. Jury docenilo jego
wkiad w badanie brzegéw pewnych przestrzeni hiperbolicznych, na ktérych
dziala grupa Out(F,) i ich zastosowan zwigzanych ze sztywnoscia i brzegowa
$redniowalnoécia.

Nagrode im. Wlodzimierza Mlaka i Zdzistawa Opiala w 2020 roku otrzy-
mat Yuriy Tomilov z IM PAN.

Stypendia Ministra Nauki i Szkolnictwa Wyzszego dla wybitnych mto-
dych naukowcéw ustanowione w 2020 roku otrzymali matematycy: Piotr Tytus
Achinger z IM PAN i Joanna Aleksandra Kutaga-Przymus z UMK.

Stypendia Ministra Nauki i Szkolnictwa Wyzszego na rok akademicki
2019/2020 za znaczace osiagniecia otrzymali studenci matematyki: Angelika
Abramiuk z PWr, Anadi Agrawal z UWr, Damian Burczyk z UW, Kamil Dunst
z UMK, Michat Gérniak z UWr, Mateusz Kedziora z UW, Karolina Halina Kesik
z PS, Jakub Maciej Morawski z UW, Weronika Marta Nitka z PWr, Tomasz
Serafin z PWr, Tomasz Weron z PWr, Alicja Winnicka z PS, Karolina Wojtyniak
z UMK.

Wisréd laureatéw konkursu START Fundacji na rzecz Nauki Polskiej
w 2020 roku znalezli si¢: Tomasz Debiec z UW, Joachim Jelisiejew z UW, Jakub
Konieczny z UJ i Emilia Kozlowska z PS.

Stypendium im. Michata Jakuba Lyska w 2020 roku otrzymat Blazej Zmija
z UJ, natomiast Stypendium im. Franciszka Leji otrzymat Tymoteusz Chmiel.
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W Konkursie PTM im. Jozefa Marcinkiewicza na najlepsza studencka
prace z matematyki teoretycznej organizowanym przez Oddzial Torunski PTM
w 2019 roku nagrody otrzymali:

- drugie nagrody - Lukasz Bozyk z UW za prace Inducibility of graphs, Ma-
ciej Kucharski z UWr za prace Dimension-free estimates for Riesz trans-
forms related to the harmonic oscillator 1 Wojciech Stomian z PWr za prace

Transferencja oszacowar L, pomigdzy zsymetryzowanymi rozwinigciami

Jacobiego a transformatg Dunkla,

— trzecig nagrode — Kamil Urbas z UJ za prace Pewne warianty przestrzeni

Gromowa-Hausdorffa,

- wyrdznienie - Wojciech Dulinski z U] za prace Funkcje Morsea i funktory
strukturalne w topologii rézniczkowej.
W 2019 roku fundatorem nagréd bylo Towarzystwo Upowszechniania Wiedzy
i Nauk Matematycznych.

W Konkursie PTM na najlepsza prace studencka z teorii prawdopodo-
bienstwa i zastosowan matematyki organizowanym przez Oddzial Wroclawski
PTM w 2019 roku nagrody otrzymali:

— pierwszga nagrode - Jakub Skrzeczkowski z UW za prace Differentiabi-
lity of solutions to perturbed structured population models with respect to
perturbation parameter,

— drugie nagrody — Agnieszka Zieba z PW za prace Prawie algebraizacja
(kwadratowych) harnessow i Krzysztof Kepczynski z UWr za prace Asymp-
totics of supremum distribution of two-dimensional Gaussian processes,

- trzecia nagrode — Maciej Mista z PWr za prace Czasy trafienia w zbiory
dla proceséw Lévyego na prostej,

- wyrdznienia - Jakub Madej z PL za prace Ubezpieczenia grupowe dla za-
leznych czaséw zycia i Mateusz Sliwiniski z PWr za prace licencjackg Dys-
kretne potgrupy Feynmana-Kaca.
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W Konkursie PTM im. Anny Zofii Krygowskiej na najlepsza prace stu-
dencka z dydaktyki matematyki napisang w 2019 roku nagrody otrzymali:

- I nagrode — Agnieszka Polak z UP w Krakowie za prace ,, Myslgca klasa”
Petera Liljedahla jako sposéb realizacji wybranych zagadnien dotyczgcych
ciggow,

- I nagrode — Katarzyna Szczepaniak z UP w Krakowie za prace Wybrane
tematy z trygonometrii w myslgcej klasie,

— III nagrode - Amanda Weronika Lewandowska z UAM za prace Matu-
ra rozszerzona z matematyki — analiza jakosciowa wybranych rozwigzan
zadan,

- wyrdznienie — Piotr Bury z U] za prace Najwazniejsze wlasnosci liczb e
oraz n. Od definicji do przestgpnosci.

Michat Karonski z UAM zostal czlonkiem sze$cioosobowego Identifica-
tion Committee European Research Council. Komitet ma za zadanie przedsta-
wi¢ kandydatéw do nowej Rady Naukowej ERC.

Uniwersyteckie Centrum Badan Nieliniowych im. J. P. Schaudera przy
UMK oglosito konkurs o Nagrode im. J. P. Schaudera dla mfodych matematykow
za najlepsza prace naukowy z dziedziny analizy nieliniowej. Ten nowy konkurs
ma na celu promocje osiggnig¢¢ polskiej nauki w obszarze analizy nieliniowej
i wspieranie mlodych badaczy w tej dziedzinie. Regulamin konkursu i szczegoty
zwigzane z procedurg konkursowg mozna znalez¢ na stronie Centrum: https:
//cbn.umk.pl. Plakat informujacy o konkursie zamieszczamy na stronie 160.

W dniu 26 lutego 2020 roku w Bulgarskim Instytucie Kultury w Warszawie
odbyt si¢ koncert muzyki klasycznej w wykonaniu Pera Enflo (fortepian) oraz
Ralicy Petkovej (skrzypce). Per Enflo jest szwedzkim pianistg, a jednocze$nie
stynnym matematykiem, znanym m.in. z tego, ze rozwigzal w 1972 roku problem
nr 153 z Ksiggi Szkockiej, za co otrzymat od Stanistawa Mazura w nagrode zywa

ges.
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W dniu 11 kwietnia 2020 roku zmarl w wieku 82 lat John Horton Con-
way, angielski matematyk majacy w swoim dorobku istotny wktad m.in. do
teorii grup skonczonych (autor Atlasu grup skoriczonych), teorii weztdw, logiki
matematycznej, teorii gier, tworca Gry w zycie.

W dniu 4 kwietnia 2020 roku zmarl w wieku 94 lat Wtodzimierz Stankie-
wicz, specjalista w zakresie nomografii, autor wielu podrecznikéw akademic-
kich.

W dniu 8 lipca 2020 roku zmarl w wieku 8o lat Diethard Pallaschke, pro-
tesor Karlsruher Institut fiir Technologie w Bonn, wybitny specjalista w zakresie
teorii optymalizacji i analizy wypuklej, cztonek honorowy PTM.

Redakcja prosi o nadsylanie informacji do dzialu Krétkich informacji na adres:
Grzegorz Lysik, Instytut Matematyki UJK, ul. Swigtokrzyska 15, 25-406 Kielce, e-mail:
glysik@ujk.edu.pl.



Grob Stanistawa Ulama na cmentarzu Montparnasse w Paryzu (fot. Tomasz Bochnak)



o)
Wiad. Mat. 56 (1) 2020, 151-154
© 2020 Polskie Towarzystwo Matematyczne wmplm
1897

Leon Mikotajczyk (1929-2016)
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Leon Mikofajczyk urodzil si¢ 29 stycznia 1929 roku w Topoli Szlacheckiej
koto Leczycy, w rodzinie chlopskiej. Rodzice prowadzili gospodarstwo sredniej
wielkosci. Mieli trzy cérki i dwdch synéw — Leon byt najmlodszy. Rodzice i sio-
stry mieli wyksztalcenie elementarne. Leon i jego brat Henryk byli pierwszymi
osobami w rodzinie, ktore zdobyly wyzsze wyksztalcenie, a pdzniej nawet uzy-
skali tytuly profesoréw. Do 1939 roku Leon ukonczyl w Topoli kilka klas i jak
sam wspominal, ,nauczyciele starali si¢ wprowadza¢ go w $wiat ksigzek”

W czasie wojny cata rodzina Mikolajczykow zostala podzielona i prze-
siedlona do Generalnej Guberni. Leon pracowat — byt robotnikiem rolnym
ilesnym. Pomagal rodzicom w zdobywaniu stoniny, mleka, lekow itp. dla cho-
rego brata, ktory mial poczatki gruzlicy. Wielkim szczesciem w tych czasach
byto dla niego, gdy udato mu si¢ zdoby¢ i przeczytac jakas ksigzke. Wszystko to
mocno wplyneto na jego dalsze zycie.

© 2020 Polskie Towarzystwo Matematyczne
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Po zakonczeniu wojny rodzina Mikotajczykéw wrdcila na swoje stare
gospodarstwo, a Leon od stycznia 1945 roku kontynuowal nauke w Leczycy
az do matury w 1949 roku. W tym czasie ukonczyt szkote podstawowa, gimna-
zjum i liceum. W ciggu jednego roku czesto przerabial po dwie klasy. Nauczycie-
le, ktérych spotkal, byli wspanialymi pedagogami i oddanymi wychowawcami.
Leon duzo im zawdzigczal. Sam chcial zosta¢ nauczycielem. Wyboér kierunku
studiéw wynikal wlasnie z tego pragnienia i rady nauczyciela matematyki Lu-
dwika Wencla. W 1949 roku Leon ztozyl egzamin wstepny na trzyletnie studia
matematyczne na Uniwersytecie Lodzkim. W czasie tych studiow zachecony
przez swoja nauczycielke Jadwige Grodzka podjal prace nauczyciela matematyki
w swojej dawnej szkole w Leczycy. Mimo dodatkowej pracy, studia w Lodzi
ukonczyt zgodnie z planem w 1952 roku jako jeden z wyrdzniajacych sie stu-
dentoéw i spelnilo si¢ jego wielkie marzenie — zostal skierowany na Uniwersytet
Warszawski na dwuletnie studia magisterskie (opiekunem byl Roman Leitner).
Leon twierdzil, Ze mial szczeécie spotkac wielu wspaniatych nauczycieli, m.in.
Romana Sikorskiego, Waclawa Sierpinskiego, Stanistawa Mazura, Karola Bor-
suka, Kazimierza Kuratowskiego i Andrzeja Mostowskiego. We wrze$niu 1954
roku Mikofajczyk zostal zatrudniony w Katedrze Matematyki UL. Réwnolegle
kilku studentéw IV roku UL (wsrod nich Zbigniew Jakubowski) zostato zatrud-
nionych na Politechnice Lodzkiej. Wsparcie otrzymane od kolegéw z UL dla
»grupy politechnicznej” zaowocowato przyjazniami na kilkadziesiat lat (stad
wieloletnia przyjazn miedzy Mikotajczykiem i Jakubowskim).

W pazdzierniku 1954 roku z inicjatywy Grupy Funkcji Analitycznych PAN
(przewodniczyt jej Franciszek Leja, czlonkami byli m.in. Zygmunt Charzynski
i Mieczystaw Biernacki) odbyla si¢ w Lodzi Konferencja Funkcji Analitycznych.
Organizatorem byl prezes Oddziatu Lédzkiego PTM Witold Janowski, a w ze-
spole organizacyjnym znalezli si¢ m.in. Leon Mikotajczyk, Zbigniew Jakubowski
i Pawel Wiatrowski. Konferencja ta zapoczatkowata cykl miedzynarodowych
konferencji z analizy zespolonej organizowanych co cztery lata przez nastepne
pokolenia matematykéw z Krakowa, Lublina, Lodzi, a pdZniej takze z innych
miast. Jednymi z bardziej aktywnych uczestnikéw i wspdétorganizatoréw byli
Leon Mikotajczyk i jego uczniowie. W tym czasie byt on zatrudniony w kate-
drze Janowskiego i z jego inicjatywy zajmowal si¢ geometryczng teorig funkeji
analitycznych.

Doktorat nauk matematycznych Mikotajczyk uzyskat w 1963 roku na Wy-
dziale Matematyki, Fizyki i Chemii UL. Promotorem byt Witold Janowski. Praca
doktorska sktadata sie z dwoch czesci. Glownym wynikiem bylo wyznaczenie
obszaru zmiennos$ci ukltadu wspotczynnikow (A,, As) pewnej klasy funkcji
holomorficznych, unormowanych, jednolistnych, ograniczonych z gory i syme-
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trycznych w kole jednostkowym. W drugiej cze$ci pracy rozwazana byta klasa
X,(m), przy czym p = 1,2,... oraz m € (0,1), funkcji w, holomorficznych,
jednolistnych, p-symetrycznych, spetniajacych warunek [w,(z)| > m dla || > 1
i z biegunem jednokrotnym w z = co. Autor otrzymal twierdzenie o oszaco-
waniu z gory i z dotu [w}, (z)| w przypadku, gdy modut [w),(2)] jest staly. Szes¢
lat p6zniej, w rozprawie habilitacyjnej — podobnie jak w drugiej czesci pracy
doktorskiej — stosowal metode Robinsona do funkgji p-symetrycznych i uzyskat
nowe, ciekawe rezultaty. Badania wspomnianych klas byly kontynuowane i za-
owocowaly cyklem prac, ktdre byly inspiracja dla matematykéw zajmujacych
sie geometryczng teoria funkcji holomorficznych.

Latem 1970 roku matematycy UL dostali do uzytku nowy gmach przy
ulicy Banacha 38 — powstal Instytut Matematyki z podziatem na zaktady. Dy-
rektorem Instytutu zostal inicjator wybudowania gmachu Witold Janowski
(seniorem budowy byl Jerzy Jaron), a jego zastepcami Ryszard Jajte i Leon
Mikotajczyk, ktéry odpowiadal za czg¢é¢ dydaktyczng, programowa, wychowaw-
cza i biblioteke. Po 14 grudnia 1972 roku, po naglej $mierci Janowskiego, Leon
zostal kierownikiem jego zakladu. W latach 1978-1990 byt dyrektorem Instytutu,
a w okresie 1981-1983 prodziekanem Wydzialu MFCh UL. W latach 1979-1993
pracowal takze na Politechnice Lodzkiej (wspdtautorka tego wspomnienia byta
jego studentka). Wszystkie te obowigzki petnil z duzym oddaniem, cieszyl sie
uznaniem wspotpracownikow i studentow.

Leon Mikofajczyk byl milosnikiem ksigzek. Mial szczescie (jak twierdzit),
trafi¢ na polski przeklad (autorstwa Franciszka Skibinskiego) monogratii Ma-
tematyczna teoria procesow optymalnych z 1969 roku, ktérej wspdtautorem byt
Lew Pontriagin oraz na wydang rok pdzniej ksiazke Lekcji po matematiceskoj
teorii ekstremalnych zadac Igora Girsanova. Te dwie ksigzki staly si¢ zrédlem
nowej tematyki badawczej Leona oraz jego wspotpracownikéow. Po pewnym
czasie w badania te wlaczyl sie Wladystaw Pelczewski, jeden z tworcow Wydziatu
Elektrycznego PL. To byl poczatek teorii sterowania w Instytucie Matematy-
ki UL. Oczywiscie pdzniej ukazaly sie artykuly z tej tematyki i dorobek naukowy
Leona znacznie si¢ powigkszyl. Szczegdlng satysfakcje sprawila mu wspoélna
praca z fizykiem Tomaszem Domanskim, dotyczaca toksykologii. Praca ta (jako
pierwszy dodatek) znalazta si¢ w ksigzce Jerzego Piotrowskiego The application
of metabolic and excretion kinetics to problems of industrial toxicology, wydanej
przez w 1971 roku przez Departament Zdrowia, Edukacji i Opieki Spotecznej
Stanéw Zjednoczonych.

W 1988 roku Leon otrzymat tytut profesora nadzwyczajnego. Byt promo-
torem dwunastu prac doktorskich (dwdch z jego uczniéw, Marcin Studniarski
i Dariusz Zagrodny, ma obecnie tytul profesora). Znaczna cze$¢ pisanych pod
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jego kierunkiem prac magisterskich i rozpraw doktorskich dotyczy teorii i me-
tod optymalizacji oraz teorii sterowania, co wymagalo od promotora znacznej
wiedzy z informatyki.

Jednym z najwazniejszych osiagnie¢ organizacyjnych Leona Mikolajczyka
bylo przewodniczenie Komitetowi Organizacyjnemu XII Zjazdu Matematykow
Polskich w Lodzi w dniach 12-14 wrzesnia 1979 roku. Przyjechato kilkuset
uczestnikéw (w tym jedenascie 0sob z zagranicy), ktérym trzeba bylo zapewni¢
wyzywienie, zakwaterowanie, a sytuacja kraju byla trudna. Ze sprawnym komite-
tem organizacyjnym i dzieki pomocy prezydenta Lodzi J6zefa Niewiadomskiego
Zjazd udal si¢. Jednym z zaproszonych gosci byt Marian Rejewski. W czasie
Zjazdu otrzymal on Srebrny Medal ,,Za zastugi dla obronnosci kraju”, przyznany
mu przez Ministra Obrony Narodowej na wniosek PTM.

Leon byt aktywnym czlonkiem PTM (od 1955 roku) oraz Lodzkiego To-
warzystwa Naukowego (od 1989 roku). Przeszed! na emeryture w 1999 roku, ale
przestal pracowac na UL dopiero cztery lata pdzniej. W dniu 27 listopada 2013
roku odbyta si¢ uroczystos¢ odnowienia jego doktoratu na UL. Opinig o jubilacie
opracowal Marcin Studniarski. Decyzje podjal Senat UL. Leon byt wielokrotnie
nagradzany. Wsrdéd odznaczen i medali, ktére mu przyznano, szczegdlnie cenit
Medal Komisji Edukacji Narodowe;j.

Niestety, po wielu problemach zdrowotnych, 3 marca 2016 roku Leon
Mikotajczyk zmart. Zostal pochowany na cmentarzu rzymskokatolickim na
Dotach w Lodzi. Uroczystosci pogrzebowe na jego prosbe odbyty sie w gronie
najblizszej rodziny.

Zbigniew Jerzy Jakubowski (L6dz), Malgorzata Terepeta (L.6dz)
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Witold Adam Pogorzelski (1927-2018)
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Witold Adam Pogorzelski urodzit si¢ 14 marca 1927 roku w Lodzi. Niewiele
mowil o swoim pochodzeniu, czasami wspominal o ziemianskiej rodzinie na
Litwie, ktéra zbankrutowata na dlugo przed wojng. Nie byl spokrewniony ze
znanym matematykiem Witoldem Pogorzelskim, zyjacym w latach 1895-1963.
Szkote powszechng, Szkote Zgromadzenia Kupcow w Lodzi, ukonczyt w 1939
roku. We wrze$niu 1939 roku stracit ojca, Adama Pogorzelskiego, a w grudniu
tego samego roku zostal, razem z mama, Anielg Pogorzelska (z domu Katwajtis),
i starszg siostrg Eweling, wysiedlony z Lodzi. Zamieszkal w Warszawie, na
Zoliborzu. Uczeszczal do tajnego liceum matematyczno-fizycznego im. Ksiecia
Jozeta Poniatowskiego. Egzaminy maturalne zdat w 1944 roku. Réwnolegle
ukonczyl szkote wojskowa i wstapit do Armii Krajowej. Brat udzial w powstaniu
warszawskim — we wrze$niu 1944 roku dostat sie do niewoli i cudem uniknat
$mierci w Pruszkowie. Umieszczono go w obozie koncentracyjnym w Sachsen-
hausen-Oranienburgu. Pamietat gtéd i zimno, bo zima 1944/45 byla sroga. Spali
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w barakach, gesto zastawionymi pryczami, bez okien. Jak wspominal, wiatr
hulat po sali, ale gdyby nie ten wiatr, to udusiliby sie we wlasnym smrodzie. To,
co mu najbardziej utkwilo w pamieci, to apele poranne, zaczynajace si¢ okoto
czwartej rano i trwajgce dtugo. Liczono wi¢zniéw i liczba musiala sie zgadza¢d
co do jednego. Wielu wiezniéw umieralo podczas apeli, co powodowato zamie-
szanie i niekiedy zaczynano liczenie od nowa. Zblizajacy sie front wschodni
sklonil wladze obozu do ewakuacji. Kolo miejscowosci Wittstock konwoj ulegt
samorozwigzaniu. Po paru dniach btakania si¢ Pogorzelski napotkal oddzialy
amerykanskie. Zapewne dlatego, przez cale dalsze zycie Pogorzelski uwazal Sta-
ny Zjednoczone za najlepsze panstwo na $wiecie, ostoje wolnosci i demokracji.
Twierdzil, ze w wojsku amerykanskim stuzyli wtedy gtéwnie Polacy - nie miat
probleméw z porozumiewaniem sie, gdyz w kazdym czotgu byt kto§ mowiacy
po polsku. Szybko wrécil do Warszawy - decyzje powrotu thtumaczyl niepoko-
jem o mameg i siostre. Juz w listopadzie 1945 roku rozpoczal na politechnice
studia, ktore po roku przerwal i przenidst sie do Wroclawia, gdzie w 1952 roku
ukonczyl Politechnike, uzyskujac tytul magistra nauk technicznych. Jeszcze jako
student, w 1949 roku, podjat prace w Katedrze Pomiaréw Maszyn Cieplnych.
Od 1953 roku uczestniczyt w seminarium logicznym prowadzonym przez Marig
Kokoszynska-Lutmanows i Jerzego Stupeckiego. W 1955 roku przeniost si¢ na
Wydziat Filozoficzno-Historyczny UW i calkowicie po$wigcil logice formalne;.
W 1957 roku podjal prace na potowie etatu w Zakladzie Logiki PAN, ktérym
kierowal Kazimierz Ajdukiewicz. W dniu 21 wrze$nia 1960 roku obronit pra-
ce doktorska Teorie systemow dedukcyjnych adekwatne wzgledem rachunkow
zdaniowych, ktérej promotorem byta Kokoszynska-Lutmanowa. Tytul docenta
uzyskal 7 pazdziernika 1964 roku na podstawie rozprawy Twierdzenia o dedukcji
w logikach zdaniowych.

Z tego okresu pochodzg publikacje, ktére uczynily go znanym - praca [1]
zawiera schematy twierdzen o dedukcji, praca [2] omawia najslabszy system,
dla ktérego zachodzi klasyczne twierdzenie o dedukcji. Najwazniejsze jednak
byto zdefiniowanie strukturalnej zupetnosci w artykule [3].

Pogorzelski nie okreslit wyraznie swojego mistrza i mentora, cho¢ naj-
cieplej wspominal Marie¢ Kokoszynska-Lutmanowa. Do konca zycia zachowal
napisanag po polsku ksiazke (z dedykacja) Alfreda Tarskiego dotyczaca pojecia
prawdy - prace Tarskiego stale stanowity dla niego inspiracje, czerpal z nich wie-
le i czgsto do nich wracal. Inng ksigzka stale obecng w bibliotece Pogorzelskiego
byta Logika matematyczna Andrzeja Mostowskiego. W latach sze$¢dziesiatych
blisko wspotpracowal z Jerzym Stupeckim, ktéry - pelnigc funkcje rektora WSP
w Opolu - przyczynil sie do powstania tam o$rodka badawczego, w ktérym
zajmowano si¢ algebrg i logika. Wspieral starania Stupeckiego, prowadzac se-
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minarium naukowe. Pelnil rowniez funkcje zastepcy redaktora naczelnego
(ktérym byt Stupecki) czasopisma Studia Logica. Wspdlpraca zaowocowala
paroma publikacjami naukowymi oraz popularnonaukowa pozycja [4].

Od 1 lutego 1969 roku Pogorzelski pracowat w Instytucie Matematyki
Uniwerystetu Slaskiego. Poczatkowo sprawowal nadzér merytoryczny nad na-
uczaniem logiki w US, nie trwalo to jednak dtugo. Organizowal seminarium
z logiki formalnej, a dokladniej teorii systeméw logicznych. Raz w miesigcu
odbywaly si¢ wspdlne spotkania z Katedrg Logiki UJ (na przemian w Katowicach
i Krakowie) kierowang przez Stanistawa Surme. Zalozone zostalo czasopismo
naukowe Reports on Mathematical Logic, wydawane przez UJ i US, ktére szybko
zyskalo range miedzynarodows, obecnie dos¢ wysoka. Po odejsciu Pogorzelskie-
go whadze US szybko zerwaty wspétprace z UJ. Okres katowicki (lata 1969-1984)
byt najwazniejszym w zyciu naukowym Pogorzelskiego. Wiele publikowat, ale
zajal si¢ gléwnie pisaniem ksigzek. Ksiazki [5-7] byly podrecznikami dla stu-
dentéw. Ksiazka [8] byla (przynajmniej w zamierzeniu) proba podsumowania
rezultatéw badan zespotu. Zasadnicza kwestia badawcza byta zupelnos¢ systemu
logicznego, a wigc klasyczne zagadnienie z programu Hilberta, ale odnoszona do
zbioru regul inferencyjnych. Strukturalna zupetno$¢ byta kluczowym pojeciem
w aspekcie takich badan. Pogorzelski zebral grono wspoétpracownikow, ktdrzy
podjeli temat. Wypromowat szesciu doktoréw (w tym autoréw tego zyciorysu).
Tytut profesora nadzwyczajnego nauk matematycznych uzyskat w 1974 roku.

Przez seminarium Zaktadu Logiki Matematycznej US w latach siedem-
dziesigtych ubieglego wieku przewinelo sie bardzo wiele oséb. Poczatkowo
najwazniejszym uczestnikiem byl Tadeusz Prucnal, pierwszy doktorant Pogo-
rzelskiego. Obaj panowie uzupelniali si¢ znakomicie i ich wspdtpraca rozwijata
si¢ wspaniale, m.in. sformalizowali pojecie reguly podstawiania za zmienne
predykatowe.

Nagle zerwanie tej wspotpracy i przeprowadzka Prucnala do Kielc byta
dla nas wszystkich bolesnym ciosem. Pogorzelski utrzymywal dobre stosunki
z Klemensem Szaniawskim, Bogustawem Wolniewiczem, Romanem Suszka,
Stanistawem Surmg. Roman Suszko przez kilka lat przyjezdzat z referatami do
Katowic. W obszarze logiki Pogorzelski mial tez wiele wspolnego z Ryszardem
Wojcickim. Jezeli chodzi o logikdw-matematykow, to Andrzej Grzegorczyk,
Andrzej Mostowski i Czestaw Ryll-Nardzewski byli jego recenzentami profesor-
skimi i recenzje byly wysmienite. Bardzo sie staral o utrzymywanie kontaktow
z Andrzejem Mostowskim, ktérego bardzo wysoko cenil.

Pogorzelski stosowat logike i rozsadek, takze na co dzien. Chyba jak nikt
inny przeciwstawial sie nonsensom administracyjnym, podczas gdy inni nie re-
agowali. Zwalczal rozne rozpowszechnione, lecz bezsensowne, sentencje jak na
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przykiad ,wyjatek potwierdza regule” Mial odwage publicznie broni¢ logicznego
i racjonalnego rozumowania, m.in. w czasie otwartej dyskusji uniwersyteckiej
z pewnym marksistg, ktory twierdzil, ze pojawienie sie sprzeczno$ci w nauce
jest pozadane. Miat do komunizmu (czy realnego socjalizmu) stosunek zde-
cydowanie negatywny i czesto otwarcie dawal temu wyraz. Moéwil, ze to, co
oryginalne w filozofii marksistowskiej, nie jest ciekawe, a to co ciekawe - nie jest
oryginalne. Najbardziej draznif go postulat prymatu klasy robotniczej, czyli -
jak rozumial - prymatu gltupoty i niewiedzy. Cenil ludzi madrych i zdolnych,
cho¢ zauwazal, ze samo wyksztalcenie madrosci nie daje.

Uwazal, jak wiekszo$¢ logikdw, ze opis naukowy $wiata wymaga dobo-
ru odpowiednich $rodkéw metodologicznych - dlatego mozna go uwazaé za
neopozytywiste, cho¢ sam si¢ za niego nie uwazal. Pogorzelski nie napisal
w swoim zyciu zadnej pracy filozoficznej i nie uwazal sie za filozofa, miat
jednak sprecyzowane poglady z zakresu filozofii i logiki, ktére wyrazit dobit-
nie, cho¢ w rozproszony sposob, w wielu swoich pracach. Glgboko wierzyt
w formalizm logiczny i sadzil, Ze mozna odkry¢ rodzaj rachunkoéw, specyficz-
na teorie dowodu, pozwalajacg na naturalne wyprowadzenie wszystkich praw
logiki klasycznej. Wierzyl, Ze uczynit krok w tym kierunku i za swoje wielkie
odkrycie uwazat dzialanie reguly inferencyjnej na regute (zob. [10]). Moze prze-
sadna wiara w formalizm, a moze obawa, ze nie zostanie wlasciwie odczytany,
sprawila, iZ w swoich pracach naduzywal oznaczen formalnych. Utrudnia to
znacznie czytanie jego tekstow i odstrecza czytelnikow. Zupelnie inaczej odbie-
rane byly jego wypowiedzi ustne czy kroétkie listy. Niezwykly refleks, bieglos¢
w postugiwaniu si¢ jezykiem i dostrzeganie w skomplikowanych sprawach
najistotniejszych rzeczy sprawiaty, ze skutecznie umiat przekonywac do swo-
ich racji.

W latach 1978-1982 byt prodziekanem ds. studenckich i zostat tej funkcji
pozbawiony, gdy zaprotestowal przeciw decyzji rektora US o skresleniu z listy
jednego ze studentow, zaangazowanego w dzialalno$¢ podziemng w okresie
stanu wojennego. Sprawa ta, jak i negatywna ocena wystawiona przez wladze
partyjno-wojskowe, przy$pieszyta odejscie Pogorzelskiego z US, przeprowadzke
do Bialegostoku i podjecie pracy w Filii UW z dniem 1 lutego 1984 roku. Decyzji
przenosin do Biategostoku nie zalowat i dobrze si¢ czut w tamtejszym srodowi-
sku. Szybko zorganizowal Zaktad Logiki Matematycznej i seminarium naukowe.
Byl tam lubiany i doceniany; proszono go o kontynuowanie pracy az do 2006
roku na etacie profesora zwyczajnego. Mimo podesztego wieku kontynuowat
w Biatymstoku badania naukowe i wiele publikowal. Najwazniejszy byt Ele-
mentarny stownik logiki formalnej [11], wydany przez Filie UW w Biatymstoku
w 1992 roku (wersja angielska ukazala si¢ w 1994 roku).
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Pogorzelski duzo czytat i duzo ksigzek kupowal. Poza literaturg fachowa
interesowal si¢ zwierzetami, II wojna $wiatowa i kosmologig. Nie byt jednak
zainteresowany tworzeniem ksiegozbioréw. Nie liczac paru tytutow, wszystkie
ksigzki obowigzywala zasada dwodch lat: jezeli do jakiejs ksigzki nie zajrzal przez
dwa lata, to wylatywala ona z ksiggozbioru - byta sprzedawana lub darowana.

Kochat zwierzeta, zwlaszcza koty i z wielkim bdélem przyjmowat infor-
macje o ich krzywdzie. Angazowal si¢ w akcje na rzecz zwierzat, finansujac
wiele celéw i projektow. Pod koniec zycia ciezko chorowal; odchodzil dtugo
i bolesnie, stopniowo tracac kontakt ze $wiatem. Witold Adam Pogorzelski
zmarl 14 czerwca 2018 roku w Bialymstoku i pochowany zostal na cmentarzu
w Karakulach. Na plycie nagrobnej ma utrwalone zdjecie z kotem Maksiem,
najukochanszym z ukochanszych.

Cytowane prace Witolda Adama Pogorzelskiego
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Recenzje

HISTO RIA
SATEMATYE W POLSCE
NA TLE DEIEXMW NAUK]

[rany

Nie ma raczej watpliwosci, ze matema-
tyka jest szczegdlnym (moze nawet naj-
wazniejszym) tytulem do chwaty nauki
polskiej. Jak powiedzial kiedy$ (informa-
cja od Zbigniewa Semadeniego) Benoit
Mandelbrot, najwazniejszg datg w histo-
ril matematyki XX wieku jest odzyskanie
przez Polske niepodlegtosci. Wprawdzie
to stwierdzenie dotyczy ostatnich stu lat,
ale nie umniejsza wagi tego, co dziato
sie wezesniej, nawet przy dodaniu oczy-
wistej uwagi, ze dawniejsza matematy-
ka polska nie odnotowata tak spektaku-
larnych osiagnie¢, jak ta po 1918 roku.
Tak czy inaczej, chcialoby sie powiedziel,
ze nareszcie mamy calosciowe opraco-
wanie dziejéw matematyki polskiej. Li-
czaca ponad 600 stron ksigzka Roma-
na Dudy jest podzielona na dwie czesci.
Pierwsza (strony 25-401; wcze$niej ma-
my wykaz stosowanych oznaczen; roz-
dzialy I-X) stanowi narracje¢ (okre$lenie
autora), a druga (strony 403-625; roz-
dzialy XI-XVTI) obejmuje rozmaite dane
personalne, bibliograficzne, dydaktycz-
ne, organizacyjne i indeksy. Na uwage
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Roman Duda, Historia matematyki w Polsce na tle dziejow na-
uki i kultury, Instytut Historii Nauki im. L. i A. Birkenmajeréw
Polskiej Akademii Nauk, Warszawa 2019, 625 str.

zastuguje bardzo bogata dokumentacja
bibliograficzna i zrodlowa, w tym wspo-
mnieniowa — w czes$ci narracyjnej znaj-
duje sie wiele zdje¢ oséb i reprodukcji
oktadek ksigzek. Material zawarty w roz-
dziatach XI-XVI na pewno bedzie nie-
odzowna pomoca dla dalszych badan po-
rzadkujacych i bibliometrycznych nad
historig matematyki polskiej. Kazdy, kto
bedzie chcial kontynuowaé w przyszto-
$ci te tematy, znajdzie wlasciwy punkt
wyjécia w zestawieniach sporzadzonych
w czedci drugiej recenzowanej ksigzki.
Jest ona tez niewatpliwym sukcesem edy-
torskim z uwagi na estetyczny wyglad
i staranng korekte. Dodam, ze jest to
niejako zwienczenie dtugoletnich badan
Romana Dudy nad historig matematyki
w Polsce, ktorych efektem stalo sie wiele
publikacji, takze za granica.

Narracja jest zorganizowana we-
dle nastepujacych rozdziatéw: I. Polska
w $redniowieczu (wieki XI-XV), II. Pol-
ska u progu czaséw nowozytnych (wie-
ki XVI-XVIII), III. Polska rozbiorowa I
(okres 1795-1865), IV. Polska rozbioro-
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wa II (1865-1914), V. Polska miedzy dwo-
ma wojnami (1915-1940), VI. Matematy-
ka polska lat miedzywojennych, VII. Ka-
tastrofa II wojny $wiatowej, VIIL. Polska
po II wojnie $wiatowej, IX. Matematyka
polska po II wojnie $wiatowej, X. Proba
podsumowania. Ta struktura jest w pe-
wien sposdb zlamana. Pomijajac ostatni
(ktérego obecno$¢ jest oczywista), roz-
dzialy I-1V sa tak pomyslane, Ze z jed-
nej strony, dostarczajg informacji histo-
rycznej dotyczacej wydarzen, by tak rzec,
pozamatematycznych (politycznych, kul-
turowych itd.), z drugiej strony, referu-
ja stan matematyki, zaréwno w Polsce,
jak i poza nig. W dalszych rozdziatach,
tj. V-IX, te sprawy sa rozdzielone. Kwe-
stie z zakresu historii ogélnej sa omawia-
ne w rozdziatach V, VII i VIII, natomiast
dzieje matematyki w dwdch pozostatych,
tj. VI1iIX. Taka organizacja jest zrozu-
miala z uwagi na to, co stalo sie¢ w mate-
matyce polskiej po 1918 roku i wigze si¢
z zacytowana opinig Mandelbrota.
Mam jednak drobne (lub nie, jesli
ktos woli) uwagi dotyczace podzialu na
poszczegdlne okresy i nazewnictwa. Nie
wydaje mi si¢, aby okredlenie ,,Polska
u progu czaséw nowozytnych (wieki
XVI-XVIII)” byto trafne. Panujaca prak-
tyka historykow jest taka, ze, chociaz da-
towanie poczatku (progu) czaséw nowo-
zytnych jest rzeczg sporng (pomijam dys-
kusje na ten temat), to wieki XVII-XVIII
na pewno s3 nowozytnoscia. Jedli zesta-
wimy tytuly rozdziatéw I11II1, to mozna
doj$¢ do wniosku, ze czasy nowozytne za-
czely sie w Polsce w 1795 roku (pierwszy
rozbidr Polski), a to przeciez nieprawda.
Autor uwaza, ze okres rozbioréw skon-
czyl sie w 1915 roku, ale to jest watpli-
we, poniewaz kraj odzyskal niepodle-
glo$¢ w 1918 roku. Tak wiec, okres mie-

dzywojenny nie zaczatl sie w 1915 roku,
ale takze nie skonczyl si¢ w 1940 roku,
gdyz trwal w latach 1918-1939. Jest jed-
nak problem z latami IT wojny $wiatowej.
Duda zdecydowat si¢ na wyodrebnienie
lat 1939-1945 jako przedmiotu osobne-
go rozdziatu, mianowicie VII (datg po-
czatkowg jest w tym rozdziale 1939 rok,
a nie 1940). Ma to swoje oczywiste uza-
sadnienie, poniewaz byt to czas szczegdl-
ny. Z drugiej strony, rozdzial VII jest bar-
dzo krotki — ma 16 stron, gdy inne co naj-
muniej po kilkadziesigt. W tym znajduja
sie do$¢ zdecydowane sady o przebiegu
IT wojny $wiatowej w jej poczatkowym
przebiegu. Czy jednak ksigzka o historii
matematyki jest wlasciwym miejscem
dla rozstrzygania spornych problemoéw
historii politycznej i to z punktu widze-
nia pewnej wersji tzw. poprawnosci po-
litycznej? W zadnej mierze nie umniej-
szajgc znaczenia agresji ZSRR na Polske
w 1939 roku, mam watpliwos¢, czy oku-
pacja (jesli w ogole stosowac to stowo;
jest tez zreszta problem z okupacja li-
tewska) radziecka (wole ten przymiot-
nik niz ,sowiecka”; to sa zagadnienia
stownikowo-semantyczne, a wigc drugo-
rzedne) moze by¢ traktowana na réw-
ni z niemiecky. Przy wszystkich repre-
sjach ze strony wtadzy radzieckiej na Kre-
sach Wschodnich, trudno je poréwny-
wac z tym, co dzialo si¢ w Generalnej Gu-
berni. Jesli juz przyjaé, ze lata 1939-1945
nie nalezg ani do okresu przedwojenne-
go, ani do okresu powojennego i zastugu-
ja na odrebne potraktowanie, to jednak
na uwage zasluguja nie tylko represje
i straty, ale takze osiagniecia wielu mate-
matykéw (podobnie zresztg, jak przed-
stawicieli innych dyscyplin), ktérzy zy-
li i pracowali w okupowanej Polsce lub
na emigracji, na przyklad Alfred Tarski
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i Stanistaw Ulam (akurat nie s3 wymie-
nieni wéréd emigrantéw na str. 312-315)
nie tylko wyjechali z Polski, ale wiele
osiggneli w latach 1939-1945, a nie by-
li przeciez odosobnionymi wyjatkami.
Te kwestie sg poruszone w ksigzce zbyt
zdawkowo.

Bardzo duzg zaletg ksigzki Romana
Dudy jest pokazanie historii matematyki
polskiej w szerokiej perspektywie kultu-
rowej, w szczegolnosci akademickiej. To
zrozumiale, ze kontekst matematyczny
odgrywa role zasadniczg. Znaczy to, ze
polska mysl matematyczna jest ulokowa-
na na tle tego, co dzialo sie w matematy-
ce polskiej. Autor wykonat benedyktyn-
ska prace, aby wydoby¢ to wszystko, co
byto wazne w matematyce polskiej i po-
réwnacd ja z tym, co miato miejsce w §wie-
cie matematycznym. Mam dwie uwagi
krytyczne. Po pierwsze, zabrakto wska-
zania na wydatng role matematyki arab-
skiej dla rozwoju matematyki europej-
skiej. Troche to dziwi z uwagi na domnie-
mania o wplywie Arabéw na Kopernika.
Po drugie, skoro juz czytamy w ksigzce
o stopniowym upadku nauki i kultury
polskiej ,,u progu czaséw nowozytnych’,
warto by, chociazby krétko, wskazaé na
przyczyny tego regresu. Jedna z nich, mo-
ze nawet gtéwna, byla przestarzala kon-
cepcja nauczania gimnazjalnego i aka-
demickiego, reprezentowana wszedzie,
gltéwnie przez jezuitéw, ale skutecznie
ograniczana w krajach zachodniej Euro-
py; natomiast panujgca w Polsce az do
II potowy XVIII w. Jesli chodzi na przy-
kiad o filozofig, to my¢l polska byta naj-
pierw zdominowana przez p6zng scho-
lastyke, a potem przez tzw. philosophia
recentiorum, eklektyczng mieszanke teo-
logiczno-naukows. Tak byto w Polsce az
do czaséw Komisji Edukacji Narodowej

i ta okolicznoé¢ wyznaczata sposob edu-
kacji. W szczegdlnosci, Polacy nie mieli
zbyt bliskiego kontaktu z tym, co dzialo
sie w dwczesnym swiecie. Okolicznosé¢
ta sprawila, ze polskie uniwersytety staly
sie prowincja (Uniwersytet Krakowski
byt uczelnig prawdziwie miedzynarodo-
wa w XVI wieku) a w Polsce nie poja-
wily si¢ ani towarzystwa naukowe, ani
akademie nauk. Czas zaboréw nie sprzy-
jal nadrobieniu zaleglosci, ale nie zostat
stracony, zwlaszcza po 1865 roku i autor
stusznie pos$wigcil osobny rozdziat pie¢-
dziesigciu latom od tego momentu do
wybuchu I wojny $wiatowe;j.
Matematyka w Polsce byta obecna
od - powiedzmy - Witelona (lub nawet
wczedniej), miala si¢ lepiej lub gorzej, ale
nie odgrywata wigkszej roli w $wiecie.
Gdyby kto$ zajmowal sie prognozowa-
niem rozwoju matematyki §wiatowej, po-
wiedzmy w 1915 roku, pewnie wymienil-
by Francje, Niemcy, Rosje, Stany Zjed-
noczone, Wielka Brytani¢ i Wlochy jako
dominujace w kreowaniu idei matema-
tycznych w nastepnych latach. Przypusz-
czam, ze nawet Polacy nie ,wpadliby”
na malowanie przyszloéci matematyki
polskiej w nadmiernie optymistycznych
barwach. I tu dochodzimy do fenome-
nu wskazanego przez Maldenbrota, aby
jeszcze raz przywola¢ to nazwisko. Nic
dziwnego, ze Duda poswieca wiecej niz
polowe narracji w swojej ksiazce temu,
co stalo si¢ w matematyce polskiej po
1918 roku (faktycznie po 1915 roku, ale te
kwestie juz poruszylem). Myéle, ze bar-
dzo wielu czytelnikéw Historii matema-
tyki polskiej bedzie oczekiwaé w niej od-
powiedzi na pytanie, jak to sie stalo, ze
powstala Polska Szkota Matematyczna
oraz osiggneta tak niebywaty rozwéj i tak
wielkie znaczenie w $wiecie. Oczekiwa-
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nie to jest niewatpliwie spelnione — Ro-
man Duda poswiecil bardzo wiele miej-
sca przedstawieniu, jak do tego doszlo.
Uczynil to w sposob, by tak rzec, nie-
standardowy. Zwykle powiada sie tak.
W 1918 roku ukazal sie I tom czasopi-
sma Nauka Polska, w ktérym zostal opu-
blikowany tzw. program Janiszewskiego
kreslacy odwazny projekt rozwoju mate-
matyki polskiej i ktadacy podwaliny pod
powstanie Polskiej Szkoty Matematycz-
nej z jej koncentracjg na teorii mnogosci
i topologii oraz ich aplikacji w innych
dziatach matematyki, wliczajac w to tak-
ze podstawy matematyki. Janiszewskie-
mu bardzo zalezato na umiedzynarodo-
wieniu matematyki polskiej i w tym ce-
lu powzigl konkretny pomyst wydawa-
nia w Polsce miedzynarodowego czaso-
pisma pod nazwg Fundamenta Mathe-
maticae.

Powyzszy obraz jest oczywiscie
prawdziwy, ale zdecydowanie niepel-
ny. Duda szczegélowo pokazuje (roz-
dziat IV i poczatek V), ze program Ja-
niszewskiego i powstanie Polskiej Szko-
ty Matematycznej byly efektem proce-
su, ktory zaczal si¢ w II potowie XIX
wieku (autor podkresla to w podsumo-
waniu, str. 390-391) i byl zwigzany ze
Szkotg Gléwng w Warszawie, ostateczna
polonizacja uniwersytetow w Krakowie
i Lwowie, powstaniem krakowskiej Aka-
demii Umiejetnosci, dziatalnoscig Ka-
sy im. Mianowskiego, Towarzystwa Na-
ukowego Warszawskiego, a to wszystko
mozna nazwa¢ pracg organiczng (u pod-
staw) w sensie pozytywistow warszaw-
skich. Celem tych przedsiewzie¢ bylo
nie tylko podniesienie o$wiaty na zie-
miach polskich, ale takze organizacja zy-
cia akademickiego, oficjalnego, jak w Ga-
licji, i poloficjalnego, jak w zaborze ro-

syjskim i niemieckim, przy czym w tym
drugim bylo ono w zasadzie szczatkowe.
Gdy wybuchta I wojna $wiatowa i po-
jawily sie nadzieje na odzyskanie nie-
podlegtosci przez Polske, Kasa im. Mia-
nowskiego zainicjowata szeroka dysku-
sje nad organizacja i potrzebami nauki
polskiej. Wzielo w niej udzial trzech
matematykow, mianowicie Stanistaw Za-
remba (Krakow), Stefan Mazurkiewicz
(Warszawa) i Zygmunt Janiszewski (do
1918 roku — Lwow, od 1918 roku — War-
szawa). Najwazniejszy byt wspomniany
artykul Janiszewskiego. Roman Duda re-
feruje go zgodnie z oryginalng trescia,
a jest to o tyle wazne, ze Janiszewski
wprawdzie sugerowal, aby polscy ma-
tematycy skoncentrowali si¢ na jednej
dziedzinie matematycznej, ale nie okre-
$lil, o jaka chodzi. Dopiero potem, acz-
kolwiek niedlugo, teoria mnogosci stata
sie osig matematyki w rozumieniu Pol-
skiej Szkoly Matematycznej. Duda po-
kazuje (str. 192-193, 204-205), Ze pro-
gram Janiszewskiego byl kontrowersyj-
ny, gdyz Zaremba mial inng koncepcje
matematyki, co sprawilo, Ze relacje mate-
matykéw krakowskich z kolegami z War-
szawy i Lwowa (dwoma centrami Pol-
skiej Szkoly Matematycznej) byly raczej
chlodne. Dlaczego ten fragment recen-
zowanej ksigzki uwazam za osobliwie
wazny? Otdz, dlatego, ze jest w nim po-
kazane, iz Polska Szkota Matematyczna,
nie spadla, by tak rzec, z nieba, ale byta
rezultatem dlugiego procesu, w ktérym
bralo udziat wielu zastuzonych ludzi, na
przyklad Samuel Dickstein. Jeszcze teraz
wracajac do opinii Mandelbrota, na pew-
no milej z ,narodowego” punktu widze-
nia, rozwdj matematyki polskiej w XX
wieku byt efektem przemyslanej i kon-
sekwentnej pracy. Oczywiscie, program
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Janiszewskiego mogt zostaé zrealizowa-
ny takze dzieki okolicznosciom politycz-
nym, entuzjazmowi tych, ktdrzy go reali-
zowali i wreszcie dlatego, poniewaz poja-
wila sie cala plejada zdolnych matematy-
kéw, z ktorych wielu stato sie wybitnymi.
Biorac pod uwage rozmaite fakty, waz-
nym wydarzeniem byla reaktywacja (za
zgoda okupacyjnych wladz niemieckich)
Uniwersytetu Warszawskiego w 1915 ro-
ku. To w tej uczelni zaczeto ksztalci¢ mlo-
dych matematykéw w bardzo nowocze-
sny sposob.

Czytelnik dowie sie z ksigzki Dudy
nie tylko o kontekscie organizacyjnym
(uczelnie, o$rodki, wydawnictwa, towa-
rzystwa, kongresy, akademie nauk), ale
takze o osiagnieciach naukowych w wie-
lu dziedzinach matematyki. Oto wykaz
z rozdziatu V (podobny jest w rozdzia-
le IX): teoria mnogosci, topologia, logi-
ka matematyczna i podstawy matematy-
ki, analiza matematyczna, teoria funkcji
rzeczywistych, funkcje zespolone, réw-
nania rézniczkowe, szeregi trygonome-

Przygotowanie dobrego podrecznika do
rachunku prawdopodobienstwa, z kto-
rego mogliby efektywnie korzysta¢ stu-
denci studiéw pierwszego stopnia, gra-
niczy z niemozliwoscig. Tego trudnego
zadania podjal si¢ jednak Jerzy Ombach.
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tryczne i ortogonalne, analiza funkcjo-
nalna, teoria miary, teoria prawdopodo-
bienstwa, geometria rézniczkowa, alge-
bra (tutaj sa wspomniane prace polskich
kryptologdw, ktdre zostaly zwienczone
zlamaniem szyfru ,,Enigmy” - wydaje
mi sig, ze ten epizod zastuguje na wyod-
rebnienie go w odrebny paragraf), teoria
liczb, matematyka dyskretna, statystyka
matematyczna, mechanika, inne (teoria
gier, kartografia matematyczna, geome-
tria wykre$lna). Autor pos$wiecit wiele
uwagi, i stusznie, wpltywowi polskiej ma-
tematyki na §wiatowy rozwdj tej dziedzi-
ny i oceny tego faktu ptynace z zewnatrz,
tj. z miedzynarodowego $rodowiska ma-
tematycznego. Ksigzka Romana Dudy,
powtorze to raz jeszcze, bardzo pigknie
wydana, powinna by¢ bestsellerem w hi-
storiografii nauki. Nie mam watpliwoéci,
ze powinna by¢ wydana po angielsku.

Jan Wole#iski
Wyzsza Szkota Informatyki
i Zarzadzania w Rzeszowie

Jerzy Ombach, Rachunek prawdopodobieristwa wspomagany kom-
puterowo dla studentow matematyki stosowanej, Wydawnictwo
} UJ, Krakow 2019, 294 str.

Omawiany podrecznik wyroést z do-
$wiadczen, ktdre autor zgromadzit, pro-
wadzac wyklady z rachunku prawdopo-
dobienstwa dla studentéw matematyki
stosowanej oraz matematyki w ekonomii
na Uniwersytecie Jagiellonskim.
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Uklad materialu zawartego w Ra-
chunku prawdopodobietistwa jest, wyla-
czajac kilka wyjatkow, bardzo klasyczny
i zawiera wszystko to, co student koncza-
cy kurs teorii prawdopodobienstwa na
studiach pierwszego stopnia powinien
znac.

I tak, pierwszy rozdzial omawia-
nej pozycji zostal poswiecony przestrze-
niom probabilistycznym. Istotnie, autor
rozpoczyna swoje rozwazania od defini-
Cji przestrzeni probabilistycznej — poja-
wilo sie tu naturalnie pojecie o-algebry,
jednak precyzyjna definicja przeniesio-
na zostata do ostatniego, uzupelniaja-
cego rozdzialu zawierajacego podstawy
teorii miary i catki. Moje powazne za-
strzezenia — od razu jednak dodam, ze
nie sg one kierowane do autora omawia-
nego podrecznika, lecz bardziej do de-
cydentéw wplywajacych na organizacje
studiéw - budzi koniecznos¢ wylozenia
teorii prawdopodobienstwa studentom,
ktdérzy nie ukonczyli kursu teorii mia-
ry i catki. W rezultacie tak podstawo-
we pojecia jak o-algebra czy zmienna
losowa pozostajg catkowicie nieintuicyj-
ne i bardzo czgsto student operuje nimi
w sposéb czysto mechaniczny. Doswiad-
czytem tego, prowadzac wyklady rachun-
ku prawdopodobienstwa dla studentéw
specjalno$ci modelowanie matematycz-
ne. Na plus trzeba zapisa autorowi, ze
w dwu ostatnich rozdziatach przygoto-
wal kompendium niezbednej wiedzy -
oczywiécie bez dowoddw, ale mimo to
uwazny czytelnik moze wypracowacé so-
bie pewne intuicje teoriomiarowe.

W kolejnych paragrafach pierwsze-
go rozdzialu omawiane sg nastepujgce
zagadnienia: schemat klasyczny, prawdo-
podobienstwo geometryczne, prawdopo-
dobienstwo warunkowe i wzdr Bayesa,

a dalej zdarzenia niezalezne i przestrze-
nie produktowe oraz schemat Bernoul-
liego. Kazdy rozdzial konczy lista zadan
wraz z propozycja symulacji i obliczen
w programie Maple. Zadania sg do$¢
standardowe, wybratem losowo kilka
sposérdd nich i bez trudu rozwigzalem,
co zdecydowanie $§wiadczy o ich elemen-
tarnej naturze. Biorac jednak pod uwa-
ge, dla kogo ten podrecznik byl pisany,
nie powinno to nas specjalnie dziwic.
Pefen uznania jestem za to dla pomy-
stu, aby wzbogaci¢ podrecznik propozy-
cjami symulacji w pakiecie Maple. Za-
bieg ten podnidst znaczaco atrakcyjnosé
wyktadu.

Rozdzial drugi i nastepne poswie-
cone s3 zmiennym i wektorom loso-
wym. Przyblizenie tego zagadnienia stu-
dentom, ktérzy zetkneli sie jedynie ze
zmiennymi losowymi pojawiajacymi sie
w schemacie klasycznym, stanowi nie
lada sztuke. Udato sie to Jerzemu Omba-
chowi; jego tekst czyta si¢ z wielkg przy-
jemnoscia, jest on w zakresie, jaki byl
mozliwy do osiagniecia, $cisty i precy-
zyjny. Liczne przyktady ulatwiaja stu-
dentom zrozumienie nielatwego prze-
ciez materiatu. Odnosi si¢ wrazenie, iz
wszystko w tym podreczniku jest gtebo-
ko przemyslane - kazdy przyklad i kaz-
de zadanie - i ze stojg za tym wszyst-
kim bogate do$wiadczenia dydaktyczne
autora.

Pewne mankamenty zwigzane w wy-
kladaniem teorii prawdopodobienstwa
studentom bez przygotowania teorio-
miarowego ujawniaja si¢ w rozdziale
trzecim. Definiujac parametry rozktadu,
a wiec na przyktad nadziej¢ matematycz-
ng, autor zmuszony jest operowac catka
Lebesgue’a. Mysle, ze uzyteczne byloby
zamieszczenie kilku przyktadow, w kto-
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rych obliczone zostatyby proste catki Le-
besgue’a w przypadkach rozkladéw in-
nych niz dyskretne i ciggte. Mam obawy,
ze ta cze$¢ wyktadu moze okazac sie zbyt
abstrakcyjna dla studentéw matematyki
stosowane;j.

O ile ujecie materialu zaprezento-
wanego w pierwszych pieciu rozdzia-
fach podrecznika jest doé¢ typowe, o ty-
le rozdzial sz6sty przynosi zagadnienia
rzadko omawiane na wyktadach z ra-
chunku prawdopodobienstwa. Znajo-
mo$¢ metod Monte Carlo, bo o nich tu-
taj mowa, jest nie do przecenienia w za-
stosowaniach matematyki. Z uznaniem
trzeba si¢ odnie$¢ do pomystu wilacze-
nia tej niestandardowej, cho¢ bardzo
waznej problematyki do omawianego
wyktadu.

Bardzo przystepny jest rozdziat
6smy, po$wiecony fanicuchom Markowa.
Biorac pod uwage znaczenie teorii pro-
ceséw Markowa w modelowaniu mate-
matycznym zjawisk biologicznych i eko-
nomicznych, przyblizenie tej tematyki

studentom, ktérzy w przysztosci beda
stosowa¢ matematyke, jest znakomitym
pomystem.

Podrecznik Jerzego Ombacha oce-
niam niezwykle pozytywnie. To bardzo
dobrze napisana ksigzka i nalezy sie cie-
szy¢, ze na rynku ksiegarskim ukazata
si¢ nowoczesna pozycja z teorii praw-
dopodobienstwa przeznaczona dla stu-
dentéw matematyki stosowanej. Mysle,
ze beda po nig siega¢ nie tylko stu-
chacze kurséw prowadzonych na uni-
wersytetach, ale takze studenci politech-
nik, a moze nawet wydzialéw i uczel-
ni ekonomicznych. W kazdym razie za-
potrzebowanie na taki podrecznik jest
ogromne.

Tomasz Szarek

Wydzial Fizyki Technicznej

i Matematyki Stosowanej
Politechniki Gdanskiej

oraz

Instytut Matematyczny PAN,
oddzial w Sopocie

sl Jozef Banas, Beata Rzepka, Wyklady matematyki finansoweyj,

WYKEADY

LLEIWTE  Wydawnictwo Politechniki Rzeszowskiej, Rzeszéw 2019, 194 str.

Ksigzka Wyktady matematyki finanso-
wej dotyczy szeroko pojetej arytmetyki
finansowej. W przystepny sposob pre-
zentuje podstawy arytmetyki finansowej,
ktdre sg bardzo istotne dla 0séb chca-
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cych zapozna¢ sie z szeroko pojetymi
zastosowaniami matematyki w ekono-
mii. Na ich temat zostalo napisanych juz
kilka ksigzek w jezyku polskim. Mozna
do nich zaliczy¢ m.in. podreczniki Mate-
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matyka w finansach i bankowosci autor-
stwa Mariana Matloki oraz Matematyka
finansowa autorstwa Joanny Podgorskiej
i Marii Klimkowskiej. Kazda z tych pozy-
cji reprezentuje jednak nieco inne podej-
$cie do tematu, wobec czego pojawienie
sie omawianej ksigzki na rynku jest nie-
watpliwie pozyteczne.

Publikacja porusza wszystkie wazne
zagadnienia z punktu widzenia podstaw
matematyki finansowej. Jej konwencja
jest przejrzysta. Sklada si¢ ona z dziesie-
ciu rozdziatéw. W pierwszym omdwio-
no zagadnienie oprocentowania, zwra-
cajac szczegdlng uwage na jego rodza-
je. Drugi dotyczy réwnowaznosci stop
procentowych przy réznych okresach ka-
pitalizacji, a trzeci i czwarty odpowied-
nio efektywnej i przecietnej stopy pro-
centowej. Piaty rozdziat dotyczy inflacji
i uwglednia takze zagadnienie realnej
stopy procentowej, szdsty wartosci pie-
nigdza w czasie, siodmy dyskonta han-
dlowego, 6smy weksli. W dziewiatym
omawiany jest problem rent oraz kre-
dytéw, a w dziesigtym oceny inwestycji
finansowych. Kazdy z rozdziatéw rozpo-
czyna sie od przedstawienia zarysu po-
jawiajacych sie w nim poje¢. Co wazne,
wszystkie one zostaly jasno zdefiniowa-
ne, z zachowaniem chronologii. Poszcze-
golne wzory i zaleznosci zostaly wypro-
wadzone krok po kroku. Niestandardo-
wym, a zarazem ciekawym elementem
rozdzialu ésmego jest poréwnanie po-
je¢ zwigzanych z pozyczkami i wekslami,
ktére z czysto matematycznego punktu
widzenia sg tozsame. W rozdziale dzie-
wigtym przydatnym zabiegiem jest zilu-
strowanie platnosci poszczegolnych rent
na osi czasu. W rozumieniu zagadnien
czytelnikowi niewatpliwie pomoga licz-
ne zadania z rozwigzaniami, ktére nie

sprowadzajg si¢ jedynie do podania wla-
$ciwych wzordéw i podstawienia danych.
Sa one z reguly opatrzone obszernym ko-
mentarzem wyjasniajacym istote proble-
mu, jakiego dotyczy zadanie. Na koncu
kazdego z rozdzialéw zamieszczone sg
zadania do samodzielnego rozwigzania.
Pierwsze zadania sg tatwe, sprowadzajg
sie do podstawienia danych do wzoru.
Dalsze wymagaja pelnego zrozumienia
zagadnienia i zastosowania kilku wzo-
row.

Mimo niewatpliwych waloréw ksigz-
ki, na ktére zwrocitem uwage w poprzed-
nim akapicie, konieczne jest tez sformu-
fowanie kilku uwag krytycznych.

Pierwsza z nich dotyczy matego po-
wigzania czg¢$ci omawianych w ksiazce
zagadnien z realiami rynkéw finanso-
wych. Oczywiécie w podreczniku do-
tyczacym matematyki finansowej glow-
ny nacisk powinien by¢ potozony na
zagadnienia ilo$ciowe, niemniej czytel-
nik, ktéry uwaznie zapoznat si¢ z ksigz-
ka i rozwiazal zadania powinien potra-
fi¢ odnie$¢ zdobytg wiedze do rzeczy-
wistych produktéw finansowych. Pod-
recznik z zalozenia przeznaczony jest dla
studentéw matematyki, ktérzy na ogét
nie maja szerokiej wiedzy na temat re-
aliow rynkéw finansowych. Z ksigzki
czytelnik nie dowiaduje sie, przy jakich
instrumentach stosuje si¢ kapitalizacje
prosta, a przy jakich ztozona. Nie jest ja-
sna motywacja wprowadzenia zagadnie-
nia kapitalizacji ciagtej, ktéra osobie nie-
majacej szerszej wiedzy na temat modeli
rynku moze wydawac sie pojeciem zu-
pelnie abstrakcyjnym. O ile samo zagad-
nienie inflacji zostalo wyjasnione doé¢
precyzyjnie, to czytelnik nie dowiadu-
je sie, jakie jest podloze tego zjawiska
i od czego zalezy poziom inflacji. Cha-
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rakteryzujac dos¢ szeroko pojecie weksli,
autorzy nie wspomnieli, jaki jest cel emi-
towania tych papieréw wartosciowych
i kto jest gtéwnym uczestnikiem ich ryn-
ku. W kontekscie dostepnych obecnie
na rynku produktéw finansowych nie-
potrzebny wydaje si¢ podrozdzial 1.2
dotyczacy roku bankowego (360 dni)
i kalendarzowego. Ostatnim papierem
warto$ciowym w Polsce rozliczanym we-
dlug bazy 360 dni byly bony skarbowe,
ktérych emisji zaniechano w 2013 ro-
ku. Obligacje, weksle, lokaty i rachunki
oszczednosciowe sg od dawna rozlicza-
ne wedlug bazy 365 dni, a przy wyko-
rzystaniu kapitalizacji miesi¢cznej ban-
ki naliczaja oprocentowanie proporcjo-
nalnie do liczby dni okresu bazowego.
Warto zaznaczyé¢, ze liczenie efektywnej
stopy procentowej przy zalozeniu réw-
nych okreséw kapitalizacji zamiast rze-
czywistych dlugoéci miesiecy bedzie pro-
wadzito do pomijalnie matych obcigzen
wynikow.

Kolejna krytyczna uwaga dotyczy
braku sformulowania wagi i znaczenia
poszczegolnych pojec oraz ich zastoso-
wania. W przypadku zagadnienia dys-
konta autorzy wskazali, ze stosuje sie je
przy dyskontowaniu weksli i wycenie
bonéw skarbowych. Ta krétka informa-
cja daje czytelnikowi orientacje co do
potencjalnego wykorzystania tego na-
rzedzia i - biorac pod uwage, ze jest to
podrecznik z matematyki finansowej —
mozna j3 uznaé za calkowicie wystar-
czajaca. W przypadku poje¢ zwigzanych
z oceng projektéw inwestycyjnych za-
brakto takich motywacji. Wewnetrzng
stope zwrotu mozna wykorzystaé cho-
ciazby przy ocenie rentownosci obliga-
¢ji kuponowych dostepnych na rynku
wtérnym. W rozdziale dotyczacym rent

takze nie wyjasniono, do czego stuzy po-
jecie renty. Czytelnik majacy pierwszy
raz do czynienia z zagadnieniem moze
postawi¢ pytanie, dlaczego - jesli z czy-
sto matematycznego punktu widzenia
zagadnienie rent jest rOwnowazne stru-
mieniom pienigdzy — stosuje si¢ w tym
przypadku inne oznaczenia.

Ostatnia uwaga krytyczna dotyczy
uktadu ksigzki. Ma ona przejrzysta struk-
ture samych rozdzialéw, ale cata byla-
by latwiejsza w odbiorze, gdyby wpro-
wadzono w niej pewne drobne korek-
ty, ktore pomoglyby czytelnikowi usys-
tematyzowac sobie pojecia. Réwnowaz-
no$¢ stop procentowych przy réznego
rodzaju kapitalizacji ma zwiazek z efek-
tywna stopa procentows. Ta ostatnia jest
przeciez wylgcznie konsekwencjg zasto-
sowanego okresu kapitalizacji. Wydaje
si¢ wigc, ze zasadne bytoby potaczenie
rozdziatu drugiego i trzeciego. Dyskonto
handlowe wykorzystuje sie obecnie wy-
tacznie do wyceny weksli, dlatego rozsad-
ne byltoby scalenie rozdziatu siédmego
i 6smego. Renty i kredyty z matematycz-
nego punktu widzenia maja podobna
konstrukeje, niemniej z uwagi na spe-
cyfike zagadnien w przypadku jednych
i drugich stosuje si¢ odmienne oznacze-
nia, co zrobili réwniez autorzy recenzo-
wanej ksiazki. Z tego wzgledu wskazane
byloby, aby podrozdzialy 9.2 i 9.3 byly
czg$cig osobnego rozdziatu dotyczace-
go kredytéw. Biorac pod uwage rosnaca
popularno$¢ leasingu w Polsce (warto$é
umow leasingowych zawartych w 2019
roku w Polsce byla wyzsza niz kredytow
hipotecznych), w podreczniku warto by
uwzgledni¢ wzory, przyklady i zadania
dotyczace tej formy finansowania. Jego
opis mozna by przedstawi¢ w tym sa-
mym rozdziale co kredyty.
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Duzy wklad pracy autoréw, ktorzy
precyzyjnie i jasno opisali klasyczne za-
gadnienia matematyki finansowej oraz
przygotowali liczne przyklady ilustruja-
ce zagadnienia, przelozyl sie na powsta-
nie ksigzki, ktéra moze ulatwi¢ studen-
tom dobre zrozumienie elementarnych
zagadnien z matematyki finansowej i by¢
solidnym wsparciem dla prowadzacych
wyklady i ¢wiczenia z przedmiotu. Mam

nadzieje, ze krytyczne uwagi, ktore sfor-
multowatem w niniejszej recenzji, przy-
stuza si¢ temu, ze kolejne wydanie pod-
recznika jeszcze lepiej sprawdzi sie w tej
roli.

Piotr Ptuciennik

Wydzial Matematyki i Informatyki
Uniwersytet im. Adama Mickiewicza
w Poznaniu
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Ksigzki nadeslane

D Bartosz Brozek, Marzenie Leibniza. Rzecz o jezyku religii, Copernicus Center Press,
Krakdéw 2016, 96 str.

Autor opowiada o pomysle Leibniza stworzenia uniwersalnego jezyka nauki zwanego
przezen characteristica universalis, o jezyku, w ktérym mozna méwié o Bogu i jego
atrybutach, o zwigzkach jezyka ze §wiatem rzeczywistym i z dzialaniami czlowieka
w tym $wiecie.

Michat Heller, Wykfad, ktéry wstrzgsngt swiatem, Copernicus Center Press, Krakow
2016, 98 str.

Jest to fascynujaca opowie$¢ o rozwoju geometrii, w tym o geometrii nieeuklidesowej
i 0 znaczeniu dla matematyki pomystéw Riemanna wylozonych po raz pierwszy w jego
wykladzie habilitacyjnym w 1854 roku.

D Ennio De Giorgi, O matematyce i mgdrosci, Copernicus Center Press, Krakow 2017,
87 str.

Jest to wybor popularyzatorskich wyktadéw i artykuldw, ktérych gtéwnym tematem sg
wzajemne relacje pomiedzy matematyka a ogotem ludzkiej wiedzy, w tym takze zwiazki
faczgce matematyke z religia. Autor stara si¢ pokazaé, ze matematyka jest dostepna
zwyklemu czlowiekowi, nie jest Zadng hermetyczng dyscypling, ze jest nauka zywa,
obecng na co dzien, rozwijajaca wyobraznie¢ i wyzwalajaca umyst od ograniczen.

© 2020 Polskie Towarzystwo Matematyczne



172 Ksigzki nadestane

David Acheson, Krétka podréz w glgb matematyki, ttumaczenie Malgorzata Da-
browska-Kowalik, Witold Sikorski, Wydawnictwo Naukowe PWN, Warszawa 2019,
137 str.

Autor opowiada w sposéb przystepny o rozmaitych zagadnieniach matematyki, zaréw-
no klasycznych, jak i wspotczesnych. Mamy wiec m.in. opowiesci o liczbach zespolo-
nych, o liczbie 7 i liczbie e, 0 mostach w Krélewcu, o liczbach pierwszych, o rachunku
rézniczkowym i catkowym itd. Matematyke przedstawia sie tu jako gre, pokazuje si¢
jej piekno i magie.

Jozef Bana$, Beata Rzepka, Wyklady matematyki finansowej, Oficyna Wydawnicza
Politechniki Rzeszowskiej, Rzeszéw 2019, 195 str.

W ksigzce przedstawiono podstawowe wiadomosci z zakresu teorii procentu, a wiec
oprocentowanie kapitalu, teorie dotyczaca weksli oraz rent. Przeanalizowano takze
rozne elementy zwigzane z teorig wyceny instrument6w finansowych. Ksigzka prze-
znaczona jest dla studentéw matematyki Politechniki Rzeszowskiej do wykorzystania
w ramach zaje¢ z matematyki finansowe;j.

D Tony Crilly, Matematyka. 50 idei, ktore powinienes zna¢, tumaczenie Wiktor Bartol,
wyd. 2, Wydawnictwo Naukowe PWN, Warszawa 2019, 264 str.

Jest to jedna z pozycji serii 50 idei, ktdre powinienes znaé. Wprowadzaja one w $wiat
pytan i zagadnien, ktére od dawna towarzysza ludziom w probach zrozumienia $wiata.
Ksigzka przynosi analiz¢ i wyjasnienie piecdziesieciu fundamentalnych zagadnien
z zakresu matematyki, zaréwno teoretycznych, jak i praktycznych. Odstania tajemnice
sudoku, famania szyfréw, loterii i hazardu, zarzadzania finansami, procentu skfadanego.
Mowa w niej tez o najnowszych osiagnieciach i problemach matematycznych, w tym
o rozstrzygnieciu wielkiego twierdzenia Fermata i o hipotezie Riemanna.

D Piotr Zarzycki, Modelowanie poje¢ matematycznych, Wydawnictwo Uniwersytetu
Gdanskiego, Gdansk 2019, 176 str.

Ksigzka poswiecona jest ksztaltowaniu sie poje¢ matematycznych w procesie nauczania
matematyki. Autor opowiada o liczbach, funkcjach, mierzeniu i prawdopodobienstwie.
Ksigzka powstala na podstawie wykladéw z modelowania wybranych poje¢ matema-
tycznych, ktére autor prowadzit w Instytucie Matematyki Uniwersytetu Gdanskiego.
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Jim Holt, Idee, ktére zmienity swiat. Od Einsteina i Gédla po Turinga i Dawkinsa,
ttumaczenie Tomasz Lanczewski, Copernicus Center Press, Krakdw 2020, 493 str.

Zgodnie z tytulem autor, amerykanski filozof i pisarz, opowiada o pomystach, ktére
wplynely na dzieje nauki, w szczeg6lnosci na dzieje matematyki, fizyki i filozofii. Mamy
tu wiec opowiesci o Godlu i jego twierdzeniach o niezupelnodci i pracach nad teoria
wzglednosci, o hipotezie Riemanna, o ojcu statystyki, o Mandelbrocie i fraktalach,
o twierdzeniu o czterech barwach, o Cantorze i o nieskoficzonosci, o imiestawiu i twor-
cach deskryptywnej teorii mnogosci, o wielko$ciach nieskonczenie matych, o Adzie
Lovelace i komputerach, o Turingu, o Dawkinsie, o nowych pogladach na kosmos
i wielu, wielu innych zagadnieniach. Swietnie napisane, czyta sie znakomicie.

Roman Murawski, Logos and Mdthéma 2. Studies in the Philosophy of Logic and
Mathematics, Peter Lang Internationaler Verlag der Wissenschaften, Berlin 2020,
224 Str.

Ksigzka jest zbiorem trzynastu prac po$wigconych réznym zagadnieniom filozofii
matematyki i logiki. Mozna je podzieli¢ na dwie grupy. Pierwsza z nich zawiera prace
pos$wiecone pewnym ogélnym problemom filozofii matematyki, podczas gdy druga
przynosi prace, w ktorych rozwaza si¢ rézne zagadnienia z historii logiki w Polsce oraz
wkiad polskich logikéw i matematykow do filozofii logiki i matematyki. Mowa wigc
m.in. o znaczeniu tzw. matematyki odwrotnej, o dowodzie w matematyce, o statusie tezy
Churcha, o ideach fenomenologicznych w filozofii matematyki, o matematyce vs teolo-
gii, o problemie prawdy oraz o filozofii logiki i matematyki w Polsce w dwudziestoleciu
miedzywojennym.

Alfred S. Posamentier i Bernd Thaller, Liczby, ich dzieje, rodzaje, wtasnosci, thu-
maczenie Bogumil Bieniok i Ewa L. Lokas, Proszynski i S-ka, Warszawa 2020,
392 str.

Jest to ksigzka popularnonaukowa wprowadzajaca w $wiat liczb. Autorzy to matematycy
amerykanscy: Posamentier jesr profesorem w Mercy College w Dobbs Ferry w stanie No-
wy Jork, Thaller zas jest profesorem matematyki stosowanej na uniwersytecie w Grazu.
Autorzy opowiadaja m.in. o genezie liczb i liczeniu, o historycznym rozwoju systeméw
liczbowych, o réznych interesujacych wlasnosciach liczb, o liczbach w sztuce (poezji,
muzyce, architekturze, malarstwie), o rozmaitych interesujacych liczbach, o ciagach
Fibonacciego, o filozoficznych koncepcjach dotyczacych liczb.
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James Stewart, Calculus. Rachunek rozniczkowy i catkowy funkcji jednej zmien-
nej, ttumaczenie Malgorzata Dgbrowska-Kowalik, Witold Sikorski, Wydawnictwo
Naukowe PWN, Warszawa 2020, 972 str.

Ta potezna ksigzka jest thumaczeniem na jezyk polski najpopularniejszego w USA
podrecznika z zakresu rachunku rézniczkowego i catkowego funkeji jednej zmiennej.
Omawia si¢ w niej takie zagadnienia, jak granice, pochodne, zastosowania pochodnych,
calki, zastosowania calek, funkcje odwrotne, metody calkowania, réwnania rézniczko-
we, rownania parametryczne i wspotrzedne biegunowe, ciagi i szeregi nieskonczone.
W kazdym rozdziale znajdujemy — obok wyjasnien teoretycznych - liczne przykfady.
Na koncu za$ zadania (w sumie jest ich dwa i pdt tysigca), ktére zostaly podzielone na
trzy grupy: sprawdzian rozumienia definicji i znajomosci twierdzen, quiz polegajacy
na udzielaniu odpowiedzi ,tak” lub ,,nie”, zadania dodatkowe. Do zadan zamieszczono
rozwigzania badz wskazowki.

Jakub Szczepaniak, Igrzyska matematyczne. Niebanalne zadania dla mtodych olim-
pijczykéw, Wydawnictwo Naukowe PWN, Warszawa 2020, 303 str.

Ksiazka jest zbiorem trzystu osiemdziesigciu jeden zadan, ktore sg rozwigzane metoda-
mi matematyki elementarnej. Zadania trudniejsze poprzedzono krétkimi wstepami
teoretycznymi. Zadania przedstawiono w formie prawdziwych opowiesci. Ksigzka skta-
da sie z czternastu rozdzialéw pos$wieconych takim zagadnieniom, jak grafy, prawdopo-
dobienstwo, réwnania diofantyczne, zbiory, predkos$¢, droga i czas, zasada szufladkowa
Dirichleta itd. Autor jest znanym propagatorem matematyki, uczestniczyl w tworzeniu
zadan do konkurséw i olimpiad matematycznych.

D Vanessa Vakharia, Sposéb na matme, thumaczenie Bogumit Bieniok i Ewa L. Lokas,
Prészynski i S-ka, Warszawa 2020, 152 str.

Pieknie wydana, §licznie ilustrowana ksiazka majaca pomdc uczniom opanowag, ale
tez polubi¢ matematyke. Sklada sie z dwdch czgsci. Cze$¢ pierwsza przynosi wskazowki
dotyczace uczenia sig, cze$¢ druga zas poswiecona jest liczbom. Méwi sie tu o dziala-
niach na liczbach, o utamkach i procentach. Autorka kieruje dziatalnoscig pracowni
matematycznej o nazwie The Math Guru w Toronto.

Opracowanie: Roman Murawski (Poznan)
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